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Resumen

Este trabajo de fin de grado estudia diversos métodos de sumacién utilizados
para sumar series infinitas, especialmente aquellas que no se pueden sumar con
la definicion habitual. Se centra principalmente en los métodos de sumacion
matriciales, por encontrarse entre ellos varios de los métodos mas famosos y
utilizados, como los métodos de Holder y de Cesaro.

En primer lugar introducimos el concepto de método de sumacién en ge-
neral, junto con varios ejemplos y una presentaciéon de sus propiedades maés
importantes, que estudiaremos luego en los casos particulares.

A continuacién nos centramos en los métodos matriciales, comenzado por
dar su definicién, y mostrando que varios de los ejemplos que habian aparecido
de forma natural en el apartado anterior son en realidad métodos matriciales.
Partiendo de su definicién, damos teoremas generales para estudiar las propie-
dades de este tipo de métodos, especialmente su regularidad y la comparacion
de dominios, ademas de introducir nuevos conceptos como la caracteristica de
un método. Después definimos varios tipos de métodos matriciales y utilizamos
los teoremas anteriores para estudiar sus propiedades y las relaciones que hay
entre ellos.

Para finalizar el apartado de métodos matriciales, demostramos un teorema
que pone de manifiesto una importante limitacién de los métodos matriciales;
es imposible definir un método matricial regular que sea capaz de sumar todas
las sucesiones acotadas.

Por dltimo, mostramos otro tipo de métodos distintos de los matriciales, los
métodos definidos por series de potencias. Estos métodos no los estudiamos en
profundidad, solamente damos su definicién y propiedades bésicas, buscando
simplemente recordar que, a pesar de su importancia, los métodos matriciales
son solo un tipo particular de método de sumacion.

Palabras clave: Método de sumacién, Serie infinita, Sucesién, Métodos de
sumacién matriciales, Medias de Holder, Medias de Cesaro, Medias de Ngrlung,
M¢étodos de Euler, Teorema de Schur, Métodos definidos por series de potencias,
Método de Abel, Métodos de Borel.






Summary

This text examines various summability methods used to sum infinite series,
especially those that cannot be summed using the usual definition. It primarily
focuses on matrix summability methods, as several of the most famous and
commonly used methods, such as Hoélder’s method and Cesaro’s method, fall
under this category.

Firstly, we introduce the concept of summability methods in general, along
with several examples and an overview of their most important properties, which
we will later study in specific cases.

Next, we step into matrix methods, starting with their definition and prooving
that several examples that appeared in the previous section are indeed matrix
methods. Based on their definition, we present general theorems to study the
properties of this type of methods, particularly their regularity and comparison
between domains, while also introducing new concepts such as the characteris-
tic of a method. Furthermore, we define various types of matrix methods and
use the aforementioned theorems to study their properties and the relationships
between them.

To conclude the section on matrix methods, we prove a theorem that high-
lights an important limitation of matrix methods: it is impossible to define a
regular matrix summability method able to sum all bounded sequences.

Finally, we present another type of method distinct from matrix methods,
methods defined by power series. We do not delve deeply into the study of these
methods; instead, we provide their definition and basic properties, merely aiming
to emphasize that, despite their significance, matrix summability methods are
just a particular type of summation method.

Keywords: Methods of summability, Infinite series, Sequence, Matrix summa-
bility methods, Holder means, Cesaro means, Ngrlung means, Fuler methods,
Schur’s theorem, Power series methods, Abel method, Borel’s methods.






Capitulo 1

Introduccion

Las sumas de infinitos términos han sido un tema que ha interesado a mate-
maticos a lo largo de toda la historia de las matematicas. El propio Arquimedes
encontré una forma de darle valor a la serie

valor que llegd a utilizar para calcular el area encerrada entre una parabola
y una de sus cuerdas. Para calcular el valor de esta suma, Arquimedes partio
el cuadrado unidad en cuartos de forma reiterada de la siguiente forma (por
supuesto, sin utilizar esta notacién):

—_
Il
N N

Il
NG JURINNY N UG [ J0
+

—31+1+1+ + 1 +1
T4 4 42 4n—1 4n’

Arquimedes llegb a la conclusiéon de que s tenia necesariamente que cumplir
1=3s/4, y por lo tanto s = 4/3.

Este célculo fue realizado mucho antes de que se definiera con rigor la suma
de una serie, ni siquiera el concepto de convergencia. No fue hasta la época de
Cauchy cuando se empezé a establecer una teoria general de convergencia. A
lo largo de este texto vamos a trabajar con series infinitas, asi que lo mejor es
comenzar dando su definicion.

Definicién 1.1. Sea a = (a,) una sucesion. La serie generada por a, y denotada
por

o0

Zan:a0+a1 +ag+---,

n=0
es el limite de la sucesion de sumas parciales de a, s, := Z?:o a;. Si la sucesion
(sn) converge a un valor S, diremos que la serie es convergente y que su suma



10 Capitulo 1: Introduccién

es S. Si la sucesion de sumas parciales no converge, diremos que la serie es
divergente.

Antes de la creacion de la teoria de convergencia, los matematicos trabaja-
ban con una idea intuitiva de la suma de una serie, en vez de con una definiciéon
formal. Los resultados que usaban series infinitas se obtenian sin ninguna preo-
cupacién por la convergencia, ya que muchas veces podian ser probados de
formas alternativas.

Sin embargo, aparecian problemas al tratar de asignar valores a series diver-
gentes. Por ejemplo, si tratamos la serie Y~ (—1)™ como una serie convergente
de suma s, obtenemos

s=1-14+1—-1+1—1+--
=1-D+1-D+0=1)+---
—04+0+0+---=0.

Pero podemos obtener también

s=1-(1-D+(0-1)+1Q=1)+"---
—1-0-0-0=1,

lo que nos llevaria a 0 = 1, lo cual es evidentemente una contradiccién. No solo
eso0, sino que ademés podemos obtener

s=1—-14+1-1+1—-1+---
=1-(1-1+1-141—-1+--)

=1-s,

llegando a la conclusién de que s = 1/2. Es evidente, por lo tanto, que tenemos
que estudiar con mayor cuidado las series divergentes.

El problema a la hora de encontrar el valor de una serie divergente viene
precisamente de la definicién. Usando la definicion habitual, estas series no tie-
nen ningun valor, ya que la definicién solo da valor a las series cuya sucesion
de sumas parciales converge. Si queremos encontrar un valor para una de estas
series, tenemos que dar una definicién de serie infinita que se le pueda aplicar.
Este problema viene de la concepcién de que los simbolos matematicos tienen un
valor real. Antes de haber dado una definicién, una operacién no tiene ningin
significado.

A lo largo de este texto nos dedicaremos a estudiar definiciones para la
suma de una serie que nos permitan sumar series originalmente divergentes.
Pero buscaremos también que sean capaces no solo de sumar todas las series
que originalmente eran convergentes, sino ademas sumarlas a su valor original.
A estas nuevas definiciones serd a lo que llamemos métodos de sumacién, y a
partir de su definicién podremos estudiar sus propiedades y cémo tratar con
series divergentes.

En este trabajo veremos multiples métodos de sumacion, junto con sus pro-
piedades bésicas. Sin embargo, habra muchos métodos y propiedades que para
no alargarnos demasiado no se podran llegar a incluir. Para profundizar en ma-
yor medida en el campo de los métodos de sumacién es interesante consultar los
libros utilizados como fuente en este texto y que aparecen en la bibliografia.
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El libro [2], en especial, tiene gran cantidad de ejemplos e historia sobre los
métodos y las series que se pretenden sumar. Por otra parte el libro [I] explora
en profundidad los métodos matriciales, y en su segunda mitad estudia ademas
los métodos de sumacién desde el punto de vista del analisis funcional, mientras
que en este trabajo solo se estudian desde el punto de vista del anélisis clasico.

Si lo que se busca es estudiar especificamente los métodos de Borel, el libro [5]
contiene gran cantidad de informacién sobre el tema, incluyendo no solo un
estudio sobre estos métodos, sino ademas mostrando sus aplicaciones en otros
campos de las matematicas.

También conviene destacar el libro [3], que estudia, con gran detalle, muchos
conceptos y métodos relacionados con la suma de series, y contiene numerosos
ejemplos.

Como curiosidad, merece la pena comentar que uno de los matemédticos que
ha trabajado en métodos de sumacién es el riojano Julio Rey Pastar (véase [4]),
aunque aqui no explicaremos ninguno de sus métodos.






Capitulo 2

Conceptos basicos

2.1. Definicién y ejemplos de métodos de suma-
cion

Un método de sumacioén es, simplemente, una forma de asignar un valor a
cada serie ZZO:O an, al que llamaremos suma de la serie. Una posible manera de
hacerlo es definir directamente una funcién que, para cada sucesién, dé un valor
para la suma de la serie. Pero la forma habitual de trabajar es distinta. Nos
basamos en la definicién estandar de suma de una serie. En ella, llamabamos
suma de una serie al limite de la sucesién de sumas parciales.

Buscamos extender esta idea. En vez de calcular el limite de la sucesion de
sumas parciales, calcularemos el limite de otra sucesién. Pero esta nueva suce-
sion no se define directamente, sino que se obtiene a partir de la sucesién de
sumas parciales. Lo que haremos serd convertir la sucesién de sumas parciales
en otra sucesién mediante una funcién. A esta funcién la llamaremos trans-
formacién. Cada transformacién definird entonces un método de sumacion.
Llamaremos ahora suma de la serie al limite de la sucesién obtenida tras aplicar
la transformacién a la sucesién de sumas parciales.

Habitualmente, la transformacién y el cdlculo del limite se agrupan (por
composicién) en una sola funcién. Esta nueva funcién recibe una sucesién (la
sucesion de sumas parciales) y devuelve un valor (el limite de la sucesién en la
que se ha convertido mediante la transformacién). El comportamiento de esta
funcion es similar al comportamiento del limite de una sucesiéon. Por lo tanto, a
esta funcion se le llama funcién limite extendido. Si estamos trabajando con
un método M, a esta funcion se la denota como M-lim. De esta forma, podemos
definir la suma de una serie como el limite extendido de la sucesién de sumas
parciales, lo que se parece mas a la definicién original de suma de una serie.

Vamos a ver ahora ahora un ejemplo sencillo de esta idea, pero primero
introducimos algo de notaciéon que utilizaremos a lo largo de todo el trabajo.

En lo que sigue usaremos w para denotar el conjunto de todas las sucesiones,
c al conjunto de las sucesiones convergentes, ¢y al de sucesiones convergentes a 0
y m al espacio de las sucesiones acotadas. Las sucesiones podran ser de niimeros
reales o complejos; normalmente lo determinara el contexto, y no lo aclararemos
si no es necesario. Usaremos K para denotar R o C. Siguiendo con la notacién,
usaremos N para referirnos a los nimeros naturales sin el 0, y N° = NU {0}.

13
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Las sucesiones que tomemos estaran normalmente indexadas en N, pero no
lo indicaremos expresamente a menos que pueda dar lugar a confusioén.

Ejemplo 2.1 (Transformacién nula). Tomamos como transformacién la funcién

O:w—c
xz+— (0,0,...),

es decir, la transformaciéon que a toda sucesiéon x = (x,,) le asocia la sucesién
constante de valor 0. Hemos convertido nuestra sucesién de sumas parciales
original en una nueva sucesién. Componiendo esta transformacién con la funcién
limite de sucesiones habitual obtenemos la funcién limite extendido

f-lim := lim of:w —K

n— 00

(zp,) — 0.

Esta funcién limite que hemos definido asocia a todas las sucesiones el valor 0.
Por lo tanto, para calcular la suma de la serie ZZO:O an, calculamos el limite
extendido de la sucesién de sumas parciales, esto es, (- lim Z?:o a; = 0. Es decir,
el método de sumacion obtenido asocia a todas las series el valor 0. Este ejemplo
puede parecer trivial, pero la idea de un método nulo aparece de forma natural
al considerar la posibilidad de sumar y restar métodos de sumacion.

El ejemplo anterior es extremadamente sencillo. Tanto es asi que no pone
de manifiesto una de las ideas fundamentales de los métodos de sumacién, el
dominio de un método. Llamaremos dominio de un método de sumacién al
conjunto de sucesiones que tras pasar por la transformacién se convierten en
sucesiéon convergentes. Es decir, el dominio de un método serd la preimagen
de ¢ por la transformacién. Desde el punto de vista de las series, diremos que
una serie pertenece al dominio de un método si lo hace su sucesién de sumas
parciales.

Si una sucesion pertenece al dominio de un método M, diremos que la su-
cesién es M-convergente, y lo denotaremos como M-limz, = x, siendo z el
valor que da el método M a la sucesion (z,). Si la sucesién de sumas parcia-
les de una sucesién es M-convergente, diremos que la serie es M-sumable. Lo
denotaremos como > >° (x, = S (M), siendo S el M-limite de la sucesién de
sumas parciales.

Usando la transformacion nula, todas las sucesiones se transforman en la
sucesion (0,0,...), la cual es convergente, y por lo tanto el dominio de este
método concreto es el conjunto de todas las sucesiones.

No hay que confundir el dominio de un método con el dominio de defini-
cién de la transformacién. Este segundo es el conjunto de todas las sucesiones
a las que se les puede aplicar la transformacién. Evidentemente el dominio estéa
contenido en el dominio de definicién, pero no tiene por que ser necesariamente
iguales. El dominio contiene las sucesiones a las que se les puede aplicar el limite,
el dominio de definicién a las que se le puede aplicar la transformacién. Al domi-
nio de definicién de la transformacion lo llamaremos dominio de aplicacién
del método.

Veamos ahora otro ejemplo usando una transformacion diferente.
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Ejemplo 2.2. Usamos ahora la transformacion
Z1/2 W — W

Tp-1+ Tn

s (2o

A pesar de que el dominio de aplicacién es w, no todas las sucesiones se trans-
forman necesariamente en una sucesién convergente. El dominio del método
sera

) (tomando z_; = 0).

CZy )y 1= {x Ew| Zl/g(I) c c} = Zl_/12(c)

La nueva funcién limite se puede definir solamente sobre el dominio, no sobre
todas las sucesiones. Definimos entonces la funcién

Zyjp-lim:=lmo Zy 5 : ¢z, — K
Tp—1+ xn)
5 )
que define el método de sumacién Z; 5. Notemos que, en un pequeio abuso de
notacion, al método de sumacion se le llama igual que a la transformacién que

lo define. Esto suele ser asi en la mayoria de métodos de sumacion.
Es obvio ademaés que

(zp) — lim (

cCecz,, y Zyplimz=Ilimz, Vz€c.

Es decir, todas las sucesiones convergentes se convierten en sucesiones conver-
gentes tras aplicarles la transformacién. Y no solo eso, sino que ademas con-
vergen al mismo valor al que convergian originalmente. A esta propiedad la
llamaremos regularidad y es una de las propiedades méas importantes que se
estudia en los métodos de sumacién, ya que los métodos regulares son extensio-
nes del método de sumacion estandar.
Notemos ademas que
) 1
(1,0,1,0,...) € €z,,, con  Zj-lim (1,0,1,0,...) = 3
ya que al aplicarle la transformacion se convierte en la sucesién (1/2,1/2;...),
sucesién que es evidentemente convergente con limite 1/2.
Desde el punto de vista de las sucesiones, diremos que la sucesién (1,0,1,0,...)
es Zyjp-convergente. Por otra parte, diremos que la serie Yoo o(—1)" es Z1 /2-
sumable,; ya que su sucesién de sumas parciales es precisamente (1,0,1,0,...).
La sucesién (1,0,1,0,...) no converge con la definicién habitual de limite; sin
embargo, usando el método Z; /; si que converge, ddndole el valor % Aqui pode-
mos empezar a ver la utilidad de estos métodos de sumacién regulares, capaces
de dar el valor «correcto» a las sucesiones convergentes, ademas de dar un nuevo
valor a las sucesiones previamente divergentes.

Otro método de sumacién de gran interés se obtiene usando la media arit-
mética.

Ejemplo 2.3 (C1). Mediante la transformacién

Ci:w—w

(¥n) — <n«1k1 Zx’“>n

k=0

n
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definimos el limite extendido
Ci-lim:=limoC : cc, — K

en el dominio
co, ={r cw|Ci(z) € c}.
A este método de sumacion se le conoce como método de Cesaro de orden 1
(o simplemente método de Cesaro), y serd de gran importancia més adelante,
pues tanto los métodos de Cesaro como los métodos de Holder que veremos en
el capitulo [3| aparecen como extensiéon suya.
Podemos observar que, al igual que en Z 5, se cumple que

1
(1,0,1,0,...) €c¢, con C4-1im(1,0,1,0,...) = 3

Podemos tomar también (1,0,—1,1,0,—1,...). Esta sucesién no convergia con
el método Z /5, pero que si que lo hace para el método C1, con Ci- lim igual a 0,
ya que al pasar por la transformacién se convierte en (1,1/2,0,1/4,1/5,0,...),
sucesion que converge a 0.

Es decir, la sucesion (1,0,—1,1,0,—1,...) pertenece al dominio del método
C1 pero no al dominio del método Z ,. Esta diferencia entre dominios de dis-
tintos métodos es una de las caracteristicas que se suele estudiar en los métodos
de sumacion, la comparacion de dominios.

Por ahora sabemos que el dominio de C; no es el mismo que el de Z;5;
sin embargo atin no hemos comprobado si C; es regular. Esto se prueba en el
siguiente teorema.

Teorema 2.4. FEl método Cy es reqular, es decir,
cCco, y Chi-limz=Ilimz, Vz €c

Demostracion. Sea (a,) € ¢, con a = lim, 00 ay,. Sean € > 0y N € N tal que
lay — a| < § para todo k > N. Como

, 1
nh—>H;o n+1 Z(ak —a)

k=0

existe un M € N tal que

<

;XN
n—l—lz(akia)
k=0

| ™

para todo n > M. Tenemos ahora que para todo n > max(N, M) se cumple

() -2
ap | —a|l == (ar —a)
n+tI\im "i=o
1 & 1<
= n+1z(ak_a)+n+1 Z (ar — a)
k=0 k=N+1
1 N 1 n
< n+12(ak—a) +7n+1 Z lax — al
k=0 k=N+1
e(n —N)
<-4+ <e
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Por lo tanto,

C1- hm_nh—{r;onJrlzak_a O]

Hasta ahora hemos visto métodos de sumacion definidos mediante una trans-
formaciéon que convierte sucesiones en sucesiones. Sin embargo, lo importante
es convertir la sucesion de sumas parciales en un objeto al que se pueda calcu-
lar un limite, no necesariamente en una sucesiéon. Por lo tanto, otra opcién es
transformar la sucesiéon de sumas parciales en una funcién continua. Esto es lo
que hacemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.5. Sean D; := {z € K| |2| < 1} y los espacios

C = {f Dy —>K’ telj;nlme( ) ex1ste}

Cy = {(a:k) Ew ‘ g(t) == Zxktk converge para todo [t| < 1,
k

y f(t) =1 —=1t)g(t) converge}.
Sea la transformacién
A: CA — C
(zn) — f(t) = (1 —t)g(t).
Usando esta transformacion definimos el limite

A-lim = lim (1 —1¢) Zxktk

t—>17

Este método es el denominado método de Abel, y pertenece a un conjunto de
métodos llamados métodos definidos por series de potencias. La idea detras de
este método de sumacion es la siguiente. Buscamos definir la suma de la serie
asociada a la sucesién (z,,) a partir de la serie de potencias auxiliar

o0
)= Z oyt
k=0

Si esta serie converge para 0 <t < 1y lim;_,;- ;g f(t) = S, entonces diremos
que la serie Y7 ) @), es A-sumable. Para poder tratar este método de sumacién
como los métodos anteriores, que definian la suma de la serie como limite de la
sucesion de sumas parciales, usamos el hecho de que sy — sp_1 = xk. Asi,

Z:L’ktk = Z(Sk — Sk— 1 Zsktk Zsk 1tk
k
= Zsktk Zs thtt = Z sktk — tz spt”
(1—1) Z sktk
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De esta forma obtenemos la definiciéon de A-limite que tenemos que aplicar a la
sucesion de las sumas parciales para obtener el método que hemos definido en
este ejemplo.

Estudiaremos los métodos definidos por series de potencias en mayor pro-
fundidad el el capitulo

A lo largo de los ejemplos anteriores hemos visto varias propiedades que nos
interesard estudiar en los métodos de sumacién. En la siguiente seccién vamos
a definirlas de forma maés rigurosa.

2.2. Propiedades métodos de sumacion

2.2.1. Comparacion del dominio de los métodos

Como ya hemos visto, el dominio sobre el que estan definidos los distintos
métodos de sumacién no es siempre el mismo. En ciertos casos nos interesara
estudiar cémo estén relacionados los dominios de dos métodos concretos.

Definiciéon 2.6. Sean los métodos de sumaciéon V' y W, y sean sus dominios
Ny y Ny respectivamente. Sea L C w. Si LN Ny C Ny, diremos que V' es mas
débil que W respecto a L. Si L N Ny C Ny diremos que V' es mas fuerte
que W respecto a L. Diremos que V' y W son equivalentes respecto a L si
LN Ny = LN Ny. En el caso particular en que L = w, se omite la terminaciéon
«respecto a Ly, diciendo tinicamente mas débil, mas fuerte y equivalente.

2.2.2. Inclusién de dominios

Otra propiedad de los dominios de los métodos de sumacién que nos intere-
sard estudiar es encontrar qué subconjuntos de w estan contenidos en el dominio
del método.

Definicién 2.7. Sea el método V' con dominio Ny . Si se cumple que ¢y C Ny,
diremos que V es conservativo para sucesiones nulas. Si ¢ C Ny diremos
que es conservativo y si m C Ny diremos que es coactivo.

Conviene recalcar que, como ¢y C ¢ C m, cada una de las nociones anteriores
es condiciéon mas fuerte que la anterior.

2.2.3. Consistencia

Hasta ahora hemos hablado de comparar métodos por su dominio, es decir,
comparar qué sucesiones son convergentes para cada uno. Sin embargo, aun falta
por nombrar algo quizas méas importante, el valor que le asignan a una sucesion.
Hemos visto en el ejemplo una sucesién cuyo dominio es el conjunto de todas
las sucesiones. De forma trivial podemos cambiar la transformacién por

Viw—c¢c
x— (1,1,...),

obteniendo asi otro método que también estd definido en todas las sucesiones,
pero que sin embargo asocia a cada sucesion el limite (1,1, ...). Por tanto estos
dos métodos son equivalentes, pero evidentemente tienen una diferencia impor-
tante.
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Definicién 2.8. Diremos que dos métodos de sumacién V y W son consisten-
tes respecto a L si se cumple que para todo x € L N Ny N Ny se tiene que
V-limx = W-limz. Si L = w diremos solamente que V' y W son consistentes.

2.2.4. Regularidad

Nos falta por ver una propiedad fundamental para los métodos de sumacién.
Si queremos dar una definicién de limite que extienda la definicién habitual, es
razonable pedir que en los casos en los que la definicién estandar funciona «bien»
nuestro método también se pueda aplicar y ademas converja al mismo valor. En
términos de las definiciones que acabamos de ver, queremos que nuestro método
sea mas fuerte que el método estandar y que sea consistente con él.

Definicién 2.9. Sea V un método de sumaciéon. Diremos que V es regular
para sucesiones nulas si ¢cg C Ny y V-limz = 0 para toda sucesion x € cy.
Diremos que V es regular si ¢ C Ny y V-limz = limz para toda sucesiéon
T € c.






Capitulo 3

Métodos matriciales o
transformaciones lineales

3.1. Definicion

En este capitulo vamos a tratar uno de los tipos de método de sumacién
mas comunes. Los métodos de este tipo son los conocidos como métodos de
sumacion matriciales o transformaciones lineales. Este segundo nombre se debe,
evidentemente, a la linealidad de las transformaciones que los definen.

Definicion 3.1. Sea la matriz infinita

ap,o Qo,1 ao,3 - Aok

aio ai1 ar3 - A1k
A=

an,0 Qp1 Aan3 - *° Qp k

con a;,; € K, y denotamos

oo

wa = {5 = (sk) €Ec ’ (Z am’nsn) existe, esto es,

n=0
oo
todas las series g @m0 Sn convergen}.
n=0

A w4 le lamaremos dominio de aplicacién de A.
Llamaremos método matricial o transformacioén lineal al método de sumacion
inducido por la transformaciéon

A:wyg —w
s+——t:= As,

0, lo que es lo mismo,

tm = iam,nsn. (3.1)

n=0

21
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Denotaremos, ademaés,
ca:={rew|Ax € c}.

A ¢4 lo llamaremos dominio de A. Con un pequefio abuso de notacién estamos
llamando A tanto al método de sumaciéon como a la matriz, indistintamente.

Veamos ejemplos de métodos de sumacién matriciales.
Ejemplo 3.2. Sea la matriz identidad infinita
1 00
01 0
I'=10 0 1

Usando esta matriz obtenemos el método de sumacién estandar.

Ejemplo 3.3. Usando la matriz nula se obtiene el mismo método que al usar
la transformacién nula en el ejemplo

Ejemplo 3.4. Usando la denominada «matriz Zweier»

=

O NI=0I= O©

|
O ONlFI=
= O O
RO O O

obtenemos el método de sumacién Z; 5 que definimos en el ejemplo

Ejemplo 3.5. Con la matriz

1 0 0o -

% % o .- 0
Cli— :

1 1 1 _1

obtenemos el método de Cesaro de orden 1 que vimos en el ejemplo [2.3]

Como hemos visto, muchos de los métodos sencillos que han ido apareciendo
de forma natural resultan ser métodos matriciales. En el resto de este capitulo
vamos a ver teoremas generales para los métodos matriciales, y mas adelante
los usaremos para estudiar métodos matriciales concretos.

3.2. Teoremas sobre métodos matriciales

Antes de comenzar a introducir teoremas, veamos ahora varios conceptos y
notaciones que necesitaremos mas adelante.
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Definicién 3.6. Denotaremos como cs al conjunto de todas las sucesiones su-

mables, .
Cs 1= {a: = (z) Ew | (Zxk) € c}.

k=0

Definicién 3.7. Llamaremos [ al conjunto de todas las sucesiones absoluta-
mente absolutamente sumables, es decir

l::{x:(xk)€w| i\xk|<oo}

k=0

k

Definicién 3.8. Denotaremos como e la sucesion constante 1, y como e” la

sucesion que tiene un 1 en la posicién k y ceros en el resto de términos.

Definicién 3.9. Llamaremos x al conjunto de las sucesiones de ceros y unos

x={z= () Ew|Vk e Nz €{0,1}},

mg = {z = (z;) € w | {z | k € N’} es un conjunto finito.}.

Llamaremos a una sucesién x = (xy) € x fina si existe una sucesién de indices
(k,) tal que 2 = 1 siy solo si k = k, para algtin v € N, y se cumple ademés
que ky4+1 — k, — oo cuando v — oo. Es decir, una sucesién de w serd fina
cuando sus términos de valor 1 se vayan separando al aumentar k. Llamaremos
7 al conjunto de todas las sucesiones finas.

Los primeros teoremas que vamos a ver en esta seccién estan relacionados
con la caracterizacién de los métodos matriciales conservativos y regulares. Ve-
remos que es posible saber si un método es regular a partir inicamente de los
coeficientes de su matriz, lo cual nos serd de gran utilidad para estudiar métodos
matriciales particulares. El primer teorema que presentamos es el teorema que
caracteriza los métodos conservativos.

Teorema 3.10. Sea la matriz infinita A = (am.n). Su método matricial aso-
citado serd conservativo si y solo si se dan las siguientes condiciones:

i) Para cada m se cumple

Y =3 |tmn| < H, (3.2)
n=0

stendo H un numero real independiente de m.
it) Para cada n eziste el limite
Qpmn — On (3.3)
cuando m — 0.
iii) Se cumple

Q= Zam,n — 0 (3.4)
n=0

cuando m — 0o.
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En estas circunstancias se tiene que Zzozo On es absolutamente convergente

m%t55+i5n(sns)5<5i5n>+i5nsn, (3.5)
n=0 n=0 n=0

cuando m — 00 Y Sy — S.
En este teorema, los limites § y 6, son, por supuesto, finitos.

Demostracion. Probamos primero que las condiciones del teorema son suficien-
tes.

Como s, — s, la sucesion s, es acotada, y de se sigue que todas
las series son absolutamente convergentes. Ademads, las series son
absolutamente convergentes. Por tenemos que

N N
Sl = i 3 ol <
n=0 n=0

para todo N, lo cual implica que

> ol < H. (3.6)
n=0

Por tanto, ZZOZO On,s ZZOZO 0nSn y €l resto de las series en son absoluta-
mente convergentes.

Veamos primero lo que ocurre cuando s = 0. En este caso podemos elegir
N = N(e) tal que

g
nl < —. 3.7
3ul < 17 (37)
Ahora,
0o [o%S) N %S
- Z Am,nSn = Z(am,n Z Am,n — sn + Z (am,n - 5n)sn
n=0 n=0 n=0 n=N+1
Denotando
00
U Z am n - Sna V = Z (af’rn,n - 5n)8na
n=N-+1
por (B3), B9 v (B3 se tiene que
€ ad e
T gv: (|am,n| + 10n]) < 9

Ademaés, U — 0 cuando N es fijo y m — oo, por (3.3). De esta forma, podemos
tomar un M (e, N) tal que |U| < § para todo m > M. Por consiguiente,

oo
‘tm— g AmnSn| < €
n=0
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para todom > M,y
o0
tm — Z OnSn-
n=0

Hemos probado que, en el caso s = 0, las condiciones (3.2)) y (3.3)) son suficientes,
incluso sin la condicién (3.4).

En el caso general tomamos
o0
o ! !/
S, = Sp — 8, ty, = E Am,n Sy -
n=0

Asi, s/, = 0y, por lo tanto,

t — Z Snsh.
n=0
Usando ahora ([3.4)),

o0 o0 o0 o0
tm = Z A (80 +8) =t +5a, — Z Onsh+0s = s<5z 5n)+z OnSn = t.
n=0 n=0

n=0 n=0

Por lo tanto, las condiciones del teorema son suficientes en todos los casos.

Veamos ahora que son necesarias. Suponemos que A es conservativo. Sea
k € N. Sea la sucesién (s,) tal que s = 1y s; = 0 para todo i # k. En este
caso, s, — 0o0. Entonces t,, = an, i y, por tanto, a,, ; tiende a un limite ¢
cuando m — oo. Asi que es una condicién necesaria. Sea ahora la sucesion
$n = 1 para todo n, de tal forma que s,, — 1. Entonces

0
tm = § Qmn = Qm,
n=0

luego a,, tiende a un limite §. Asi, la condicién es necesaria.

Falta probar que (3.2]) es necesaria. Veamos primero que 7,, es finito para
todo m. Suponemos que v, = co. En este caso podemos elegir una sucesion
(en) tal que

o0
en >0, &,—0, E EnlCm.n| = o0.
n=0

Si tomamos entonces la sucesién s, = €, sgn(an, »), tenemos que s, — 0y

L)
tym = ZEn|am,n‘ = 00,
n=0

lo que contradice la hipdtesis.

Por tanto, 7,, es finito para todo m; ahora tenemos que probar que la sucesién
(vm) es acotada. Si no lo fuera, para un G' dado, podriamos encontrar un m tal
que v, > G. Denotamos

oo

TYm,n = Z |am,i

=0




26 Capitulo 3: Métodos matriciales o transformaciones lineales

dp =Y |6
=0

Ya sabemos que Y, n, — Ym cuando n — 00, y que G, ; — 0; (tal que Yo, — dy,)
cuando m — oo.
Partiendo de un n; arbitrario construimos dos sucesiones crecientes ny, no, . . .
y mi,ms,ms,... de forma recursiva. Suponiendo que nq,no,...,n, y my, ms,
...,my_1 ya han sido determinados, elegimos n,1 y m, de la forma siguiente.
Como para todo G existe un m tal que ,, > G, podemos elegir m,. > m,._1
tal que

oo

Yrn, = Z |G, n| > 2rd,, + 12+ 2r + 2. (3.8)

n=0

Como
N 2
Z |@m,n| — Z |0n] = dn,
n=0 n=0

cuando m — oo, podemos suponer también que

TYmpne = Z |am, | < dn, +1. (3.9)

n=0

Como Ym,..n — Ym, cuando n — oo, podemos elegir n,,1 > n, tal que

o0
Yme = Vmpnein = Z lam, n| <1. (3.10)
n=nyi11+1
De (8:8),(39) y (B10) se sigue que
MNr41 [e'e] Ny 0
Z |, n| = Z L Z |am, .l — Z |am, n| > rdn, + 2+ 2r.
n=n,+1 n=0 n=0 n=n,4i1+1
(3.11)
Tomamos ahora la sucesién (s,,) definida mediante
_ _ sgn(am,,n)
sn=0 (n<ng), Sn = (nr <n<npgq)
para r =1,2,3,.... Entonces |s,| <1,s, =0y
N MNr41 ee]
|tmr| = Z Am,. nSn + Z A, ,nSn + Z Am,. ,nSn
n=0 n=n,+1 N=N,r41
N Nrt1 oo
Z Z amT,nsn - Z amr,nsn Z amr,nsn .
n=0 n=n,+1 N=Nr41

Usando la definicién de (s,,) en el primer sumatorio, la desigualdad triangular
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en los dos dltimos y, aplicando después (3.11]),

Ny Nyr41 o0
t > a Sp| — a S a S
- s
| m my,n<n mqy,n“n My, NN
n=0 n=n,+1 N=Npr41
1 Ny MNr41 e’}
> - E |a7m,n| - E |amr,n‘ - E |amr,n‘
n=0 n=n,—+1 N=n,pi1

1
> —(rd,, + r? + 2r)— (dn, +1)—1=r.
r

Por tanto, t — oo cuando m — oo a través de la sucesién (m,), lo que
implica que A no es conservativo. Esta contradiccién completa la prueba de que
(13.2) es condicién necesaria, y con ella la prueba del teorema. O]

A continuacién presentamos un teorema muy relacionado con en anterior.
En este teorema caracterizamos los métodos conservativos para sucesiones nu-
las. Pese a su indudable interés, aqui no lo demostraremos para no alargarnos
demasiado. Su demostracién, que no es excesivamente complicada, y usa ideas
similares a las de las demostraciones teorema anterior, puede verse en [I}, capi-
tulo 2].

Teorema 3.11. Sea A = (an ;) una matriz infinita. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. A es conservativo para sucesiones nulas.
2. ¢og Cwa y Alcg) C e

3. A cumple las condiciones (3.2)) y (3.3).

Si se cumple cualquiera de las anteriores afirmaciones, se cumple que

(b)) €l y A-limzx = Zakxk (x = (x) € co)
%

A partir del teorema [3.10] sacamos como consecuencia el teorema que nos
permite caracterizar las sucesiones regulares.

Teorema 3.12. Sea el método matricial dado por la matriz infinita A = (ani).
El método A sera regular si y solo si cumplen la condiciones del teorema
junto con las condiciones adicionales

0p, =0 para todo n (3.12)

5=1. (3.13)

Demostracion. Veamos primero que las condiciones del teorema son suficientes.
En efecto, como las condiciones contienen a las del teorema[3.10] podemos usarlo
para deducir que el método es conservativo y, ademas,

tm%t:53+25n(snfs).

n=0
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Como §,, = 0 para todo n 'y 6 =1, se tiene que
ty;, >t =s.

La prueba de que las condiciones son necesarias es igual que en el teorema |3.10
De hecho, la prueba de que la condicién (3.2)) es necesaria es incluso més sencilla,
porque §, = 0, y por lo tanto d,, = 0. O

Definicion 3.13. Sea A un método de sumacién. Llamaremos caracteristica
de A al valor

x(4) =6 — i Op = lirranamk — Zliy{nan,k = A-lime — ZA—limek,
n=0 k k k

donde € es la sucesion que aparece en la definicién

Por el teorema[3.12] es evidente que un método regular tiene, necesariamente,
caracteristica 1.

Definiciéon 3.14. Diremos que un método matricial conservativo A es corre-
gular si su caracteristica es distinta de 0. Si es 0 diremos que es conulo.

Como la caracteristica de los métodos regulares es 1, siempre son corregula-
res.

Finalmente, veamos una forma de comparar dominios de métodos matriciales
a partir de sus matrices.

Teorema 3.15. Sean A,B y C tres matrices infinitas con B = C'A, tales que
(CA)r y C(Ax) existen y (CA)x = C(Azx) se cumple para todo © € cy. Se
cumplen entonces los enunciados siguientes:

1. Si C es conservativo, entonces B es mds fuerte que A.

2. Si C es regular, entonces B es mds fuerte que A y ambos (A y B) son
métodos consistentes.

Demostracion. Si C es conservativo tenemos que, por las condiciones del teo-
rema, ca4 C wp vy Bx = C(Az) € ¢ para todo = € ca. Por tanto, c4 C cp.
Si tenemos ademds que C es regular, entonces B-limz = C-lim Az = A-limz
para todo x € c4. O

3.3. Medias de Holder

En el ejemplo [2.3] vimos el método de sumaciéon Cy. Vimos también en el
mismo ejemplo que este método no solo es regular, sino que también es capaz de
asignar valor a sucesiones que no son convergentes en el sentido habitual, como
por ejemplo las sucesiones (1,0,1,0,...)y (1,0,—1,1,0,—1,...). Sin embargo,
no es capaz de dar un limite a todas las sucesiones. Por ejemplo, la sucesion
(1,—1,2,—2,3...) no converge con el método Ci, ya que se transforma en la
sucesioén (1,0,2/3,0,3/4,...), es decir, la sucesién que para n par vale 0 y para
n impar vale (n + 2)/(2n + 2), que es una sucesién no convergente. Pero esta
segunda sucesién si que es C-convergente, de limite 1/4. Por lo tanto, aplicando
dos veces el método de Cesaro de orden 1 obtenemos un limite. Esta idea de
aplicar de forma reiterada el método C; es la forma que usan las medias de
Holder para extender el método Cf.
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Definicién 3.16. Dado a € N°, a la matriz
H® := (C))* ,estoes, H :=Ty H* := C;H* ! para a > 1

la llamaremos matriz de Holder de orden a. Al método de sumacién matricial
asociado lo llamaremos método de Holder de orden «. Los llamaremos también
matriz y método H®, respectivamente.

Por definicién se tiene que el método HO es el limite habitual de sucesiones y
el método H! es el método C;. Como estos métodos han sido definidos haciendo
medias parciales de forma recursiva, se cumple lo siguiente.

Lema 3.17. Sea z € w. Sean (HS),, := H% y (H2 '), := H*" 2. Entonces

n

(03 1 «
Hot! = mZHV.

v=0

Teorema 3.18. Para todo o € N°, el método H*H! es mds fuerte que el método
H® y consistente con él. En particular, H* es regqular.

Demostracién. Como H® := CrH* !y C; es regular, se sigue directamente del
teorema, que el método H**! es més fuerte que H®. Al ser H! = (1, se
tiene que todo H® es regular. O

El teorema anterior prueba que los métodos de Holder son maés fuertes que
el limite habitual. Sin embargo también tienen sus limitaciones. En el siguiente
teorema vamos a ver que para cada o € N°, el método H® solo puede sumar
sucesiones que sean o(n®). Es decir, los métodos de Holder solo dardn valor a
sucesiones que tengan como mucho un crecimiento polinomial.

Teorema 3.19. Sea a € N° y sea x € cyo. Entonces x = o(n®).

Demostracion. Sea A := H*-limz. Denotamos (HY),, := H“z. Se tiene enton-

ces que
HY =A+0(1),

y, por lo tanto, usando el lema tenemos

HE ™Y = (n+ DHS =g, = o(n),
H2™ = (n+ DHS ™ = nH3) = on?),

T, =H)=(n+1)H —nH!_| = o(n®). O

3.4. Medias de Cesaro

Las medias de Cesaro de orden « son, como su nombre indica, otra exten-
sién del método de Cesaro de orden 1. En el caso de las medias de Hélder, se
iba aplicando reiteramadente el método C; a la sucesion. Como el método Cy
consiste en calcular las medias parciales de la sucesién, lo que hacen los métodos
de Holder es un proceso consistente de sumas y divisiones en cada uno de los
pasos. Los métodos de Cesaro toman una aproximacion diferente. Lo que hacen
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es tomar « sumas y hacer al final una sola divisién. Sea x = (x,,) una sucesion.
Definimos iterativamente

SO(z) ==z,
y n
Se =Y 8¢ !(x) (siendo a €N). (3.14)
1=0
Sea la matriz infinita
1 00 0
110 0
Y=1111 0

que tiene ceros por encima de la diagonal y unos desde la diagonal hacia debajo.
Si ponemos X0 := I, entonces (S%(z)), = Xz y

(S,?:(l'))n = 2(5571)7L = EQI.
Buscamos ahora determinar los valores de los coeficientes de la matriz X%x. Al

valor en la posicién n, k lo llamaremos 87(;1]1. Sea Y%, (z) := 0. Entonces tenemos
que

(1—2))_ Sp(a)e" =Y (Si(e) = Sp_y(2))z" =Y Sp ™ (@)2".

Por lo tanto,

S8 (@) = (1-2)72 3 882
=(1-2)¢ anz"
= Z (U * S a 1) z¥ Z 2" [serie binomial]

- Z Z (n i Z )xkz" [producto de Cauchy].
n—
n k=0

Comparando coeficientes obtenemos

o n—k+a-—1
Sn(;v):Z( R >xk.
k=0

S(a) . n—k+a—1
n,k " n—k

con n,k € N’ y k < n. Asf tenemos ya la matriz que hace todas las sumas. Nos
falta ahora hacer la divisién final. Como queremos que el método resultante sea
regular, tiene que cumplir la condicién del teorema[3.12} En concreto, queremos
que la suma de los elementos de cada fila tienda a 1. Veamos cuanto vale la
suma de los elementos de una fila. Para poder llevar a cabo el calculo usaremos
la siguiente propiedad.

Definimos entonces
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Lema 3.20. Sean n € N° y o € R. Se cumple entonces que

i k+a-1\ (n+a
k B n )
k=0
Demostraciéon. Para cada a € R podemos probar esto por induccién en n. Su-
ponemos que se cumple para n. Entonces, en n + 1,

I P GH RO

k=0 k=0
n+ao n+ o
(%)= G
n n+1
_(ntlta
N n+1 ’
y eso concluye la demostracién. O

Veamos ahora el valor de la suma de cada fila de la matriz:

-~ (a) " m—k+a-1 " (k+a—1 n+ a
>os =2\ Ll )Xl e )=0 L)

k=0 k=0 k=0
Para asegurarnos de que la suma de elementos de una fila tiende a 1, dividimos
cada elemento de la matriz por la suma de los elementos de su fila. De esta
forma no solo aseguramos que esta suma tiende a 1, sino que aseguramos que

es 1 para todas las filas. Definimos entonces la matriz C,, := (cgla,z) con

(n7k+;:71) k
ey Sik <,
&=

n

0 si k> n.

Notese que esta definicion se puede extender a valores de a € R siempre que
—a ¢ N. Llamaremos entonces a esta matriz C, matriz de Cesaro de orden «
y su método de sumacién matricial asociado le llamaremos método de Cesaro
de orden a. Ambos los denotaremos como C,. Veamos algunos ejemplos para
valores de a concretos.

Ejemplo 3.21. Se tiene que Cy = I, y por lo tanto el método de Cesaro de
orden 0 es precisamente la forma estandar de sumar sucesiones. Por otra parte, el
método de Cesaro de orden 1 es el mismo que vimos en el ejemplo[2.3] Estos dos
métodos coinciden con los métodos de Holder de orden 0 y 1 respectivamente.

Ejemplo 3.22. La matriz del método de Cesaro de orden 2 es la siguiente:

1 0 0 0 0
12 1/2 0 0 0
o= | 3/6 2/6 1/6 0 0

4/10 3/10 2/10 1/10 0

Como hemos exigido al definirlo, los elementos de cada fila suman 1.
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Veamos ahora algunas propiedades basicas de los métodos de Cesaro.

Teorema 3.23. Sea o € R con —a ¢ N. El método de Cesdro de orden « es
regular si y solo si a > 0.

Demostracion. Para ver que el método es regular, tenemos que ver que cumple
las condiciones del teorema [3.12] La condicién (3.13]) se cumple por definicién.
Veamos que se cumple la condicién (3.12)). Los coeficientes de cada fila estdn
definidos como

(n—k-l—a—l) (n—k+a—1)(n—k+a—2)...«
n—k — (n—Fk)!
(n+a) (nt+a)(n+a—1)...(a+1)
n n!

n n—1 n—k+1 «
n+a—1ln+a—-1-2 n4+a—kn+a

Como el altimo término tiende a 0, y todos los demas tienden a 1 cuando n — oo,
tenemos que los elementos de una fila tienden a 0 cuando n — oo, y asi se cumple
la condicién (3.12). Falta ver que se cumple la condicién (3.2). Como a > 0, se

tiene que cfla ) > 0. Por lo tanto la condicién implica la condicién .
Al cumplir estas tres condiciones, hemos comprobado que si a > 0, el método
es regular. Ahora hay que probar que si o < 0 el método no es regular. Vamos
a probar, de hecho, que para a@ < 0 no se cumple la condicién . Esto
implica que el método no solo no es regular, sino que tampoco serd conservativo.

Empezamos probandolo para —1 < a < 0. Necesitamos usar que se cumple

nta nfa%; (n — o0, > —1)
n Ia+1) ’ ’

donde I' denota la funcién gamma. Se tiene ademés que sup,, n=* = o0y 07(1@21 =

(n:;a)—l. Usando todo esto obtenemos que
[Call = SUPZ \éf“,ll > sup |c£LO"7)1 = o0.
n k} n

Por lo tanto C, no cumple la condicién . Ahora tenemos que probar-
lo en general, para todo @ < 0 con —a ¢ N. Es suficiente con probar que
sup,, |c£1_,§' +5)| = oo por induccién en v para un —1 < § < 0 fijado. Acabamos
de probar que este hecho se cumple para v = 0. Si es cierto para v, entonces

también es cierto para v + 1, ya que

e T = m;(s_u =i ™ (6_1/) B
( n ) n—v-+9 n v+ g
y
lm—"""
nn—v+90
De esta forma hemos completado la induccién. O

Para probar la monotonicidad de los métodos de Cesaro necesitaremos usar
la siguiente propiedad de los nimeros combinatorios.
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Lema 3.24. Sean n € N° y o € R. Se cumple entonces que
zn: n—v+y—=1\(v-k+d-1\ [(n—-k+vy+d-1
n—v v—k N n—k '
v=k
Demostracion. Consideramos, para |t| < 1, las series de potencias absolutamen-

te convergentes
n (1 —t)

n

T

n

Entonces el producto de Cauchy de ambas es absolutamente convergente y ob-

tenemos
S (S ()

n v=0

Por otra parte tenemos que

1 (nty+i-1),
(1_,%5—2( n )t'

n

Comparando coeficientes obtenemos
n+vy+9d—1 _En: n—v4+y—1\[v+d-1
n B = n—v v

Cambiando n por n — k llegamos a
n—k+vy+d-—1 g n—k—v+y—1\/v+d—-1
‘ n—k—v v
n—v+y—1\[/v—k+d—-1
n—v v—k ’

n—k
que es lo que queriamos probar. O

v

I
M=

S
Il
>

Teorema 3.25. Para todo a..f € R tales que —1 < o < 3 el método Cg es mds
fuerte que el método C,. Ademas Co y Cg son consistentes.

Antes de demostrarlo, merece la pena comentar que, como Cy es el método
estandar de sumacion, este teorema es una prueba de la regularidad del método
C\,, cuando a > 0.

Demostracion. Sean «.f € R tales que —1 < a < . Sean z = (z) € w,
y = (y) := Cox y z = (2,) := Cgx. Vamos a determinar la matriz B tal que
Cp = BC,,. Por definicién del método de Cesaro tenemos que
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Usando esto obtenemos

B

v=0
" m—v—a—-1\<&[v—k+a-1
= > o
n—v v—k
v=0 k=0

- " n—v—a-1N\/v—k+a-1
=S a > ) )
P — n—v v—k
Denotamos ahora

" n—v—a—-1N\[v—k+a-1
an’k'z( n—v >< v—k >’

v=k
con lo que
n n
n—v—a—1)\/v+a«
> i =3 ( )T
n—v v

k=0 v=0
Buscamos determinar los valores de a, . Es obvio que A4,, = 1. Usando el
lema [3.24] con A = —a y § = a obtenemos

—k—ata—1
an,k:(n e >=0 (k < n).

De esta forma, tenemos la igualdad
" n—v—a-1\[v+a
n — v 1
w3 (L)) 19

Sea r € N°. Buscamos ahora determinar z, en funcién de Yy (con 0 < v <)

usando la igualdad (3.15)):

T

1 r—n+p-—1
Zr = (7'+,8) Z( r—mn )xn

T n=0
1 L r—n+B8-1N\—=/n-v—a—-1\/v+a
()R ()

ST
:wlﬁ)i(yta><r_yt€;a_l>yy'

T v=0
En la dltima igualdad hemos vuelto a usar el lema La matriz B = (b;.,,)
definida por
(u+o¢) (7‘71/+ﬁ7a71)

v T—Vv

by, = (r+ﬁ)

’ T

slvs (v,r € N?)
) .

0 siv>r
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cumple que Cg = BC,, como acabamos de comprobar. Si podemos probar la
regularidad del método inducido por la matriz B, podremos usar el teorema|3.15
para asegurar que Cg es mas fuerte que C, y ademds ambos son consistentes
entre si. Veamos que B es regular usando el teorema Obviamente b, , >
0 (r,v € N%, porque 3 —a > 0y «a,8 > —1. Entonces, para todo r € NY

tenemos

Z ‘br,u| = Zbr,u

v v=0
1 “v+a\[(r—-v+B—a—1
2 o O [

T v=0

1 (r—=0+f—-a+(a+1)-1 4
)
En la pentltima igualdad hemos usado el lema[3.24conn =rk =0,y =B—-ay
0 = a+ 1. Por lo tanto el método B verifica las condiciones y . Falta
por probar que cumple la condicién . Empezamos por v = 0. Denotando
v =8 — a—1 obtenemos

TN+ =-1D---(v+1)
FB)(r+p—-1)---(B+1)

- (-0 - (-5,

Usando la desigualdad 1+t < e! (t € R), se deduce que

Ogbroge_%e_%...e B+1
exp( ~(B-NY
= exX — — -
p Y 2
=0 (r— o),

donde hemos usado f—y=a+1>0y >, %4—1 — 00. Por lo tanto (by0)r € co.
En el caso v > 0 y » > v tenemos que

b (35) (59
b1 (20 (L1
_ r—v+1l v+a . V4« (r—>oo)
Cr—v+1l4+y v v ’

lo que implica, incluyendo la existencia de los limites, que

0=limb,g=---=1limb,,_; =1limb,,.
s (s T

Esta es la condicién (3.12)), con lo que se cumplen todas las condiciones del
teorema v el teorema queda probado. O
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3.5. Relacion entre medias de Cesaro y de Hol-
der

En las secciones anteriores hemos visto dos formas distintas de extender
el método C; visto en el ejemplo Ambas familias de métodos usan ideas
distintos para extenderlo. Ya hemos estudiado las propiedades béasicas de ambas
familias de métodos, y ya podemos observar las ventajas y desventajas que
presentan uno frente al otro.

Como la demostraciéon de los teoremas y pone de manifiesto, la
definicién de los métodos H® hace que la demostracién de sus propiedades
pueda ser obtenida de forma relativamente sencilla a partir de las propiedades
de C1. Ademas, los métodos de Holder tiene la 1til propiedad de que el producto
de matrices de Holder es otra matriz de Hélder, mientras que esto no ocurre con
las matrices de Cesaro.

Por otra parte los métodos C,, necesitan demostraciones mas complicadas.
Sin embargo, una consecuencia de la definicién de los métodos H® es que no
existe una férmula para calcular los coeficientes de sus matrices. Los métodos
C,, estan definidos en funcién de sus coeficientes, por lo que se puede calcular
la matriz de cualquier método solo aplicando la féormula.

Otra ventaja de los métodos C,, que podemos observar es que estan definidos
sobre « real, mientras que los H® estan definidos sobre los naturales. Existe sin
embargo una forma de extender los métodos de Holder a los reales que hace
desaparecer esta desventaja.

En esta seccién veremos que, de hecho, es posible utilizar las ventajas de
las dos familias de métodos, ya que los métodos de Cesaro y de Holder son
equivalentes y consistentes entre si. Por lo tanto, cuando queramos hacer cuentas
concretas podremos trabajar con los métodos de Cesaro, y si queremos probar
algin teorema puede ser ventajosos pasar al método de Holder equivalente.

En esta seccién nos dedicaremos a probar esta equivalencia entre ambas
familias de métodos.

Teorema 3.26 (Knopp). Para cada o € N los métodos Co y Cq—1C1 son
equivalentes y consistentes.

Demostracion. Para a = 1 el teorema es obviamente cierto, ya que Cy = I. Por
tanto asumimos o > 1. Sea y = (y,,) € w. Para todo 3,n € N° definimos S#(y)
como en (3.14). Usando la férmula de sumaciéon de Abel obtenemos que

n

DB ==Y+ m+B+1)> m
k=0

v=0 v=0 k=0

==Y Sl +(n+B+1)SLy)
v=0

—_S2(y) + (n+ B+ 1)SL).

(3.16)

Definimos ademaés
P (x)) ;== Cszx (xcwypfeNO).

Como S}(z) = (n + 1)t§,1)(:r), la identidad (3.16) con § =1y y = Cy1z implica



Capitulo 3: Métodos matriciales o transformaciones lineales 37

que
n

S2(z) = (v+ Dt (z) = —S2(Chrz) + (n + 2)S)(Cy ).

v=0
Aplicando ahora (3.16) para 8 = 2 y sumando tenemos

S3(z) = an S%(z) = — i S%(Chx) + i(u +2)SL(Cyx)
= Vjsog(clx) - S;;:(zg’lo:) +(n+ ?:):sog(clx)
= —253(C1z) + (n + 3)S2(Chx).
Continuando el proceso de forma iterada obtenemos
S (x) = (—a+ 1)SX(Chz) + (n + a)SOH(Chz). (3.17)
Dividimos ahora la ecuacién por ("Ia), con lo cual
Cox = (—a+ 1)Cy(Cr) + aCyh_1(Cz). (3.18)

Sea
CCo_1C1 = {l‘ cw | Ciz €cq1 C Ca}

y tomemos x € cc,_, ¢, - Entonces, por (3.18)) se tiene que = € ¢, y
Co-limz = (—a+1) - Cy-limCiz+ a - Cp_1-lim Cix
=(—a+1) - Ch1-lmCiz + - Cy_1-lim Cyzz  (usando (3.25)))
= Cafl— lim Cl.’t = (Caflcl)— lim .

Por lo tanto cc, ,c, C cc, se cumple con consistencia.Veamos ahora el conte-
nido inverso. Usando (3.17) y la definicién de Sg(x) obtenemos las igualdades

Sp(x) = (—a+1)Sy (Crx) + (n + ) (S;‘(C’lx) - Sf{_l(Cl:E))
=(n+1)Sy(Ciz) — (n+ a)Sy_1(Cix).

"+ obtenemos

Dividiendo ahora por ("}

to(x) = (n+ 1)te(Crz) — nto_,(Chra);

entonces,
n
D ot = (n+ 1)t (Cra).
v=0
Esto es,
Cl(Cax) = Ca(01$> = (Ca01)$7
y por lo tanto cc, C cc,c,, que es lo que querfamos probar. O

Como corolario de este teorema obtenemos el teorema que nos da la equiva-
lencia de los métodos Cesaro y de Holder.

Teorema 3.27 (Knopp y Schnee). Para todo o € N° los métodos C,, y H® son
equivalentes y consistentes.
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Demostracion. Vamos a probar este teorema por induccién. En los casos o = 0
y a = 1 es evidente, ya que Cy = H? = I y C; = H'. Suponemos que se cumple
para . Veamos que ocurre en « + 1. Usando el teorema |3.26] solo necesitamos
probar que H**! es equivalente a C,C;. Por la induccién tenemos la identidad

{rew|Cixecy-}={rcew]|Ciz €cc,}.

Como H*t! = H*(C}, se sigue la identidad deseada cpa+1 = cc,,,. Ademds,
para todo x € cga+1 se cumple

HMlimz = HY lim C12 = Cy-lim Ch 2 = (Co,Ch)-lim z,
y por lo tanto se sigue la consistencia de H**! y C,C}. O

3.6. Medias de Ngrlund

En las secciones anteriores hemos visto dos formas de extender el método
(. En esta seccién vamos a ver una generalizacién de los métodos de Cesaro en
general, no solo el de orden uno. Para justificar la definicién de los métodos de
Ngrlund, veamos el comportamiento de los métodos de Cesaro. El método Cy
convierte cada sucesiéon en la sucesion de sus medias aritméticas parciales. Por
otra parte, un método de Cesaro de orden « convierte la sucesién x = (z1) en

la sucesion .
1 n—k+a-—1
Sn:(n+a)z< n—k )l“k
n /) k=0

Esta sucesion puede verse como una clase de «mediay, ya que se cumple

i(n—k—i—a—l) B <n+a>
n—k B n )’
k=0

como vimos al definir las medias de Cesaro. A partir de esta idea de «media»
extendida, definimos los métodos de Ngrlund.

Definicién 3.28. Sea (p,) € w una sucesién tal que P, :=>_""_ p, # 0 para
todo valor n € N°. Tomamos entonces la matriz N, := (p, ) definida a partir
de los coeficientes

Pn—k :
B Sl k < n, 0
nk = n n,k e N°).
Pk {O sik>n ( )

Llamaremos a esta matriz matriz de Ngrlund para la sucesién p y llamaremos
método de Ngrlund a su método matricial asociado. Veamos unos ejemplos
para ilustrar esta definicién.

Ejemplo 3.29. Sea la sucesién (px) tal que pg = 1y p, = 0 para todo n € N.
La matriz de Ngrlund para esta sucesion es la matriz identidad, es decir, N, =
I. Por lo tanto su método de sumaciéon asociado serd el limite de sucesiones
estandar.

Ejemplo 3.30. Tomamos la sucesion p = e, la sucesiéon constante 1. De esta
forma obtenemos la matriz N, = N, = C;.
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Ejemplo 3.31. Por su definicién, los métodos de Ngrlund contienen a los mé-
todos de Cesaro. En el ejemplo anterior hemos visto cémo obtener el método
C1 en forma de método de Ngrlund. Veamos ahora qué sucesién hay que tomar
para definir un método de Ceséro en general. Sea o € R con —a ¢ N. Definimos
la sucesién (p,,) := ("T*~"). Entonces el método de Norlund para esta sucesién
es el método C,,.

Ejemplo 3.32. Sea o € K\ {0}. Entonces a la matriz

a 0 0 0
l1—« o 0 0
Za =1 0 1-a a 0

y a su método matricial asociado los llamaremos Z,. En el ejemplo [2.2] vimos el
método Z /2. Estos métodos son equivalentes a los métodos de Ngrlund asocia-
dos a las sucesiones p* := (pf) dadas por p§ = a, p§ :=1—a y pS := 0 para
el resto de valores de n. Estos métodos vienen dados por las matrices

1 0 0 0
1—a o o 0 -
Npo = 0 l-aa a 0 ---]>

que son evidentemente equivalentes a las Z,,.

En el resto de la seccion mostraremos los resultados més importantes para los
métodos de Ngrlund, pero no incluiremos las demostraciones por no alargarnos
demasiado. El primer resultado importante tiene que ver con la caracterizacion
de la regularidad en esta clase de métodos. Para probarlo se utiliza el teore-

ma |, 12l

Teorema 3.33. Sean la sucesionp = (py) con P, := ZZ:O Py # 0 para todon €
N® y N,, su método de Norlund asociado. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

= El método N, es conservativo si y solo si

n
pn) 1
— ] €c sup —— < 0.
(Pn v sup 5 ;Ipul

= Si N, es conservativo, entonces N, serd regular si y solo si (%5*) € .
n

Si N, es conservativo y p := lim,, p,,/P,, entonces |1 — p| <1,

1 sip=0
N,)=1- 1-pk= ’
X(Np) Ek p(1=p) {0 wip£0,

Np-lim = x(N,) lim x + Z p(1 = p)ray.
k
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Un tipo de métodos de Ngrlund muy importante son los métodos positivos.
Diremos que un método de Ngrlund es positivo si pg > 0 y p, > 0 para todo
n € N. Como corolario inmediato del teorema anterior obtenemos un resultado
para métodos de Ngrlund positivos.

Corolario 3.34. Sea N, un método de Nprlund positivo, entonces N, serd
conservativo si y solo si (%) € ¢, y serd regular si y solo si () € .

Como podemos ver con este corolario, es mas sencillo trabajar con métodos
positivos. Otra razén para el uso de estos métodos frente a métodos de Ngrlund
en general, es que son consistentes entre si. Esto es lo que vemos en el siguiente
teorema.

Teorema 3.35. Sean N, y N, dos métodos de Norlund regulares y positivos.
Entonces ambos métodos son consistentes.

El teorema anterior nos asegura que dos métodos de Ngrlund positivos y
regulares cualesquiera, asignan el mismo valor a las sucesiones que son conver-
gentes para ambos. Sin embargo no nos dice nada sobre como se relacionan sus
dominios. Para poder comparar dominios de de métodos de Ngrlund positivos,
necesitaremos el siguiente lema.

Lema 3.36. Secan las sucesiones p = (pn),q = (qn) € w, con pg > 0, go > 0
Y Pn,qn > 0 para todo n € N. Si estas sucesiones cumplen que (%) € co y

n

(5—") € co, entonces existen sucesiones r = (r,) y s = (sp) tales que

r«p=q y rxP=Q

sxq=p y sxQ=P.

La operacién * que aparece en el lema anterior es la convolucién de sucesio-
nes. Ahora podemos introducir el teorema de comparacién de dominios.

Teorema 3.37. Sean N, y N, dos métodos de Ngrlund regulares y positivos
asociados a las sucesiones p = (pn),q = (qn) € w, y sea r = (ry,) el obtenido en
el lema[3.36. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

= N, es mas fuerte que Np.
. (5*") € ¢o y para todo n € N° existe M > 0 tal que

n

Z |7'k‘Pn—k < MQy.

k=0

Usando este teorema, obtenemos como corolario una relaciéon entre los mé-
todos de Ngrlund y el método C; al que generalizan.

Corolario 3.38. Sea N, un método de Norlund positivo y regular, tal que p sea
una sucesion creciente. Entonces N, es mds fuerte que Cj.

Para terminar la seccion vamos a ver un ultimo teorema que nos permite
estudiar la equivalencia de métodos de Ngrlud.
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Teorema 3.39. Sean N, y N, dos métodos de Norlund regulares y positivos
asociados a las sucesiones p = (pp),q = (gn) € w, y sean T = (ry) y s = (Sn)
los obtenidos en el lema[3.36 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

= N, y N, son equivalentes.

= s el

3.7. Meétodos de Euler

El dltimo tipo de métodos matriciales que vamos a ver son los métodos de
Euler. A diferencia de todos los métodos presentados anteriormente, los métodos
de Euler no guardan ninguna relacién con el método C1, sino que extienden el
método de Euler. Este método aparece de la siguiente forma.

Supongamos que la serie de potencias f(z) = Y " anx
valores pequefios de x. Tomamos

" converge para

X

y:my

de tal forma que y = 1/2 se corresponde con z = 1. Entonces, para valores
pequetios de z e y tenemos que

00 y y2 y3
'rf(x)zzananrl:ao +a; 5 T a2 R
n=0

-y (1-y) (1-y)3
[e%) [e%) k +m I o %) n 1
Say (I =S a S ()
k=0 m=0 k=0 n=k
Invirtiendo el orden de sumacién obtenemos

xf(x) = nz:%yn+1];) (nik)ak :nz:%ynﬂkzzo (Z)ak

para valores pequenios de y. Denotamos

()

k=0

Si la serie ZZO:O b,y"t! converge a s cuando y — 1/2, diremos que la serie
Yoo o n s E-sumable y que su suma es s. El método de sumacion obtenido es
el conocido como método de Euler.

Como generalizacién de este método se construyen el resto de métodos de
Euler de orden « de la siguiente manera:

Definicién 3.40. Sea « > 0 y sea la matriz E“ = (¢, k), dada por
1 n+1 n—
e g = (a7t (o™ (k<n),
n.k -—
0 (k> n).

Al método de sumacién dado por dicha matriz se le llama método de Euler
de orden «, y se denota E. El método E! coincide con el método de Euler E
que hemos visto antes.
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Veamos ahora algunas propiedades basicas de estos métodos. Sus demostra-
ciones pueden encontrarse en [2, capitulo 8]

Teorema 3.41. Sea o > 0. El método E* es reqular.

Teorema 3.42. Sean r > s > 0 dos numeros reales. Entonces el método E™ es
mas fuerte que y consistente con el método E°.

Teorema 3.43. Sean r > s > 0 dos numeros reales. Aplicarle a una sucesion
primero el método E” y luego el método E° es lo mismo que aplicarle a la
sucesion original el método ETTSTTS,

3.8. Limitacion de los métodos matriciales

Hasta ahora hemos estudiado distintos tipos de métodos matriciales, y hemos
visto como se relacionaban sus dominios. En particular, hemos visto que los
métodos de Holder y Cesaro van aumentando su dominio al aumentar su orden.
Sin embargo, en el teorema [3.19] vimos que sin importar el orden de un método
de Holder, este solo podra dar valor a sucesiones de orden polinémico. Esta
propiedad también se extiende a los métodos de Cesaro, por la equivalencia entre
ambas clases de métodos. Sin embargo, no hemos visto ningtn resultado que nos
diga que no podemos encontrar un método matricial regular capaz de dar valor
a todas las sucesiones, o por lo menos a todas las sucesiones acotadas. En esta
seccién vamos a presentar un teorema que nos asegura que esto es imposible. No
existe ningiin método matricial regular que sume todas las sucesiones acotadas.
Para llegar a este teorema necesitaremos presentar nuevos conceptos y teoremas,
empezando por el concepto de espacio dual.

Definicién 3.44. Sea X C w con X # (). Definimos
XP .= {t =(tx) Ew | Vo = (a) € X : tx := (txTk)k € Cs}-

A XP le llamaremos espacio 3-dual de X. Para y € w, escribiremos y? en vez
de {y}”.

A continuacién presentamos algunas de sus propiedades basicas.

Teorema 3.45. Sean ) # X C w y A = (an k) una matriz infinita. Se cumplen
las siguientes afirmaciones:

1. XCYCw = YPc X5,
2. X C (XP)P = XPPB.

3. X Cwa <= la serie Zk an, 2k converge para todo n € N° y para
todo x = (vp) € X <= (anix) € X” para todo n € NV.

Demostracion. Todas estas propiedades son consecuencia inmediata de la defi-
nicién de X7, O

Usando estas propiedades y la definicién, podemos encontrar el espacio dual
de varios de los conjuntos de sucesiones con los que trabajamos habitualmente.

Teorema 3.46. Se cumplen las siguientes afirmaciones:
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1. cgzcﬁzmﬁzl.
2. 1° =m.

3. TB:Xﬂ:mg:l,

Demostracion. Empezamos probando el apartado 1. Obviamente m? C ¢? ¢ cg

por darse ¢cg C ¢ C m. Este apartado quedara probado si demostramos que
lcmfy cg cl.
Sea x = (zx) € m y sea t = (t) € l. Entonces, para todo n € N se tiene

que
n

D ltkae] <zl ity < oo,

k=0
lo que prueba que tz € | C ¢,. De aqui se deduce que t € m”? y, por lo tanto
I CmP.

Por otra parte, para una sucesién t = (tx) € w \ I dada, buscamos probar la
existencia de una sucesién x € ¢g con tx ¢ cs, lo que implicarfa que t ¢ cg . De
esta forma demostrariamos que cg cl.

Como t ¢ I, podemos elegir una sucesién de indices (n,) en N° que cumpla

n,—1
no=0 vy Z |tx| > v para todo v € N.

k=n,_1

Si tomamos ahora la sucesién xz = () definida por

1
xp = —segnty (ny—1 <k<mn,),
v

obtenemos
n,—1 1 n,—1
E tpxr = — E |tk| > 1.
1%
k=n,_1 k=n,_1

Por lo tanto tx ¢ | y entonces t ¢ cg . De esta forma queda probado el apartado
1.

Para probar I? = m notamos que, por el teorema y el apartado anterior,
m C (m?)? = 1#. Supongamos que existe una sucesién ¢t = (t) € I# \ m. Como
t ¢ m, t es no acotada, y por lo tanto existe una subsucesion (¢,, ) de t tal que

ltn,| > (k+1)* para todo k € N,

La sucesion © (xy) definida por

. 7(1“}1)2 sgnt,, si n=mn; (nkeN°),
L=
0 en otro caso,

pertenece obviamente a [. Pero
St =Y G 2 Y-
k - (k+1)2 — p '

Por lo tanto ¢ ¢ 1%, lo que contradice nuestra hipétesis.
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Vamos a probar ahora el apartado 3. Usando el apartado 1 y el hecho de
que 7 C x C mg C m obtenemos que [ = m® C mg c x? ¢ 7P. Sea ahora
una sucesién y = (yx) ¢ [, es decir, >, |yx| = oo. Sin perdida de generalidad
podemos suponer que y es una sucesion real y que

Zy’j =00 donde y :=méx{0,yx}.

k
Tomando kg := —1 definimos inductivamente la sucesién de indices (k) tal que
kpr1—p
k1 >k +p+1 y >y >p+1, (3.19)
k=kp+1

y tal que hay al menos p+-1 valores de k con k, < k < k41 —p que cumplan que
yr > 0. Dividimos ahora estos valores en p 4+ 1 conjuntos a los que denotamos
Fp1,Fp2,...,Fppt1. Metemos en F),; el primer elemento, en F), 5 el segundo,
...,en Fy 11 el (p+1)-ésimo, en Fp, 1 el (p+ 2)-ésimo, . ... Por (3.19) tenemos
que al menos para un ¢ se cumplira

Z Yk = Z y > 1.

kGFp,i ker‘i

Elegimos para cada p € N uno de estos i,, y denotamos
UFW-F = {v, |r e N}
P

con v, < Vry1. La eleccién de los conjuntos F), ,, hace que la distancia entre dos
elementos cualesquiera de Fj,,, sea mayor que p + 1. Por lo tanto, la sucesién
de indices (v,.) satisface v11 — v — 00 cuando r — oco. Como consecuencia,
dicha sucesién de indices define una sucesion fina x = (z) tGnica tal que

DT =) Y=Y, Y, g =00,
k r

P kGFp,ip
esto es, y ¢ 79, lo que prueba 77 C 1. O

Como corolario del teorema anterior obtenemos una versién mas débil de la
condicién (3.2)), que usaremos méas adelante.

Corolario 3.47. Sea A = (an k) una matriz infinita. Entonces

D lan

k

< 00, esto es, (an i)k €1 para todo n € NY,

st y solo si se cumple cualquiera de las inclusiones equivalentes m C wa, ¢ C wy,
co Cwp, My Cwyg 0T Cwy.

También necesitaremos, para probar el teorema final de esta seccién, una
forma de calcular cuando un método matricial es conservativo para sucesioens
nulas.
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Teorema 3.48. Sea A una matriz infinita. Si se cumple que T C ¢4, entonces
co C ca (en particular ||A|| < o). Dicho de otra forma, si A suma todas las
sucesiones finas, entonces A es conservativo para sucesiones nulas.

Demostracion. Sea 7 C c4. Como e es la diferencia entre dos sucesiones finas,
e® € 7,y por tanto e* € c,4. Por lo tanto A satisface la condicién . Ademaés,
sabemos que (a, 1)r € 77 = I. Si podemos demostrar que ||A| < oo, entonces
podremos usar el teorema/[3.11| para probar que A es conservativa para sucesiones
nulas. Para ello suponemos que

supz |an k| = o0
"ok

y construimos una sucesion fina x ¢ c4, contradiciendo 7 C c4. Sin perdida de
generalidad suponemos que A es una matriz real y que

supZa:JIC = o0 donde a;’;k = max{0, an i }- (3.20)
n ’

Como e* € cy, tenemos que Ae* € ¢ C m. Por lo tanto, podemos elegir para
cada r € N® y un M (r) > 0 tal que

Z lan k| < M(r) (n € N°). (3.21)
k=0

Definimos ahora recursivamente las sucesiones de indices k, y n,. Tomamos
k_1:=0.Sin,_1y kp—1 ya han sido elegidos, elegimos n, € NO tal que np >

np—1 y (usando (3.20))

S af >+ D)M(ky1) +p7 + 1. (3.22)
k
Después elegimos k), € N° tal que kp>kp,_1y

o0

> lam, k] < 1. (3.23)

k=kp—p

Aplicando ahora (3.21)), (3.22) y (3.23) obtenemos, para todo p € N,

kp—p—1 0o kp_1
E + E + E E
anp,k 2 an,k - Ia”lmk' - |a’"p7k|
k=k,_1+1 ) k=kp—p k=0

> (p+1)M(kp1) +p* +1—1— M(ky_1)
= pM (kp—1) +p*.

Aplicamos ahora la misma idea que en la demostracién del teorema [3.46] Para
un p fijo, tomamos los valores de k tales que k,—1 < k < k, —p — 1 que
cumplan ademds ay, r > 0. Estos valores los dividimos en p conjuntos, a los que
denotaremos F), 1, F} 2,. .., Fp pt1. Metemos en Fj, ; el primer elemento, en F), o
el segundo, ..., en Fp, 11 el (p+ 1)-ésimo, en F, 1 el (p+ 2)-ésimo, .... Nétese
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que, si hay menos de p valores, algunos de los conjuntos estaran vacios. Aun asi,
para al menos un ¢ = i, tendremos que

Z Anyk = Z a:;k > M(kpfl) + p. (324)
keFy ; kEF, ;

Elegimos, para cada p € N°, uno de estos ip; la unién de todos estos Fj;, es un
conjunto numerable, y tomamos

UFP»ip = {v, | r € N},
p

donde v, < v,41 para todo r € N°. La eleccién de de los conjuntos F,,, hace
que la distancia entre dos elementos cualesquiera de Fj,;, y la distancia entre
Fppy Fpi1,p sea mayor que p. Por lo tanto, la sucesién de indices (v,) satisface
Vpy1 — Uy — 00 cuando 7 — oo. Como consecuencia, dicha sucesién de indices
define una sucesién fina x = (xy,) € x tnica. Como, por hipdtesis, A suma todas
las sucesiones finas, tenemos ademdas que x € w4. Vamos a probar ahora que
x ¢ ca. Para cada p € N tenemos

kp kp_1 [e s}
‘Zanwkxk > Z An, kTh| — Z |@n, kx| — Z |an, kx|
k k=kp_1+1 k=0 k=kp+1
p-1 o0 (3.25)
> Z Qpp kb — Z |anp,k| - Z |anp,k
kE€Fp.i, k=0 k=kp+1

ZM(kp—l)er*M(kp—l)*l >p—1L

En la segunda desigualdad hemos usado la definicién de x y el hecho de que
[zlcc < 1. En la tercera desigualdad hemos usado las cotas (3.24),
y (3.19). Usando obtenemos que Az no estd acotado, es decir Az ¢ m D c.
Por lo tanto, x ¢ ca. O

El siguiente teorema es el teorema fundamental de esta seccién, pues como
corolario suyo obtendremos el resultado que estdbamos buscando.

Teorema 3.49 (Schur). Sean una matriz infinita A = (ank) y su método
matricial asociado. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

(a) A es coactivo.

(b) A satisface la condicion (3.3) y >, |ank| converge uniformemente para
todo n € NY.

(c) A es conservativo para sucesiones nulas y

h(A) := limsupz |an, e — 0k = 0.
" k

Ademds, si se cumple cualquiera de estas afirmaciones también se cumple que,
para todo x = (x1) € m,

A-limz = Z(Skxk.
k
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Este teorema lo vamos a probar junto con el siguiente.

Teorema 3.50 (Hahn). Si un método matricial suma todas las sucesiones de
ceros y unos, entonces suma todas las sucesiones acotadas. Esto es, x C ca
implica que m C cq.

Demostracion. Denotamos a la condicién «x C ¢4 » como (a*). Vamos a probar
los teoremas y mediante la cadena de implicaciones

b)) = () = (o) = (@) = (b).

(b) = (c): Suponemos que se cumple (b). Por la convergencia uniforme
de Y, |an k|, tenemos que existe un K € N° tal que

oo

> ankl <1 (neN°).

k=K+1

Como A cumple la condicién (3.3]), esto implica que
K

S il €3 ani)alloe +1 < 005

k k=0

y por lo tanto A cumple la condicién ([3.2). Como por hipétesis también cum-
ple (3.3), tenemos que A es conservativa para sucesiones nulas, por el lema
Ademas,

D 16k] < o0 (3.26)
k

Sea ahora € > 0. Usando (3.26) y la convergencia uniforme de la serie >, |an k|
para todo n € N°, podemos elegir N € NV tal que

oo

> (lankl +10k]) <

N+1

(n € N°). (3.27)

DO ™

Ahora podemos elegir ng = ng(N) € N que cumpla
€
Z |k — Or| < By (n > ng). (3.28)

Usando ahora (3.28)) y (3.27)), para todo n > ng tenemos

N e’}
g €
D ang = 0kl <D lani — 0l + Y (lank| +10k]) < Stg=¢
k k=0 N+1

Esto prueba que

0= limz |an k — 0| = lmsup |an kx — x| = h(4),
k n

y por tanto se cumple (c).
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(c) = (a): Si (¢) se cumple, entonces (d;) € ! por (3.11) y m C w4 por el
teorema Ademés, notando que I? = m, obtenemos que para toda sucesién
x = (zx) € m se cumple

D ankre =Y 0kwr| <Y lank — Okllwk]
k K k

< zlloe 3 lans =0l = 0 (n— o0),
k
lo que implica que = € c4 y A-limx = ), apxy, para x = (x) € m. Por tanto
(¢) implica (a) ademds de la férmula del limite.

(a) = (a*): Esta implicacién es trivial.

(a*) = (b): Supongamos que se cumple x C c4. Asumimos sin pérdida
de generalidad que a, , € R. En caso de trabajar con C tendriamos que usar
las matrices de las partes real e imaginaria de forma separada. Por el teore-
ma [3.48 el método A es conservativo para sucesiones nulas, y usando entonces
el teorema [3.11] tenemos

Z l@mn] <00, (ank)s€c vy (0x) €l (3.29)
n=0

Falta entonces probar que Y, |a, x| converge uniformemente para n € N°. Sea
la matriz infinita B = (b, ) definida por

bpk = anr — 0 paratodo n,k € NY.

Como (d) € I, es suficiente con probar que la serie ), |b, x| converge unifor-
memente. Notemos que, por (3.29), B cumple las condiciones Yo |bp n| < 00
¥ (bn i € cp). Asumamos que ), by x| no converge uniformemente. Entonces

Je>0 VK eN' dneNtalque » |busl >e.
k=K

De hecho, para cada K hay infinitos valores de n € N° para los cuales
> re i |bnk| > €. Asi, cambiando e por £/5, podemos elegir para cada K una
sucesion de indices (v;(K)); tal que

oo

D Ibaokl =5 (G, K € N°). (3.30)
k=K

Definimos ahora inductivamente las sucesiones de indices (n,,) y (k). Sea k_q :=
0, y sean ng, kg € N° elegidas de forma que

o0

L= O S i S O | A e
k k=ko+1

Sip>0ynp_1y kp—1 ya han sido elegidos, podemos usar (3.30) y el hecho de
que B cumple (3.12)) para elegir n, > n,_1 con

kp_l
> bnyl =5y Y ookl <e. (3.31)
k k=0
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o0
Como >~ |bm,n| < 00, podemos encontrar k, > k,_; con

oo

> on,kl <e. (3.32)

k=kp+1
Podemos usar ahora las cotas (3.31)) y (3.32)) para obtener que, para todo p € N°,
tenemos

kp

Z |bn,, k| = Z |bry k| — Z b n| — Z |bn, k| > 5 —e—e = 3e. (3.33)
k

Ep_1+1 n=0 k=kp+1

Definimos ahora & = (x) € mg, con ||z|| < 1 de la siguiente manera. Tomamos
zo:=0y
zp = (—1)Psgnby, i (kp—1 <k <k, yoeN).

Vamos a probar que Bz ¢ c¢. De esta forma obtendremos que ¢ c4, por la
definicién de B y porque (Jx) € I. Esto contradice nuestra asuncién x C ca, ya
que x € mg =< x >. Para probar que Bx ¢ ¢ usamos (3.31)), (3.32)) y (3.33),
junto con ||z||, < 1, para obtener que, para cada p € N° se cumple

tnp = § bnpkxk
k
kp

kp_1 e’}
= by, ki + (—1 bn, k| + b, kT
(=1 |br, k|
k=0

k=kp_1+1 k=kp+1

> —c+3c—¢e=¢ sipes par,
<e—3+e=—¢ sipesimpar.

Por tanto (t,,) ¢ ¢, y entonces Bx ¢ c. O

Finalmente llegamos al resultado que presentamos al principio de la seccién.
El corolario que vamos a ver a continuacién nos dice que los métodos matriciales
coactivos, es decir, los métodos que suman todas las sucesiones acotadas, tienen
caracteristica 0. Esto es incompatible con ser un método matricial regular, pues
los métodos matriciales regulares tienen caracteristica 1.

Corolario 3.51. Todo método matricial coactivo es conulo. En particular, un
método matricial no puede ser a la vez reqular y coactivo.

Demostracion. Sea un método matricial coactivo A. La caracteristica de un
método matricial estd definida como x(A) = A-lime — Y, A-lime*. Notando
que A-lime* = §;, y usando la formula de limite del teorema m para x = e,
obtenemos que x(A) = 0. Como x(A) = 1 para todo método regular, se tiene
que A no puede ser a la vez regular y coactivo. O






Capitulo 4

Métodos definidos por
series de potencias

A lo largo de este capitulo vamos a trabajar inicamente con sucesiones
p = (pn) de nimeros reales y tales que pg > 0y p, > 0 para el resto de valores
de n € N. Ademas, sus correspondientes series de potencias

pt) = pitk (4.1)
k=0

tendrédn un radio de convergencia 0 < R < oo (con un pequefio abuso de no-
tacion, estamos llamando p tanto a la sucesién como a la funcién. Siempre que
hablemos de la serie de potencias aparecerd explicitamente la dependencia de t).
Denotaremos I al intervalo (—R, R).

Definicién 4.1. Sea p = (p,,) y, con la notacién de (4.1)), tomamos

t
Cp = {f : I — R | existe el limite 0<}:11>HR* {?Et))}

Ademads, dada otra sucesién x = (), denotamos mediante p, a la funcién

pr: Il — R
o0
t— pi(t) = Zpkxktk,
k=0
siempre que la serie anterior converja. Para definir un método de sumacion
asociado a la sucesién p, y que denominaremos P,, tomamos ahora el conjunto
Cp, := {z = (z}) € w | ps(t) tiene radio de convergencia > Ry p, € C,}

y la transformacién

Pp : Cpp — Cp

x = (x,) — p(t).
A partir de esta transformacién definimos el limite

Pp-lim : Cp, = K

= (x, i .
v = () Hm =

51
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Diremos que el método de sumacién P, obtenido es un método de sumacién
por series de potencias.

Obsérvese que en el caso 0 < R < oo podemos cambiar la sucesion (p) por
la sucesién (pgR*), obteniendo asi un radio de convergencia 1. Por lo tanto, es
suficiente con considerar los casos R =1y R = oc.

Entre los ejemplos iniciales de métodos de sumacién vimos uno de los mé-
todos de sumacién por series de potencias mas famosos, el método de Abel.
Veamos céomo se puede representar este método con la notacién que acabamos
de introducir.

Ejemplo 4.2. Tomando la sucesiéon p, = 1, tenemos que R = 1 y p(t) =
1/(1 — t). Por lo tanto, el método de sumacién obtenido es precisamente el
método de Abel visto en el ejemplo Esto justifica la siguiente definicion.

Definicién 4.3. A los métodos de sumacién por series de potencias con R =1
se les conoce como métodos de tipo Abel y se les denota mediante J,,.

Por otra parte, tenemos los métodos en los que R es infinito.

Definicién 4.4. A los métodos de sumacion por series de potencias con R = oo
se les conoce como métodos de tipo Borel y se les denota mediante B,,.

Una propiedad que nos interesa poder estudiar de un método de sumaciéon
es su regularidad. Vamos a ver una caracterizaciéon de la regularidad para los
métodos definidos por series de potencias. La regularidad de estos métodos estéa
muy relacionada con unos métodos matriciales asociados a ellos, que veremos a
continuacion.

Definicién 4.5. Sean p = (p,) € w una sucesién dada y la funcién p(t) como
en (4.1), y (t,) € w una sucesién que cumple 0 < ¢, — R~. Al método de
sumacién matricial dado por la matriz

prtt )
P =
P (p(tn)

se le llama método de sumacién por series de potencias discreto. Ob-
viamente, el método P, ;, es mas fuerte que el método de sumacién por series
de potencias P,, y es consistente con él. Se cumple ademés que

Cp, = ﬂ {ch,tn | (t,,) cumple que 0 < ¢, — R_}.

A partir de los métodos de sumacién por series de potencias discretos, po-
demos caracterizar la regularidad de un método por series de potencias con el
siguiente teorema.

Teorema 4.6. Sea p = (p,) € w una sucesion dada y la funcidon p(t) como
en (4.1)). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

= P, es regular.

v P, es regular para toda sucesion (t,) que cumpla 0 <t, = R™.
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= P, cumple la propiedad
. prt”
im —
o<t—R- p(t)

para todo valor de k € N°,

A continuacién veremos de forma independiente las dos clases de métodos por
series de potencias, en cada caso centrandonos en sus métodos mas importantes.

4.1. Meétodos de tipo Abel

En esta seccién vamos a ver el comportamiento de los métodos de tipo Abel,
es decir, los métodos en los que R = 1. Lo primero sera particularizar el teorema
de caracterizacion de la regularidad a este tipo de métodos.

Teorema 4.7. Sea J, un método de sumacion de tipo Abel. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

= J, es regular.

= p(t) = 0o cuando t — 17.

= P, = Z?:opi — 00 cuando n — o0o.

Veamos ahora un par de ejemplos de métodos de tipo Abel regulares.

Ejemplo 4.8. Sipy :=1/(k+1), obtenemos p(t) = >, prtr = —log(1 —t). Al
método de sumacién obtenido se le llama método de sumacion logaritmico,
y se le denota por L. Por el teorema [£.7] este método es regular.

Ejemplo 4.9. Sea o > 0 y tomamos la sucesién p, := (k+z_1). Tenemos

entonces que p(t) = >, pptr = (1 —t)~“. Para o = 1 este método es el método
de Abel visto en el ejemplo Por lo tanto, a estos métodos se los conoce como
métodos de Abel generalizados, y se les denota por A,. Por el teorema [4.7]
son métodos regulares.

En tltimo lugar, mostraremos la relacién que existe entre el método de Abel y
los métodos de Cesaro. Hemos estudiado los métodos de Cesaro en profundidad,
y hemos probado que sus dominios son crecientes, es decir, al aumentar el orden
aumentamos el tamano del dominio. Pero también nos hemos encontrado con
una limitacién para las sucesiones que estos métodos pueden sumar. El método
de Abel acttia como una especie de cota superior para los métodos de Cesaro,
como pone de manifiesto el siguiente teorema.

Teorema 4.10. El método de Abel es mas fuerte que el método de Cesaro C,
para todo o > 0, y es consistente con él. Ademds, se cumple que

U cc, © Ca.

a>0

Es decir, el método de Abel puede sumar todas las sucesiones que pueden sumar
los métodos de Cesaro; y, ademds, existen sucesiones que los métodos de Cesaro
no pueden sumar y que el de Abel si puede.



54 Capitulo 4: Métodos definidos por series de potencias

4.2. Métodos de tipo Borel

En esta seccién nos centraremos principalmente en los dos métodos que
defini6 el propio Borel y que dan nombre a este tipo de métodos. Pero primero
vamos a ver la caracterizacién de regularidad para los métodos de tipo Borel en
general.

Teorema 4.11. Un método de sumacion de tipo Borel es regular si y solo si la
funcion p(t) no es polinomial; es decir, si se cumple que py # 0 para infinitos
valores de k € N°,

Borel definié dos métodos distintos, y a ambos se les conoce como método
de Borel. A pesar de compartir nombre, estan definidos de formas distintas y no
tienen exactamente las mismas propiedades. El primero de ellos lo obtenemos
de la siguiente forma.

Definicién 4.12. Sea la sucesién p = (p,) con p, := 1/n!. Entonces R = 0o y
p(t) = e'. El método de sumacién por series de potencias obtenido es el conocido
como método de Borel o método B.

Veamos ahora la definicion del otro método de Borel. Este método estéd
definido de forma distinta a la mayoria de métodos vistos en este trabajo, ya
que no usa un limite, sino que define directamente la suma de la serie.

Definicién 4.13. Sea una sucesién a = (a, ). Definimos

T 0 tn
A(x ::/ et an dt.
(&)= | ; .

Si
nggo A(x) =S,

diremos que la sucesién a, o la serie Y -”  a,, es B'-sumable, y que su suma
es S. Al método de sumacién obtenido lo llamaremos método B’.

Ambos métodos son muy parecidos, y de hecho comparten algunas propie-
dades, como las presentadas en los dos siguientes teoremas.

Teorema 4.14. Los métodos B y B’ son requlares.
Teorema 4.15. Los métodos B y B’ son lineales.

Se cree que Borel intent6 definir dos métodos equivalentes al definir B 'y B’.
Sin embargo, los teoremas siguientes ponen de manifiesto que ambos métodos
no son en realidad equivalentes.

Teorema 4.16. Los métodos B y B’ serdn equivalentes si y solo si
n

. anx
eiIE 250
n!

n=0

cuando T — 00.

Teorema 4.17. El método B’ es mds fuerte que el método B y consistente con
él.
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Teorema 4.18. Eziste alguna sucesion s sumable por el método B’, pero no
por el método B.

Para encontrar un ejemplo de una sucesiéon del teorema anterior, buscamos
7 — n . .7
una sucesion tal que e~ >°°° | %2l no converja a 0. Podemos tomar la sucesién

n=0 n!
= (CD)R(2k 4 2)m
a”_kz:% Qk+1)!

Ya que
> n n > -1 k
Y = e Y et = ),
n. :
n=0 n=0

y por lo tanto

T—00 U

lim A(x) :/ sen(e”) dx :/ SN =T
0 1 2

Veamos ahora cémo se relacionan estos métodos con los métodos vistos en
los capitulos anteriores. Al igual que el método de Abel se comporta en cierta
manera como una extensién de los métodos de Cesaro, los métodos de Borel
también se comportan como la extensién de otro tipo de métodos de sumacion
matriciales, los métodos de Euler.

Teorema 4.19. El método B es mds fuerte que el método de Fuler E% para
todo o > 0, y consistente con él.

Por otra parte, los dominios de los métodos de Borel no estédn relacionados
con los dominios de los métodos de Cesaro ni de Abel; es decir, hay tanto suce-
siones sumables por el método de Abel que no son sumables por los métodos de
Borel, como sucesiones sumables por los métodos de Borel que no son sumables
por el método de Abel.






Conclusiones

El objetivo de este trabajo era presentar diversos métodos de sumacién, con
el objetivo de mostrar las multiples formas en las que se puede generalizar la
definicién de suma de una serie para casos que normalmente no son sumables.
Partiendo de una definiciéon general de método de sumaciéon, hemos definido
miultiples métodos de sumacién, cada uno con sus distintos dominios y propie-
dades.

Primero hemos visto los métodos de sumacién matriciales, de entre los cuales
el mas método regular mas sencillo, quitando el método de sumacién habitual,
es el método de Cesaro. Partiendo de este método, y buscando generalizarlo
hemos presentado los métodos de Holder y Cesaro, dos tipos de método de su-
macién muy relacionados, ya que, como hemos visto, son equivalentes. Como
una generalizacién de ambos tipos de método aparecen las medias de Ngrlug,
cuyas propiedades hemos visto sin entrar en profundidad. Por otra parte hemos
visto los métodos de Euler, que a diferencia de todos los anteriores, no genera-
lizan el método de Cesaro. Finalmente hemos desarrollado la teoria necesaria
para probar el teorema de Schur, del que se deduce como corolario que no existe
ningin método matricial que sea a la vez regular y que sume todas las sucesiones
acotadas, limitando por tanto el dominio méximo de este tipo de métodos.

Para terminar hemos visto brevemente los métodos definidos por series de
potencias, entre los cuales se encuentran el método de Abel y los métodos de
Borel. Estos métodos resultan interesantes no solo por sus propiedades, sino
también por su relaciéon con los métodos de Cesaro y de Holder. El dominio del
método de Abel actia como cota superior de los dominios de los métodos de
Cesaro, y la misma relacién se da entre los métodos de Borel y de Hoélder.

Como conclusién final, notar que a pesar de haber visto las propiedades
bésicas de multiples métodos, hay partes de la teoria de métodos de sumacién en
las que no hemos entrado, como pueden ser los métodos tauberianos o el estudio
de los métodos de sumacién desde el punto de vista del analisis funcional. En
los libros incluidos en la bibliografia es posible encontrar informaciéon en mayor
profundidad sobre estos temas y otros relacionados, ademas de ver otros métodos
de sumacién no mencionados en este trabajo pero no por ello menos interesantes.

57






Bibliografia

[1] J. Boos, Classical and Modern Methods in Summability, Oxford University
Press, Nueva York, 2000.

[2] G. H. HARDY, Divergent Series, Oxford University Press, Londres, 1949.

[3] K. KNoOPP, Theory and Applications of Infinite Series, Blackie, Londres,
1951. Reimpresion: Dover, 1990.

[4] J. REY PASTOR, Teoria de los Algoritmos Lineales de Convergencia y de
Sumacion, con notas y comentarios por E. Ferndndez Moral, Instituto de
Estudios Riojanos, Logrono, 2006.

[6] B. SHAWYER Y B. WATSON, Borel’s Methods of Summability: Theory and
Applications, Oxford University Press, Nueva York, 1994.

59



