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RESUMEN

La suma de una cantidad in�nita de números reales puede depender del or-
den en el que se sumen los números. En este trabajo hacemos un recorrido por
varios resultados que involucran reordenamiento de los términos de una serie,
desde series en R hasta en espacios de Banach pasando por los euclidianos (Rn).
No incluimos demostraciones de los teoremas, solo las ideas básicas de éstas.

Primero vemos el caso de las series de números reales, donde presentamos
el teorema de reordenamiento de Riemann junto con otros resultados. Conti-
nuaremos con el teorema de Lévy-Steinitz, un resultado análogo al de Riemann
para series de vectores en Rn. En particular, consideraremos la serie de Eisens-
tein, de�nida en los complejos, que tiene la propiedad de que al reordenar sus
términos obtenemos un cambio en el valor de su suma; esta serie es útil al estu-
diar formas modulares. Por último, presentamos el teorema de Pechersky sobre
reordenamiento de series en espacios de Hilbert, un resultado útil para probar la
universalidad de la función ζ de Riemann.
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absoluta, convergencia condicional, convergencia incondicional, sumabilidad, es-
pacio de Banach, espacio de Hilbert.
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The sum of an infinite number of real numbers can depend on the arranging
of these numbers. In this paper we will take you through several results about rear-
ranging the terms of series; from series of real numbers to series in Rn; even results
about series in Banach spaces. We do not include proofs of theorems but only their
main ideas.

First, we study the real numbers series case, in which we see the Riemann re-
arrangement theorem together with other results. We will continue with the Lévy-
Steinitz theorem, an analogous result of Riemman’s theorem for vector series inRn.
In particular, we will consider the Eisenstein series defined in the complex field.
Also, this series has the property that rearrangement in the order of summations
results in a predictable change in the value of the series. This series is useful in the
study of modular form. Finally, we show Pechershy’s theorem on rearrangement of
series in Hilbert spaces.

Keywords: sequences, series, rearrangements of series, absolutely convergence,
conditional convergence, unconditional convergence, summability, Banach space,
Hilbert space.

1. INTRODUCCIÓN

La sumadenúmeros reales es conmutativa, pero estono es válido, en general,
cuando sumamos una cantidad in�nita de números reales. Este hecho paradójico
es el teorema de reodenamiento de Riemann que veremos en este trabajo ymues-
tra el difícil tránsito a lo in�nito del conocimiento matemático. Se debe tener
en cuenta que el estudio del movimiento u otros procesos in�nitos, ha llevado
a cuestiones paradójicas desde los tiempos de los griegos, como atestiguan, por
ejemplo, las paradojas de Zenón. Los resultados sobre reordenamiento de series
permiten hacer un repaso por la evolución de las matemáticas.

Este trabajo está dedicado a presentar resultados sobre reodenamiento de se-
ries, tanto de números reales, como de vectores en espacios euclidianos de dimen-
sión �nita y en espacios de Hilbert y de Banach. No incluimos demostraciones,
solo las ideas fundamentales de éstas. Buena parte del contenido de este artículo
aparece en el Trabajo de �n de grado de su segundo autor (MahilloCazorla 2019),
realizado bajo la dirección del primer autor.Recomendamos que aquel lector que
quiera profundizar en el tema tratado aquí consulte dicho trabajo.

Al estudiar la convergencia de series hay que precisar el concepto de conver-
gencia o límite, es decir, en qué consiste el proceso de sumar una cantidad in�nita
de números. A continuación recordamos algunos conceptos sobre series y con-
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vergencia en un espacio normado.1

Definición. Sea (an) sucesión en un espacio normado (X, ‖ · ‖). Ella es una su-
cesión convergente a un valor l ∈ X cuando,

lı́m
n→∞

‖an − l‖ = 0.

En tal caso escribimos lı́mn→∞ an = l o an −→
n→∞

0 y diremos que l es el límite
de (an). Si consideramos ahora una función φ : N → N estrictamente creciente,
diremos que la sucesión (aφ(n)) es una subsucesión de (an). La sucesión (an) es de
sucesión de Cauchy si para todo ε > 0 existeN ∈ N tal que para todo n,m ≥ N
se cumple ‖an − am‖ < ε.

También para series en espacios normados consideramos los conceptos:

Definición. Sea (an) una sucesión en un espacio normado (X, ‖·‖). La serie cuyo
término general es an se denota

∑∞
n=1 an; esta expresión representa también el

límite, cuando existe, de la sucesión de sus sumas parciales (SN ), es decir,

∞∑
n=1

an = lı́m
N→∞

SN = lı́m
N→∞

N∑
n=1

an.

Si la sucesión (SN ) converge a S, entonces diremos que la serie es convergente y
su suma es S. Si la sucesión (SN ) no converge, diremos que es divergente. Dire-
mos que la serie

∑∞
n=1 an es absolutamente convergente si

∑∞
n=1 ‖an‖ converge.

Dada una biyección cualquiera de los naturales σ : N → N, diremos que la serie∑∞
n=1 aσ(n) es un reordenamiento de la serie

∑∞
n=1 an. Una serie es condicional-

mente convergente si converge pero no es absolutamente convergente. Una serie
es incondicionalmente convergente si todos sus reordenamientos convergen al
mismo valor. Una sub-serie es aquella cuyo término general es de la forma aλn ,
donde (λn) es una sucesión de números naturales estrictamente creciente.

Toda sucesión convergente en un espacio normado es de Cauchy. Notemos
que si una serie es absolutamente convergente en un espacio de Banach2, enton-
ces es convergente, ya que las sumas parciales de

∑∞
n=1 an tienen norma menor

1. Un espacio normado es un par (X, ‖·‖) formado por un espacio vectorialX con cuerpoR o
C y una función positiva ‖·‖, llamadanorma, de�nida enX , que cumple las tres propiedades
siguientes: la desigualdad triangular, o sea, ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ para todo x, y ∈ X ; es
homogénea, ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ para todo λ en el cuerpo asociado a X y x ∈ X ; y ‖x‖ = 0
entonces x = 0.

2. Un espacio de Banach es un espacio normado en el que toda sucesión de Cauchy es conver-
gente.
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que las sumas parciales de la serie
∑∞

n=1 ‖an‖ por la desigualdad triangular. Tam-
bién podría suceder que una serie convergiese, pero que no fuese absolutamente
convergente. Estos casos son los que nos interesan y es donde tendrá vital impor-
tancia el orden en el que se sume, es decir, el reordenamiento que se escoja.

En la siguiente sección presentamos el teorema de reordenamiento de Rie-
mann para series de números reales y hacemos un recorrido histórico por diferen-
tes resultados sobre reodenamiento de series de números reales. En la sección 3
incluimos resultados sobre reordenamientode series de vectores en espacios eucli-
dianos, en particular enunciamos el teorema de Lévy-Steinitz. La sección 4 con-
tiene resultados sobre la serie de Eisenstein G2 y un teorema de Romik-Scherer
que se re�ere a los efectos de reordenamientos en la serie de Eisenstein. La última
sección está dedicada a series en espacios de Hilbert y de Banach. En este con-
texto se sitúa el teorema de Dvoretzky-Rogers de dicha sección, que conecta las
características algebraicas de un espacio de Banach (su dimensión) con la conver-
gencia incondicional de las serie en dicho espacio. En esa última sección también
estudiamos el teorema de Pechersky sobre convergencia condicional de series en
espacios de Hilbert.

2. TEOREMA DE REORDENAMIENTO DE RIEMANN

En esta sección consideramos series de números reales, R. En 1833 Augus-
tin Louis Cauchy observó (Cauchy 1833) que una serie convergente de números
reales cuyos términos no son todos positivos podía contener una subserie diver-
gente. En 1837 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet presentó (Dirichlet 1837)
las siguientes series

1
1

− 1
2
+
1
3

− 1
4
+
1
5

− 1
6
+ . . .

y
1
1
+
1
3

− 1
2
+
1
5
+
1
7

− 1
4
+ . . . ,

el primer caso corresponde a la serie armónica alternada
∑∞

n=1
(−1)n+1

n y la segun-
da contiene los mismos términos, pero primero se suman 2 positivos y luego uno
negativo, es decir, la segunda es un reordenamiento de la primera. Además, el va-
lor al que convergen ambas series es distinto, el valor de la primera serie es log 2,
mientras que el valor de la segunda es 3

2 log 2. Para calcular la primera serie presen-
tamos un argumento que no hace uso del desarrollo deMacLaurin de log(1 + x).
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Por inducción, es fácil probar la primera de las siguientes identidades

1
1

− 1
2
+
1
3

− 1
4
+ · · · + 1

2n − 1
− 1

2n
=

1
n + 1

+
1

n + 2
+ · · · + 1

2n

=
1
n

(
1

1 + 1
n
+

1
1 + 2

n
+ · · · + 1

1 + n
n

)
−→
n→∞

log 2,

mientras que la tercera expresión es una suma deRiemann3 de la integral elemen-
tal

∫ 1
0

1
1+x dx = log 2.

Para sumar la segunda serie calculamos sus sumas parciales Sn. La suma par-
cial S3m tiene 2m valores positivos y m negativos y viene dada por la siguiente
expresión,

S3m =
2m∑
k=1

1
2k − 1

−
m∑
k=1

1
2k

=
( 4m∑

k=1

1
k

−
2m∑
k=1

1
2k

)
−

m∑
k=1

1
2k

.

Si en cada una de las tres últimas sumas utilizamos la siguiente relación
n∑
k=1

1
k
= log n + γ + o(1) cuando n → ∞,

donde γ representa la constante de Euler,4 obtenemos lı́mm→∞ S3m = 3
2 log 2.

Como además S3m+1 = S3m + 1
4m+1 y S3m−1 = S3m − 1

2m , tenemos que S3m+1 y
S3m−1 tienen el mismo límite que S3m cuandom → ∞. Por tanto, concluimos
que el valor de nuestra serie es 3

2 log 2. Para ver más detalles consultar (Apostol
1967) y para otra demostración (Cowen et al. 1980).

Dirichlet además probó que si una serie es absolutamente convergente, en-
tonces cualquier reordenamiento de ésta converge al mismo valor.

En 1854 Georg Friedrich Bernhard Riemann demostró que la suma de las
series de números reales condicionalmente convergentes depende del orden en el
que se sumen sus términos (Riemann 1854)5. Más precisamente:

3. Si f : [a, b] → C es una función y x0,n < x1,n < . . . < xn,n es una partición del intervalo [a, b];
es decir, x0,n = a y xn,n = b, si para cada j = 1, 2, . . . , n elegimos ζj,n ∈ [xj−1,n, xj,n], entonces∑n

j=1 f (ζj,n)(xj,n − xj−1,n) es una suma de Riemann correspondiente a la integral
∫ b
a f (x) dx.

Se sabe que f es Riemann-integrable en [a, b] si el límite de las sumas de Riemann convergen
cuando la norma de la partición converge a cero, esto es, máx{|xj,n − xj−1,n| : 1 ≤ j ≤
n} −→

n→∞
0.

4. No confundir con el número de Euler, e. La sucesión (
∑n

k=1
1
k − log n) es monótona decre-

ciente y acotada inferiormente; su límite de�ne a la constante de Euler, γ. No se sabe si este
número es racional o irracional.
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Teorema (Riemann). Sea
∑∞

n=1 an una serie de números reales condicionalmen-
te convergente.

i) Dado un número real c, hay un reordenamiento de
∑∞

n=1 an cuya suma es c.
ii) Existen reordenamientos tales que

∑∞
n=1 aσ(n) = ∞ y

∑∞
n=1 aβ(n) = −∞.

La demostración de este resultado depende del hecho que si la serie
∑∞

n=1 an
converge condicionalmente, entonces sus correspondientes series de términospo-
sitivos y negativos divergen; de modo que tomando alternativamente grupos de
sumandos de una y de otra podemos ir superando o quedándonos por debajo de
un valor previamente �jado. Otra forma alternativa de presentar el teorema de
reordenamiento de series de Riemann es la siguiente: el conjunto de las sumas de
todos los reordenamientos convergentes de una serie de números reales es el conjunto
vacío, un único punto o toda la recta real. En (Apostol 1974, p. 197) se puede ver
una demostración detallada de este teorema.

Hay varios trabajos clásicos que se desarrollaron alrededor del teorema de
reordenamiento de series de Riemann. Ohm y Schlömilch estudiaron el efecto
de los reordenamientos en la serie armónica (2) cuando p términos positivos es-
tán seguidos porqnegativos en el reordenamiento (Ohm1839, Schlömilch 1873).
Pringsheim estudió esta situación para series condicionalmente convergentes ge-
nerales (Pringsheim 1883). Él probó el siguiente resultado:

Teorema (Pringsheim). Sea (an) una sucesión de números reales decreciente con
límite cero tal que

lı́m
n→∞

nan = g > 0. (1)

Sea
∑∞

n=1 bσ(n) un reordenamiento de la serie
∑∞

n=1(−1)n−1an tal que en los pri-
meros n términos del reordenamiento hay pn términos positivos ymn términos ne-
gativos. Supongamos, además, que νn = pn − mn ≥ 0, lı́mn→∞ mn = ∞ y existe

lı́m
n→∞

pn
mn

=: k,

entonces
∞∑
n=1

bσ(n) =
∞∑
n=1

(−1)n−1an +
g
2
log k.

5. Este resultado aparece publicado por primera vez en la tesis de habilitación de Riemann para
ser profesor auxiliar, defendida en Leipzig en 1854. En ella estudiaba las condiciones para que
una función pudiera ser representada mediante su serie de Fourier.
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Las ideas centrales en la prueba de este resultado son las siguientes. Se tiene
la identidad

n∑
j=1

bσ(j) =
2mn∑
j=1

(−1)j−1aj + a2mn+1 + a2mn+3 + . . . + a2pn−1.

Dado ε > 0, existeN (ε) ∈ N tal que para n ≥ N (ε)

g − ε
n

≤ an ≤ g + ε
n

y 1
2mn+1 +

1
2mn+3 + . . . + 1

2pn−1 es equivalente
6 a

∫ pn
mn

dx
2x = 1

2 log
pn
mn

cuando n
tiende a in�nito. De donde se deduce que al hacer el reordenamiento la suma se
altera una cantidad contenida entre los valores (g± ε) log k. En el mismo artículo
Pringsheim estudió los casos cuando el límite en (1) es cero o in�nito.

Posteriormente, Wacław Franciszek Sierpiński probó (Sierpiński 1911) que
si s′ < s, siendo s la suma de una serie condicionalmente convergente, entonces es
posible reordenar los términos positivos de dicha serie, manteniendo en su posi-
ción a los términos negativos de modo que la serie reordenada sume s′. Cuando
s′′ > s, reordenando los términos negativos, se obtiene s′′. La idea fundamental
para la prueba de este resultado es queuna serie de términos positivos que diverge,
cuyo término general converge a cero se puede reordenar demodo que sus sumas
parciales no sean más rápidas que cualquier sucesión estrictamente monótona
creciente de términos positivos �jada.

En los años 50, Bagemihl y Erdős estudiaron (Bagemihl y Erdős 1954) los
efectos de los reodenamientos de series en la sumabilidadCesàro.Recientemente,
Dybskiy y Slutsky (2011) consideran este tipo de problema con otras formas de
convergencia.

3. SERIES DE VECTORES

La extensión del teorema deRiemann a series de números complejos la reali-
zó Paul Lévy en 1905 (Lévy 1905). En ese mismo trabajo aparece un intento de
demostración en espacios euclidianos de dimensión mayor, pero en 1913, Ernst
Steinitz observó (Steinitz 1913) que la demostración de Lévy estaba incompleta
en los casos de dimensión mayor o igual que 3 y presentó una demostración co-
rrecta con un enfoque completamente distinto.

6. El límite del cociente de estas sucesiones es 1.
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Teorema (Lévy-Steinitz). El conjunto de sumas de los reordenamientos conver-
gentes de una serie de vectores en un espacio euclídeo real de dimensión finita es, o
bien el vacío, o bien el trasladado de un subespacio.7

La demostración de Steinitz fuemodi�cada porWilhelmGroß (Groß 1917).
La prueba de Groß es muy técnica. A continuación presentamos los tres pasos
básicos de una demostración más transparente de Peter Rosenthal (Rosenthal
1987).

A lo largode esta sección vamos a considerar la norma euclidiana. Se sabeque
en un espacio euclidiano de dimensión �nita todas las normas son equivalentes y
las topologías asociadas a dichas normas coinciden.

Primero, se prueba el “teorema de con�namiento poligonal” deGroß (Groß
1917), que a�rmaque una familia arbitraria �nita de vectores con longitudmenor
o igual que 1, que suman 0, puede ser reordenada de tal forma que la norma de las
sumas parciales seamenor que cierta constante que solo depende de la dimensión
del espacio; es decir,

Teorema (con�namiento poligonal). Sea {vi : i = 1, ..., m} una familia finita
de vectores enRn cuya suma es 0 y ‖vi‖ ≤ 1 para todo i = 1, ..., m. Entonces, existen
una constante Cn, que depende sólo de n, y una permutación P de {2, ..., m} con la
propiedad de que ∥∥∥∥∥∥

v1 +
j∑

i=2
vP(i)

∥∥∥∥∥∥
≤ Cn

para todo j. Además, podemos tomarC1 = 1 yCn ≤
√
4C2

n−1 + 1 para cada n > 1.

La prueba de este teorema de con�namiento se hace por inducción en la
dimensión del espacio, para reducir el caso de dimensión n al de dimensión n− 1,
se considera el vector L no nulo que tiene norma máxima dentro de todos los
vectores que se obtienen sumando al vector v1 otros vectores de la familia V :=
{vi : i = 2, ..., m}; el espacio

L⊥ = {v ∈ Rn : 〈v, L〉 = 0},

tiene dimensión n − 1. Los vectores de la familiaV se dividen en dos grupos, los
(uj) que forman con L un ángulo menor de 90◦ (que sumados a v1 dan L) y los

7. Es decir, conjuntos de la forma v +M, donde v es un vector yM es un subespacio lineal del
espacio euclidiano considerado.
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(wj) que forman un ángulo mayor o igual que 90◦ con L. Denotemos por v′ la
proyección del vector v en L⊥, en otras palabras,

v′ = v − 〈v, L〉
‖L‖2

L y
∥∥v′∥∥2 + |〈v, L〉|2 = ‖v‖2 .

Es fácil observar que las proyecciones (u′
j) y (w′

j) cumplen las hipótesis para aplicar
la inducción, en particular, la norma de dichas proyecciones tienen módulo≤ 1.
La �gura 1 tiene una ilustración de la idea central de la demostración descrita
anteriormente.

v
1

u 1

u2

u
3

u
4

L

w
1

w2

w
3

w
4

w
5

-1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5 2.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

2.0

Figura 1: En azul oscuro tendríamos el vector L. En azul más claro tenemos los vectores
{ui} dispuestos uno tras otro y en rojo más claro tenemos los vectores {wi}.

El segundo paso en la prueba del teorema de Lévy-Steinitz es la prueba del
“teorema de reordenamiento”:

Teorema (reordenamiento). Si una subsucesión de una sucesión de sumas par-
ciales de una serie de vectores en Rn converge a S, y el término general de la serie
converge a 0, entonces existe un reordenamiento de ella cuya suma es S.

Si (vk) es una sucesión de vectores enRn que converge al vector nulo y Sm =∑m
k=1 vk es la suma parcial de ordenm, entonces de las hipótesis del teorema exis-

te una subsucesión (Smk) tal que lı́mk→∞ Smk = S. La idea fundamental para

Núm. 37-38 (2019-2020), pp. 129–148
Zubía ISSN 0213-4306 137



MANUEL BELLO HERNÁNDEZ, ALEJANDRO MAHÍLLO CAZORLA

138
núm. 37-38 (2019-2020), pp. 129-148
ISSN 0213-4306

Zubía

M. BELLO-HERNÁNDEZ, A. MAHILLOCAZORLA

la prueba del teorema de reordenamiento es reordenar las “lagunas” de vectores
(vmk+1, ..., vmk+1−1)que quedan entre dos sumas parciales convergentes a S, que no
son muy grandes en norma por la convergencia a cero de los vectores, utilizando
el teorema de con�namiento poligonal.

El tercer paso de la prueba del teorema de Lévy-Steinitz es probar que el con-
junto de las sumas es una variedad afín. Denotemos por S el conjunto de todas
las sumas de reordenamientos convergentes de la serie considerada. Se considera
la situación no trivial S �= ∅ y también que 0 ∈ S porque el caso general (0 �∈ S)
se reduce trivialmente al anterior. El guión que se sigue para probar que si 0, s1 y
s2 están en S, entonces s1 + s2 ∈ S es el siguiente. Se toma una sucesión (εm) de
números positivos que converge a 0. Se selecciona una suma parcial de

∑∞
k=1 vk,

en cierto orden, para que esté a una distancia ε1 de s1. Después construimos una
suma parcial que contenga todos los vectores ya usados (siempre las sumas parcia-
les seleccionadas incluirán a los términos ya utilizados) y que esté a una distancia
ε1 de 0 y después otra suma parcial con los vectores ya usados cuyo valor esté a
una distancia ε1 de s2. Después formamos otra suma parcial que esté a distancia
ε2 de s1, otra que esté a una distancia ε2 de 0 y otra a una distancia ε2 de s2 y así
sucesivamente. Los vectores usados entre una suma cercana al 0 y la siguiente su-
ma cercana a s2 sumarán aproximadamente s2. Adicionándolos con los vectores
cuya suma estaba cercana a s1 y cercana a 0 tendremos sumas parciales cercanas a
s1 + s2. Utilizando el teorema de reordenamiento se �naliza la prueba.

Para probar que si s ∈ S, entonces ts ∈ S para todo t ∈ R, se reduce la
prueba al caso t ∈ (0, 1), t = −1 y después se utiliza el teorema de con�namiento
poligonal para completar la prueba.

4. SERIE DE EISENSTEIN G2

Por lo general, los ejemplos para ver el efecto del reordenamiento en series
que no son absolutamente convergentes parecen casos muy concretos, que no
nos encontraríamos en la práctica matemática. Aquí estudiaremos la serie de Ei-
senstein G2 que aparece en el estudio de formas modulares (Apostol 2012). La
función G2 es la función holomorfa en el semiplano superior H = {τ ∈ C :
Im(τ) > 0} de�nida de la siguiente forma:

G2(τ) :=
∑
m∈Z

′

∑

n∈Z

1
(n +mτ)2


 , (2)
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con (m, n) ∈ Z, excepto para (m, n) = (0, 0). Esta serie se debe entender de la
siguiente forma,

G2(τ) := 2ζ (2) + lı́m
M→∞

lı́m
N→∞

∑

0 <|m|≤M

∑

|n|≤N

1
(n +mτ)2

, (3)

donde ζ (2) = π2
6 representa el valor de la función zeta de Riemann en 2. La serie

(2) no converge absolutamente ya que la integral
∫ ∞

1

∫ ∞

1

1
(x + ys)2 + (yt)2

dx dy

diverge para cualquiera sean t > 0 y s ∈ R.
Al cambiar el orden de sumación en (2) se tiene el siguiente resultado.

Lema. Se cumple que,

∑
n∈Z

′

 ∑

m∈Z

1
(n +mτ)2


 =

∑
m∈Z

′

∑

n∈Z

1
(n +mτ)2


 − 2πi

τ
, (4)

donde en ambas series se excluye el término (m, n) = (0, 0), donde
∑′ significa que

la suma se hace para valores distintos de cero en el índice.

Esto es, el cambio en el orden de sumación (2) da lugar a un cambio en el
valor de la serie dado por el “término residual” −2πi

τ . La identidad (4) aparece de
forma natural cuando uno considera la serie de Eisenstein bajo la transformación
τ �→ − 1

τ ya que ella es equivalente a

τ−2G2

(
− 1
τ

)
= G2(τ) − 2πi

τ
.

Para la prueba de (4) se utilizan las siguientes fórmulas de descomposición
en fracciones simples de cot(·) y 1

sen(·) ,

1
u
+

∑
k∈Z∗

( 1
u + k

− 1
k

)
= π cot(πu),

∑
k∈Z

1
(u + k)2

=
π2

sen2(πu)
,

conocidas de los cursos básicos deAnálisis complejo, que se obtienen con técnicas
de teoría de residuos, o del Análisis real y funcional, donde se utilizan desarrollos
de Fourier. Estas fórmulas son válidas para u ∈ H y permiten obtener

φ(z,τ) :=
1
z
+

∑
m,n∈Z

( 1
z +mτ + n

− 1
mτ + n

+
z

(mτ + n)2

)

=
zπ2

3
+π cot (πz)+

∑
m∈Z
m�=0

(
π cot (π(mτ + z))−π cot (πmτ)+

π2z
sen2 (πmτ)

)
,
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donde τ ∈ H y z ∈ C\Λ, conΛ := Z + τZ. Es fácil deducir que

φ1(τ) :=
i
2π

φ
( 1
2
, τ

)
=
πi
12

+
πi
2

∞∑
m=1

1
sen2 (πmτ)

,

y
1
τ2

φ1
(−1

τ

)
= φ1(τ) +

1
2τ

,

que equivale a (4).
Si nos �jamos en (3), para hallar G2 sumamos considerando los (m, n) con-

tenidos en un rectángulo centrado en el 0 y de lados M y N , de alto in�nito y
ancho “cero”, que después se va “ensanchando”. ¿Podríamos sumar pensando en
los pares contenidos dentro de un círculo? ¿Y dentro de cualquier �gura?

Denotemos por K la clase de conjuntos compactos K ⊂ R2 que son con-
vexos, con interior distinto del vacío y simétricos respecto a x e y. Comenzamos
dando varias de�niciones clave. Para cadaK ∈ K , de�nimos hK como la función
real cuya grá�ca es el contorno superior del conjuntoK ; es decir, hK es

hK : [−A, A] → R, hK (x) := máx{y ∈ R : (x, y) ∈ K},

donde A = máx{x ∈ R : ∃y ∈ R, (x, y) ∈ K}. Notemos, además, que hK es
de soporte compacto [−A, A]; es par, por ser K simétrico respecto al eje y y su
re�exión −hK es el contorno inferior de K , ya que K es simétrico respecto al eje
x. La siguiente de�nición generaliza la de serie de EisensteinG2.
Definición. Si K ∈ K , denotamos por G2(K, τ) la K -suma de la serie de Ei-
senstein de orden 2, es decir,

G2(K, τ) := lı́m
λ→∞

∑ ′

(m,n)∈((λK)∩Z2)

1
(mτ + n)2

, τ ∈ H, (5)

asumiendo que el límite existe.

Para escribirmenos, escribimos
∑

K am,n para una serie en dos índices que se
suma según el método seguido en (5). En (Romik y Scherer preprint) se obtiene
el siguiente resultado que generaliza (4).

Teorema (Romik-Scherer). Dado τ ∈ H yK ∈ K , se tiene queG2(K, τ) existe.
Además,

G2(K, τ) − G2(τ) = 4
∫ A

0

hK (x)
τ2x2 − h2K (x)

dx, (6)

donde, como antes, A denota el número para el cual hK está soportado en [−A, A].
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Para dar las ideas básicas de la prueba del resultado anterior, sea

E(K, τ) := G2(K, τ) − G2(τ),

la función residual asociada aK . Observar que si consideramos el caso más senci-
llo, es decir, cuandoK es el rectángulo [−c, c]× [−1, 1] con c > 0, entonces hK es
la función indicadora hK (x) = χ[−c,c](x). Evaluando la integral de (6) obtenemos
que,

E(K, τ) = 4
∫ c

0

χ[−c,c](x)
τ2x2 − (χ[−c,c](x))2

dx = 4
∫ c

0

1
τ2x2 − 1

dx

=
4
τ2

∫ c

0

1
x2 − 1

τ2
dx =

2
τ
log

(1 − τc
1 + τc

)
,

donde log
(
1−τc
1+τc

)
representa la rama analítica del logaritmo tal que log

(
1−i
1+i

)
=

−i π2 .
En particular, notemos que podemos interpretar el caso límite c → 0 co-

mo una suma respecto a un rectángulo in�nitamente alto y estrecho (ver �gu-
ras 2 y 3), lo que signi�ca, sumar primero respecto a n y después respecto a m
como en la de�nición original (2) de G2(τ). En este caso, tiene sentido pensar
que la función residual sea igual a 0, de hecho lı́mc→0

2
τ log

(
1−τc
1+τc

)
= 0. Tam-

bién podemos considerar cuando c → ∞, que se puede interpretar que suma-
mos en un rectángulo in�nitamente ancho y bajo (ver �guras 4 y 5), es decir,
primero sumar en m y a continuación sumar en n. En este caso tenemos que
lı́mc→∞

2
τ log

(
1−τc
1+τc

)
= −2πi

τ y de hecho es coherente con la relación (4).

La fórmula (6) sigue de la relación
∑
K

( 1
mτ + n

− 1
mτ + n + 1

)
= 4

∫ A

0

hK (x)
τ2x2 − h2K (x)

dx,

donde, en la suma de la izquierda, excluimos los sumandos tal quem = 0. Esta
igualdad se obtiene con la siguiente interpretación en términos de una suma de
Riemann

∑
K

( 1
mτ + n

− 1
mτ + n + 1

)

= lı́m
λ→∞

∑
−λA≤m≤λA

m�=0

∑
−λhK (m/λ)≤n≤λhK (m/λ)

( 1
mτ + n

− 1
mτ + n + 1

)

= 4 lı́m
λ→∞

1
λ

∑
1≤m≤λA




λ−1
⌊
λhK

(
m
λ

)⌋

λ−2m2τ2 − λ−2
⌊
λhK

(
m
λ

)⌋2


 .
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m

n

Figura 2. Primer paso, c → 0.

m

n

Figura 3. Siguiente paso, λ → ∞.

m

n

Figura 4. Primer paso, c → ∞.

m

n

Figura 5. Siguiente paso, λ → ∞.

5. REORDENAMIENTOS EN ESPACIOS DE HILBERT

En está sección consideramos el reordenamiento de series en espacios deHil-
bert.8 En el famosoCuaderno escocés (Mauldin 1981) se formula la cuestión: ¿exis-

8. SeaH un espacio vectorial sobre el cuerpoK (que esR oC). Un producto escalar enH es
una función deH ×H en el cuerpo que a cada (x, y) ∈ H ×H le asigna el valor 〈x, y〉 ∈ K
que tiene las propiedades:

1. 〈y, x〉 = 〈x, y〉, ∀x, y ∈ H .
2. 〈x + y, z〉 = 〈x, z〉 + 〈y, z〉, ∀x, y, z ∈ H .
3. 〈αx, y〉 = α〈x, y〉, ∀x, y ∈ H , ∀α ∈ K.
4. 〈x, x〉 ≥ 0, ∀x ∈ H , y la igualdad se tiene si y solo si x = 0.
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te algún análogo al teorema de Lévy-Steinitz en espacios de Banach de dimensión
in�nita? Este documento tiene mucho valor histórico, fue fruto de las reuniones
que algunos de losmás prometedores estudiantes dematemáticas polacosmante-
nían en el Café escocés en Lwów. Entre ellos se encontraban: Ulam, Banach, Kac,
Mazur, Saks o Steinhaus. Como curiosidad, este problema, el número 106, fue
propuesto por Banach y como premio regalaba una botella de vino. Fue resuelto
negativamente por Jósef Marcinkiewicz mediante el siguiente contraejemplo en
L2[0, 1].9

Consideremos las siguientes funciones en L2[0, 1]

fi,k = χ[ k
2i
, k+1
2i

] y gi,k = −fi,k,

con 0 ≤ i < +∞ y 0 ≤ k < 2i enteros y donde χ[ k
2i
, k+1
2i

] representa la función

que es igual a 1 en el intervalo [ k2i ,
k+1
2i ] y vale 0 en [0, 1]\[ k2i ,

k+1
2i ]. Podemos ver

una representación de algunas de estas funciones en las �guras 6-9. Por un lado,
uno tiene,

(f0,0 + g0,0) + (f1,0 + g1,0) + (f1,1 + g1,1) + (f2,0 + g2,0) + · · · = 0.

Por otro lado, si reordenamos como sigue, tenemos,

f0,0 + (f1,0 + f1,1 + g0,0) + (f2,0 + f2,1 + g1,0) + (f2,2 + f2,3 + g1,1) + · · · = 1.

Pero ahora, notemos que reordenando los términos siempre obtendremos fun-
ciones con valores enteros, por lo que es imposible que un reordenamiento de
las fi,k y las gi,k nos dé como resultado, por ejemplo, la función 1

2 ∈ L2[0, 1]. Es
decir, el conjunto de las sumas de los reordenamientos de las fi,k y gi,k no es un
subespacio afín de L2[0, 1].

El ejemplo anterior muestra que en los espacios de dimensión in�nita son
más complicados de tratar que los de dimensión�nita, comocorrobora el siguien-
te resultado (Dvoretzky y Rogers 1950).

En tal caso decimos queH es un espacio con producto escalar; se tiene que ‖x‖ = 〈x, x〉
es una norma. SiH es un espacio con producto escalar tal que con la norma asociada es un
espacio de Banach, entonces decimos que es un espacio de Hilbert.

9. L2[0, 1] es el espacio vectorial normado formado por las funciones f Lebesgue-medibles de�-
nidas en [0, 1] con valores enC tales que

∫ 1
0 |f (x)|2 dx < ∞, con la norma,

‖f ‖ =
(∫ 1

0
|f (x)|2 dx

)1/2

, f ∈ L2[0, 1].
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Figura 6. f0,0 deMarcinkiewicz
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Figura 7. f1,0 deMarcinkiewicz
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Figura 8. f0,1 deMarcinkiewicz
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Figura 9. f2,0 deMarcinkiewicz

Teorema (Dvoretzky-Rogers). Las siguientes afirmaciones son equivalentes en
un espacio de Banach X :

1. Las series incondicionalmente convergentes en X convergen absolutamente.
2. X tiene dimensión finita.

Este resultado está relacionado con los espacios nucleares. En (Pietsch 1972)
se puede encontrar una demostración del teorema de Dvoretzky-Rogers.

En 1973, D. V. Pechersky da una versión del teorema de reordenamiento de
Lévy-Steinitz en espacios de Hilbert.

Teorema (Pechersky). SeaH un espacio de Hilbert real y (un)n≥1 una sucesión
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de vectores tal que
∞∑
n=1

‖un‖2 < ∞,

y que para todo vector unitario e ∈ H , la serie
∑

n≥1 〈un, e〉 converge condicional-
mente. Entonces, para todo v ∈ H existe una permutación σ deN tal que

∞∑
n=1

uσ(n) = v.

La prueba de este resultado tiene cuatro pasos. Primero se prueba que las
combinaciones lineales con coe�cientes iguales a 0 o 1 de los vectores (uj) son
densos en H . Para demostrar este hecho se usa una versión del teorema de se-
paración de Hahn-Banach bien conocidos de Análisis funcional, que se obtiene
fácilmente del teorema de la norma mínima.

Teorema (Elementodenormamínima). SeaH un espacio deHilbert yE ⊂ H
un conjunto convexo, cerrado y no vacío. Entonces para todo vector f ∈ H existe
x0 ∈ E único tal que

‖f − x0‖ = mı́n{‖f − x‖ : x ∈ E}.

Este elemento se caracteriza por la condición

�(〈f − x0, x − x0〉) ≤ 0, ∀x ∈ E.

Corolario. Sean H un espacio de Hilbert real, un subconjunto E ⊂ H no
vacío, convexo y cerrado y f ∈ H \ E. Existe un vector unitario g ∈ H tal que
para todo x ∈ E se cumple

〈g, x〉 ≤ 〈g, f 〉.

Una vez probada la densidad de las combinaciones con coe�cientes iguales a
0 o 1 de los vectores (uj), en el segundo paso se prueba que, a partir de la conclu-
sión anterior, se tiene que dado un vector v ∈ H existe una permutación σ(k)
de los naturales tal que alguna subsucesión de las sumas parciales de

∑∞
k=1 uσ(k)

converge a v. En el tercer paso se demuestra, por inducción en la cantidad de vec-
tores, que dado N ∈ N, existe una permutación σ del conjunto {1, . . . , N} de
modo que

máx
1≤m≤N

∥∥∥∥∥
m∑
n=1

uσ(n)

∥∥∥∥∥ ≤
( N∑

n=1
‖un‖2

)1/2

+ 2
∥∥∥∥∥

N∑
n=1

un

∥∥∥∥∥ .
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En el cuarto y último paso, se utiliza el segundo para probar la convergencia de
subsucesiones de reordenaciones y el paso tercero para estimar las lagunas de las
sumas parciales que quedan entre las sumas parciales de las subsucesiones conver-
gentes de reordenaciones.

El teorema de Pechersky es útil en la prueba de la universalidad de la función
ζ de Riemann (ver, por ejemplo, Steuding 2005 y Voronin 1975) en la franja del
plano complejo 1

2 < �(s) < 1.
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