Q2

UNIVERSIDAD

DE

TRABAJO

Titulo

Teorema de Aproximacion

LA RIOJA

FIN DE ESTUDIOS

Universal: prueba constructiva

basada en conjuntos semisimpliciales

Autor/es
MARIA VILLOTA MIRANDA
Director/es

JONATAN HERAS VICENTE

Facultad
Facultad de Ciencia y Tecnologia
Titulacién

Grado en Mateméticas

Departamento

MATEMATICAS Y COMPUTACION
Curso académico

2019-20



©0cle

Teorema de Aproximacion Universal: prueba constructiva basada en conjuntos
semisimpliciales, de MARIA VILLOTA MIRANDA
(publicada por la Universidad de La Rioja) se difunde bajo una Licencia Creative
Commons Reconocimiento-NoComercial-SinObraDerivada 3.0 Unported.
Permisos que vayan mas alla de lo cubierto por esta licencia pueden solicitarse a los
titulares del copyright.

© El autor, 2020

© Universidad de La Rioja, 2020
publicaciones.unirioja.es
E-mail: publicaciones@unirioja.es


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/

ap,

UNIVERSIDAD
DE LA RIOJA

Facultad de Ciencia y Tecnologia

TRABAJO FIN DE GRADO

Grado en Matematicas

Teorema de Aproximacion
Universal: prueba constructiva
basada en conjuntos

semisimpliciales

Realizado por:

Maria Villota Miranda

Tutelado por:

Jonathan Heras Vicente

23 de junio de 2020




II



IIT

Resumen

Las Redes Neuronales artifciales son aproximadores universales. El Teorema de Aproximacion
Universal prueba que dada una funciéon definida en un conjunto compacto en un espacio n-
dimensional existe una red neuronal que aproxima dicha funcién. Sin embaro, este resultado
solo prueba la existencia y no proporciona una método para construir esa red neuronal. En
este trabajo veremos una prueba constructiva en la que los conjuntos semisimpliciales jugaran

un papel fundamental.

Abstract

Artificial Neural Networks are universal approximators. The Universal Approximation Theo-
rem proves that given a continuous function on a compact set on a n-dimensional space,
then there exists a neural network which approximates such function. Such a result proves
the existence, but it does not provide a method for finding it. We will see a constructive

approach to the proof wherein simplicial complexes will have an instrumental role.
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Capitulo 1

Introduccion

La existencia de funciones complicadas y dificiles de manejar hace que, en muchas ocasio-
nes, sea mas eficiente y comodo trabajar con aproximaciones. Para ello, se buscan funciones
sencillas, como los polinomios, capaces de modelar esas funciones dificiles. A lo largo de los
cuatro afios del Grado de Matematicas, hemos visto distintas técnicas de aproximaciéon entre
las que se encuentran las series de Taylor, los polinomios interpoladores, los polinomios de
Chebyshev, los splines, las series de Fourier [Il 2]. El objetivo de este Trabajo de Fin de
Grado es construir una red neuronal artificial capaz de aproximar una funcién definida entre
espacios triangulables. La base de esta construccion es puramente matematica y se necesitan
conceptos de topologia para poder comprender el trabajo. En especial, los conjuntos semi-
simpliciales. A fin de lograr dicho objetivo, nos apoyaremos en el articulo: Two hidden-layer
feedforward networks are universal approzimators: A constructive approach [3] en el que se

muestra como computar dicha red neuronal.

Las redes neuronales artificiales, mas cominmente conocidas como redes neuronales, represen-
tan una tecnologia arraigada en muchas disciplinas: neurociencia, matematicas, estadistica,
fisica, ciencias de la computacion e ingenieria. Las redes neuronales tienen aplicaciones en
diversos campos como por ejemplo el reconocimiento de patrones, procesamiento de sefia-
les, modelado y control, andlisis de series temporales [4]. Esto se debe en gran medida a la

importante propiedad que poseen: la habilidad de aprender a partir de unos datos de entrada.

Una red neuronal no deja de ser un algoritmo disefiado para simular la forma en la que el
cerebro realiza una tarea o una funcién. Para ello, las redes neuronales utilizan interconexiones
masivas de unidades simples de computacion conocidas como neuronas. Pero, jque es lo que
hace que las redes neuronales hayan tenido tanto éxito estos tltimos anos? Los beneficios de

utilizar redes neuronales son los siguientes:

= Son estructuras masivamente paralelizables.
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= Su habilidad para aprender y generalizar, es decir, de predecir.

Las redes neuronales no dejan de ser un caso particular del aprendizaje automatico. El apren-
dizaje automatico es una rama de la Inteligencia Artificial cuyo objetivo es desarrollar téc-
nicas que permitan a los ordenadores aprender sin ser programados de manera explicita [5].
Todos los algoritmos del aprendizaje automatico tienen una base matematica solida y aunque
muchas veces se vean como cajas negras, la fiabilidad de todos ellos se puede probar gracias

a las matematicas.

El Capitulo 2 esta dedicado exclusivamente al estudio de las redes neuronales. En él veremos
la evolucion desde la neurona o perceptron a las redes neuronales. En el Capitulo 3 se intro-
duciran las nociones y resultados béasicos y necesarios sobre los conjuntos semisimpliciales,
como la subdivision baricéntrica y el Teorema de Aproximacion Simplicial, que nos ayudaran
a entender y posteriormente a construir la aproximacién de la funciéon a través de una red
neuronal. Esta construcciéon la veremos en el Capitulo 4, en el que también estudiaremos el
teorema principal de redes neuronales: el Teorema de Aproximacion Universal. Por tltimo,
veremos las conclusiones y, a continuacién, los Apéndices [A] y [B] en los que encontraremos
las definiciones y resultados complementarios que se necesitaran para comprender las demos-
traciones que se proporcionan en el trabajo y el c6digo que hemos programado para mostrar

algiin ejemplo del trabajo respectivamente.



Capitulo 2
Redes Neuronales Artificiales

En este capitulo presentamos las nociones bdsicas sobre redes neuronales artificiales que
necesitaremos para entender el resto de trabajo. En concreto, presentamos la forma mas
simple de una red neuronal artificial, el perceptron, y sus limitaciones. Veremos ademas
cémo se combinan los perceptrones para formar redes neuronales artificiales mas complejas,
y su mecanismo de aprendizaje. Una descripcion mas detallada sobre este tema puede verse
en [4, .

Las redes neuronales artificiales son modelos matemaéticos inspirados en el funcionamiento de

las redes neuronales biolégicas [4]. En concreto, se parecen en dos aspectos:
= El conocimiento es adquirido del entorno por la red mediante un proceso de aprendizaje.

= La fuerza de conexion interneuronal, conocida como pesos, se usa para almacenar el

conocimiento adquirido.

Esto fue lo que motivé en 1943 al neurofisiélogo McCulloch y al matematico Pitts a desarrollar
un modelo de redes neuronales [4]. En 1958, el psicélogo Frank Rosenblantt, basdndose en el
modelo de McCulloch y Pitts desarrollé6 un modelo simple de neurona, denominado perceptron
y una regla de aprendizaje que consiste en la correccién del error [6]. Sin embargo, este modelo

presentaba una serie de limitaciones que presentamos a continuacién.

2.1. El perceptron simple

Antes de dar la definicién de perceptron conviene introducir la notacién que utilizaremos en

el trabajo con el fin de facilitar la lectura del mismo.

Dados z € R", b € R™, W una matriz en R"™™ y ¢ : R — R; denotaremos por ¢w; a la

funcién ¢™(xW + b) dada por la siguiente férmula:

3
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gm: RT — R™
(1, xm) — (O(x1),. .., d(xn))

A esta funcién ¢y, se le denomina capa, y existen tres tipos: la capa de entrada, la capa de
salida y la capa oculta. La capa de entrada no es una capa como tal ya que no es una funcion,
sino que se corresponde con el vector x. Las capas ocultas son todas las capas intermedias
entre la capa de entrada y la de salida. A continuaciéon veremos que el perceptrén solo tiene
dos capas, una de entrada y otra de salida. Més adelante, veremos que las redes neuronales
artificiales estan formadas por una capa de entrada, una de salida y una o varias capas

ocultas.

Definicién 2.1 (Perceptrén simple o neurona). Dados ¢ : R — R, W € R™! y b € R el

perceptron simple, o neurona, es una funcion f: R™ — R definida por f(z) = ¢pwp(r) =y

Una representacion grafica del perceptrén simple puede verse en la figura [2.1] Segin la nota-
cién que hemos establecido antes, el perceptron no deja de ser una capa con m = 1. Recordar
que la capa de entrada es el vector x. En total, el perceptréon esta formado por una capa de

entrada y otra de salida.

A partir de la definiciéon anterior podemos decir que los elementos béasicos de una neurona

son los siguientes:

1. La entrada se corresponde con el vector x = (z1,x2,...,2,) € R™ en el que cada x;

representa una senal de entrada.

2. W = (wy,...,w,)T agrupa al conjunto de pesos. Cada w; representa el peso asociado a

la entrada x;.

3. El valor b es conocido como el sesgo o umbral de activacion, y es el valor minimo que
tiene que tomar la combinacién lineal de la entrada y los pesos para activar la funcion

de activacion.

4. La funcién ¢ : R — R se conoce como la funcion de activacion y determina la salida de

la neurona a partir de las entradas, los pesos y el sesgo: y = f(x) = ¢wp(z) = ¢(zW+b).

El objetivo del perceptron es ser capaz de modelar una funciéon g : R® — R a partir de una
nube de puntos, o dataset, dado por {(z, g(z))}. Para ello en la definicién del perceptrén hay
dos componentes que no han sido fijadas y que se pueden modificar para tal fin: la funcion de
activacion y el valor de los pesos. Mientras que la funcién de activacion es algo que se tiene
que fijar al definir una neurona concreta (esto se conoce como hiperpardmetro), los pesos y
el sesgo son aprendidos (y por lo tanto se los llama pardmetros). A continuacién pasamos
a describir el proceso iterativo que se sigue para realizar el aprendizaje de los pesos, y las

funciones de activacién mas utilizadas.
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T
w1

L2 '*)
w3
T3 /

Wn,

O(Xr, zyw; + b) Y

Tn

Figura 2.1: Representacion de una neurona

2.1.1. Proceso de aprendizaje del perceptréon

La regla de aprendizaje del perceptron simple nos proporciona los valores de los pesos y del
sesgo a partir de un proceso adaptativo e iterativo [7]. Para poder aplicar esta regla hace

falta un conjunto de entrenamiento.

Definicién 2.2 (Conjunto de entrenamiento). Se denomina conjunto de entrenamiento a
una coleccion de puntos {(x°,2°), (x',2Y), ..., (z",2")} donde para cada i = 0,...,r se tiene

que ' € R". Los z' € R se corresponden con el resultado esperado para .

Un ejemplo muy sencillo de conjunto de entrenamiento podria ser los precios de una casa
teniendo en cuenta el nimero de metro cuadrados, el nimero de anos desde su construcciéon y
el nimero de habitaciones: {((70, 15, 2),90.000), ((150, 2, 3), 168.000), ((200, 30, 3), 383.000) }.
Una vez que tenemos el conjunto de entrenamiento, lo que esperamos del perceptrén es que

lo aprenda y sea capaz de predecir los precios de casas no contempladas en dicho conjunto.

Para ello, el siguiente paso que debemos realizar en este proceso de aprendizaje es establecer
el valor de una constante n* € R para entrenar al perceptrén. Se trata de un hiperpardmetro
positivo que recibe el nombre de tasa de aprendizaje y se encarga de controlar dicho proceso
de aprendizaje. Si el valor de esta constante es fijo en todas las iteraciones, n* = 7, tendremos
una regla de aprendizaje con incremento fijo. Cuando la tasa de aprendizaje toma valores
grandes, los pesos se modifican rapidamente y cuando toma valores pequenos, los pesos

cambian paulatinamente, decimos entonces que el perceptréon aprende poco a poco.

Una vez que tenemos un conjunto de entrenamiento y la tasa de aprendizaje establecidos, se
comienza dando valores aleatorios a los pesos y al sesgo del perceptron, se pasan las distintas
r entradas del dataset y se van modificando iterativamente los pesos y el sesgo siempre que
la salida y no coincida con la salida deseada z' . El valor de los pesos en la iteracién k + 1,

k+

denotados por w**!, viene dado por:
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witt = wh + Awk
Aw;c — nk(zk mod r __ ¢wk,bk (xk mod r))ng mod T

Simplificamos la notacién, tomamos ¢ = k mod r y denotamos por ¥ a ¢Wk’bk(xi). Por lo

tanto la regla anterior nos queda de la siguiente manera.

whtt = wh + 0 (2 — yp)ad (2.1)

El sesgo se modifica de la misma manera. A este lo podemos considerar como el peso corres-
pondiente a una nueva sefial de entrada igual a x,.1 = —1 y como valor del peso, el propio

valor del sesgo w, 1 = b.

La regla de aprendizaje es un método de deteccion de error y correccién. Sélo aprende cuando

se equivoca. Veamos cuales son los pasos a seguir para aplicarla.

Algoritmo de aprendizaje

Paso 0: Inicializacion

Inicializamos los pesos con valores aleatorios. Ir al paso 1 con k£ = 1.

Paso 1: k-ésima iteracion

Sea i = k mod r, tomamos el punto del conjunto de entrenamiento (z', 2') y calculamos .
Paso 2: Correccién de los pesos

Si 2* # y! modificar los pesos segtin la expresion:

k+1
J

wi = wi + (2 =y
Paso 3: Parada
Si los pesos no se han modificado en p iteraciones, con p € N, es decir,

w?:wk

i jeoni=k—p,... k-1

se finaliza el proceso. También podemos llegar a una parada tras un nimero marcado de

iteraciones.
En caso contrario, se incrementa k en una unidad y se vuelve al paso 1.

En el Apéndice [Bl hemos programado el perceptrén y su algoritmo de aprendizaje ademas de

los ejemplos que siguen.

Antes de ver un ejemplo de este proceso de aprendizaje es necesario explicar la otra compo-

nente del perceptrén: las funciones de activacion.
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2.1.2. Tipos de funcién de activacion

La funcién de activacién es una componente muy importante del perceptréon, y en general
de las redes neuronales, ya que sin ella, el perceptron solo seria capaz de modelar relaciones
lineales. Podemos encontrar una descripcién detallada de multiples funciones de activacion

en [4, [§]. En la tabla presentaremos las funciones de activacién mas utilizadas.

Nombre de la funcién Funcién Gréafica
1 >0
Funcién de paso v
f(v) =
0 st v<0
1 st v>1/2

Funcién lineal a trozos
flo)y=9 v+1/2 si —1/2<v<1/2

0 st v<—1/2
RELU f(v) = maz(0,v)
Sigmoide fa(v) = He%,w

Tangente hiperbdlica | f(v) = tanh(v) = ——55 —

Tabla 2.1: Funciones de activacion

Una vez explicadas la regla de aprendizaje y las distintas funciones de activacion veremos un
ejemplo en el que el perceptron es incapaz de aprender. Hablamos entonces de las limitaciones

del perceptron.
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Figura 2.2: Funcion OR

2.2. Limitaciones del perceptrén simple

Comenzamos mostrando un ejemplo de funcién que el perceptrén si que es capaz de modelar.

Ejemplo 2.1 (Funcién légica OR). La funcion ldgica OR es una funcion OR : {0,1} X
{0,1} — {0,1} que se define segiin la tabla[2.9

x1 x9 | OR(x1,29) = 2
0 O 0
1 0 1
0 1 1
1 1 1

Tabla 2.2: Funcién OR

Una representacion grafica de esta funcion viene dada en la figura [2.2] donde el valor esperado

para cada para (z1,22) viene dado dentro del punto.

Nuestro conjunto de entrenamiento son los puntos de la funcién OR {((0,0),0), ((1,0), 1),
((0,1),1), ((1,1),1)}. Para este ejemplo tomaremos como funcién de activacién la funcién de
paso. Ahora, ya solo nos falta entrenar al perceptrén simple. Para ello, seguimos los pasos
que vimos en la subseccion Establecemos la tasa de aprendizaje, n = 0.3, y tomamos

valores aleatorios para wq, we y b = ws:
1 1_ 1_
w; = 1.5, wy; = 1.5, wz = 2

Con estos datos establecemos el separador 1.5x; + 1.5x5 — 2 = 0. Los puntos que se queden
por debajo tomaran el valor de 0 y los puntos que se queden por encima o que estén en el
plano tomaran el valor de 1. Esto lo podemos ver en la figura [2.3al En ella observamos que
hay casos que estan bien clasificados, el (1,1) y el (0,0), y otros que no, como el (1,0) y el
(0,1).
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Proseguimos con el algoritmo de aprendizaje. El siguiente paso es calcular la salida en cada

uno de los 4 casos.

» Caso 1: 2° = (0,0),2° =0
v=15-0+15-0-2=-2<0=19) =0
Como 2% = ¢? = 0 el punto (0,0) estd bien clasificado
» Caso 2: 2! = (1,0),2' =1
v=15-1+15-0-2=-05<0=y =0

El punto (1,0) est4 mal clasificado ya que z = 1 # y{ = 0. Aplicamos entonces la regla
del perceptrén 2.1}

w? =w +03(z' —y)r; =15+03-1-1=18
2 _ .1 1 1 _ —
wy =wy +0.3(2" —y;)re=15+03-1-0=1.5

w2 =wh +03(z' —yrs=2403-1-(-1)=1.7

Los nuevos valores de los pesos y el sesgo, w? = 1.8, w3 = 1.5,b* = 1.7 = w2, determinan
un nuevo separador 1.8z1+1.525—1.7 = 0. Como podemos observar en la figura[2.3D] al
actualizar los pesos y el sesgo, el perceptron ha aprendido y ya clasifica correctamente el
punto (1,0). Sin embargo, para el punto (0,1) sigue haciendo una clasificacién errénea,

el perceptrén tiene que seguir aprendiendo.

» Caso 3: 22 =(0,1),22 =1
v=18-0+15-1-17=-02<0=y=0
Actualizamos los pesos y el sesgo segiin la regla de aprendizaje.
w? =w? +0.3(z2 — Yz, =1.84+03-1-0=1.8
wi =ws +0.3(22 — Yz =15+03-1-1=1.8
wi =ws +0.3(2 —y3)r3 =1.7+03-1-(=1) =14

Los nuevos valores de los pesos y el sesgo, w? = 1.8, w3 = 1.8,b% = 1.4 = w3, determinan

un nuevo separador 1.8x1 + 1.8z — 1.4 =0

» Caso 4: 22 = (0,0),2> =0

v=18-1+18-1-14=22<0=y; =1
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.
. 8
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A .

(a) 1521 + 1525 —2=0  (b) 1.8z + 1523 —1.7=0 (c) 1.8z + 1.825 — 1.4 =0
Figura 2.3: Aprendizaje del perceptron funcién OR

Como z = 1 = 9? el punto (1,1) estd bien clasificado, entonces los pesos y el sesgo no

se modifican.

Podemos ver en la figura [2.3c que el perceptron ya clasifica correctamente todos los
casos. Por lo tanto, en las siguientes iteraciones de la regla, al ser z = y, los pesos y el

sesgo no se actualizaran dando lugar al fin del algoritmo de aprendizaje.
Este ejemplo lo podemos ver también en el Notebook que encontramos en el Apéndice [B]

Acabamos de ver que el perceptron es capaz de simular la funcién l6gica OR. Esto nos hace
preguntarnos si el perceptron es capaz de simular otras funciones logicas como las funciones
AND o XOR. En el siguiente ejemplo veremos qué sucede cuando el perceptrén intenta

modelar la funcién XOR.

Ejemplo 2.2 (Funcién légica XOR). La funcion légica XOR es una funcion XOR : {0,1} x
{0,1} — {0,1} que se define segin la tabla 2.5,

r1 x9 | XOR(x1,29) = 2
0 0 0
1 0 1
0 1 1
1 1 0

Tabla 2.3: Funcion XOR
Al igual que en el ejemplo anterior, esta funcién se puede representar como se muestra en la
figura [2.4]

El conjunto de entrenamiento viene determinado por los valores de la tabla 2.3 Procedemos

de la misma manera que en el ejemplo anterior. Tomamos unos pesos y un sesgo aleatorio:
wi =1, wy =1, w} = 0.5

Hace falta establecer también el valor del ratio de aprendizaje: n = 0.25. Con los datos

establecemos el separador xy + x5 — 0.5 = 0. Los puntos que se queden por debajo de dicho
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Figura 2.4: Funciéon XOR

X2

X2

o o s
(a) 21+ 22— 0.5=0 (b) 0.7521 +0.7525 —0.75 = 0 (¢) 0.25z1 +0.2522 — 1.25 = 0

Figura 2.5: Aprendizaje del perceptron funcién XOR

separador, el perceptréon devolvera el valor 0 y los puntos estén en el plano o se queden encima
de él, devolvera el valor 1. Esto lo podemos ver en la figura [2.5al En ella observamos que hay
casos que estan bien clasificados, el (1,0), el (0,1) y el (0,0), y otros que no como el (1,1).

Continuamos con el algoritmo de aprendizaje. El siguiente paso es calcular la salida en cada
uno de los 4 casos.

» Caso 1: 2° = (0,0),2° =0
v=0+0-05=-05<0=19"=0
Como 2z = y{ = 0 el punto (0,0) estd bien clasificado.
» Caso 2: 2! = (1,0),2' =1
v=14+0-05=05>0=1yl =1

El punto (1,0) estd bien clasificado ya que z' =1 = yj.
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Wy Wy b n z ¥ Xy X
1 1 1 2.5 .25 @ 1 1 1
2 B.75 2.75 2.75 .25 @ 1 1 1
3 8.5 2.5 1. @.25 ] 1 1 1
4 B.25 8.25 1.25 .25 a a 1 1

Tabla 2.4: Variacién de los pesos y el sesgo

» Caso 3: 22 =(0,1),22 =1

v=0+1-05=05>0=19"=1
El punto (0,1) estd bien clasificado ya que z? = 1 = y3.
Caso 4: 23 = (1,1),23 =0
v=14+1-05=15>0=19" =1

El punto (1,1) estd mal clasificado ya que la salida esperada es z* = 0. Por lo tanto

hace falta actualizar los pesos y el sesgo segun la regla de aprendizaje.
wi =w; +0.25(z° =y} =1+0.25-(=1)-1=0.75

ws = wy + 0.25(2° — 42wy =14+ 0.25-(=1) -1 =0.75
wi = ws +0.25(2° — ¢33 =0.5+0.25- (—1) - (—1) =0.75

Los nuevos valores de los pesos y el sesgo, w} = 0.75, w3 = 0.75, w3 = 0.75, determinan

un nuevo separador 0.75z; + 0.75z, — 0.75 =0

En la figura [2.5b, observamos que el perceptrén sigue clasificando bien los puntos (0, 0),
(1,0), (0,1), sin embargo, sigue sin clasificar correctamente el punto (1, 1).

Para ver como se van modificando los pesos y el sesgo en las siguientes iteraciones hemos
programado una funcién en Mathematica. El cédigo lo encontramos en el Apéndice [B]
Esta funcién nos devuelve la tabla que vemos en la figura [2.4. En ella observamos que
en la cuarta iteracién el perceptrén ya clasifica bien el punto (1,1). Obtenemos los

siguientes valores para los pesos y el sesgo:
wi =025, wy =025, w; = 1.25

Se corresponde con el separador 0.25x7 4+ 0.25z5 — 1.25 = 0. Este separador aparece
representado graficamente en la figura [2.5¢, El perceptréon ya clasifica bien el punto

(1,1) pero lo hace sacrificando la correcta clasificacion de los puntos (0,1) y (1,0).

En el Apéndice [B] podemos ver como el perceptrén no consigue modelar la funcién

XOR. Esto se debe a que este proceso, para este caso, no converge independientemente
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de los valores que se tomen, por lo tanto, el perceptrén es incapaz de simular la funcién
logica XOR. ;Qué es lo que hace que el perceptrén sea capaz de simular la funcion OR
pero no la XOR? Para responder esta pregunta hace falta introducir el concepto de

separabilidad lineal.

2.2.1. Separabilidad lineal

Introducimos los conceptos necesarios para entender la separabilidad lineal [9] [10].

Definicién 2.3 (Hiperplano). Sea E un espacio euclideo de dimension n, se denomina hi-

perplano de E a un subespacio afin de dimension n-1.

Definiciéon 2.4 (Separabilidad lineal). Sean A y B dos conjuntos de puntos en un espacio
euclideo E de dimension n, se dice que A y B son linealmente separables si existen n+1

numeros reales wq, ..., wy, k tales que:
» Va € A YT wa; >k, con a; la i-ésima componente de a.
» Vb e B,Y " wib; <k, con b; la i-ésima componente de b.

Geométricamente, A y B son linealmente separables si existe un hiperplano E que separa los
puntos de A y los de B. Segun la definiciéon dada, el hiperplano podria contener puntos de A

y vendria dado por la siguiente ecuacion:

WL + Welg + ...+ WLy = b

Si volvemos a los ejemplos que hemos visto en la seccién anterior podemos observar que
claramente al graficar la funcién OR, figura [2.2) los puntos son linealmente separables. En

cambio, los puntos de la funcion XOR, figura[2.4] no lo son. Veamos que en efecto, no lo son.

Si el dataset XOR es linealmente separable, entonces existen wy, wy y b tales que para todo
((x1,22),y) del dataset XOR se verifica que wix; + woxs < bsiy =0, y wixy + woxrs > b si
y = 1. Por lo tanto:

wy-04+we-0<Db

w1y - 1+ wao - 0 Z b

w1y 0+ wso 1 Z b

wy-1l4+we-1<b

De estas inecuaciones obtenemos que b > 0, w; > by wy > by con la ultima inecuacion
obtenemos una contradicciéon: wy; + we < b. Entonces, la funcion XOR no el linealmente

separable.

En el siguiente teorema veremos como el perceptrén solo es capaz de clasificar correctamente

aquellos puntos que son linealmente separables.
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Teorema 2.1 (Convergencia del perceptrén para clasificacion binaria). Sea el conjunto de
entrenamiento dado por {(x',z%), (2%, 22), ..., (2%, 2F)} donde ' € R™ y 2* € {0,1} es
la salida esperada de x°, Vi € {1,...,k}. El perceptrén simple con la funcién de paso como
funcién de activacion clasifica correctamente todos los puntos x* si y solo si dicho conjunto

es linealmente separable.

Demostracion. Veamos la implicacion hacia la derecha, suponemos que existe un perceptréon
simple de n entradas que clasifica todos los puntos correctamente, es decir, que para todo z?,
dwp(x') = 2%, por lo tanto existen distintos nitmeros reales wy, ..., w, como pesos y b > 0

como el sesgo tales que:

1 si S0 wal +b5>0
2 =
0 si X", wial +b<0

Restando b a ambos lados, nos queda lo siguiente:

1 st Y wir; > —b
Zj g

0 si >, wir) < —b

Los valores de los pesos y el sesgo corresponden con los nimeros reales de la definiciéon de
linealmente separable. Por lo tanto podemos definir el conjunto A formado por todos los z!
cuyo valor 2z = 1 y el conjunto B formado por los z! que hacen que z* = 0. Por lo tanto,
los conjuntos A y B son linealmente separables y entonces el conjunto {(z', z'), (2%, 2%), ...,

(x*, 2%)} es también linealmente separable.

Veamos la implicacién hacia la izquierda, suponemos que los puntos son linealmente separa-
bles, entonces existen dos conjuntos A y B en los que podemos agrupar nuestros puntos. Sin
pérdida de generalidad podemos escoger A = {z' | 2/ =1}y B={2"| 2 =0} con 1 < i < k.

Por la definicién de linealmente separable tenemos lo siguiente.
owrl >b osi ol e A
"wal <b osi 2l €B

Pero los nimeros reales wy, . . . , w,, —b son exactamente los pesos y el sesgo del perceptron, por

lo tanto ya hemos encontrado el perceptron que clasifica correctamente todos los puntos. [

Acabamos de ver que el perceptrén sélo permite resolver problemas que son linealmente se-
parables, y los problemas reales raramente lo son. Estas limitaciones supusieron el abandono

de muchos cientificos en una busqueda sin éxito de un algoritmo de aprendizaje capaz de
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implementar funciones de cualquier tipo. Sin embargo, estas limitaciones hicieron plantearse
la necesidad de introducir capas intermedias o capas ocultas entre la capa de entrada y la de
salida. Surgieron asi, las redes neuronales artificiales. No fue hasta 1986 cuando Rumelhart,
Hinton y Williams desarrollaron un algoritmo de aprendizaje, el algoritmo de propagacion
hacia atrds, con el que se puede entrenar redes con multiples perceptrones conectados calcu-

lando los pesos y el sesgo a partir de un conjunto de entradas y salidas esperadas [4].

En las secciones siguientes veremos estos avances que hacen que las redes neuronales artifi-

ciales sean estructuras tan interesantes.

2.3. Redes neuronales artificiales

Las redes neuronales artificiales estan formadas por perceptrones que estan conectados unos
a otros haciendo asi posible que la informacién de entrada viaje por toda la red produciendo

al final unos valores de salida. A continuaciéon proporcionamos una definicién formal.

Definicién 2.5 (Red neuronal artificial). Una red neuronal artificial, o RNA, es una funcion
Nwg : R" — R™ que depende de un conjunto de pesos W y un conjunto de parametros 0 que
involucra a la descripcion de la funcion de activacion, a las capas, la conexion entre neuronas

y cualquier otra consideracion en su arquitectura.

La forma en la que se conectan los perceptrones determinan distintas arquitecturas. La mas
comin y la que necesitamos introducir para este trabajo es la red neuronal hacia adelante
(feedforward network). No obstante, existe una gran variedad de arquitecturas, en este trabajo
carece de sentido profundizar en ellas, por lo que nos limitaremos a mostrar una imagen en
la que aparezcan otros tipos, ver figura En [II] encontramos més informacién sobre las

distintas arquitecturas que existen.

Definicién 2.6 (Red neuronal multicapa hacia adelante). Una red neuronal multicapa hacia
adelante definida en un espacio n-dimensional real es una funcion N : R" — R™ tal que para

cada x € R", N(z) es la composicion de las funciones

N(x) = fyy10---0 fi(z)

donde k € Z con k > 1 es el numero de capas ocultas, cada f; es una capa y son de la forma

fir Rd—1 — R4 1<i<k+1
Y —  fily) = (bW(i),bi (y)

siendo W@ = R%*di-1 yna matriz real, b; € R% el término de sesgo y ¢ la funcion de

activacion.
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Notar que dy = n y dry1 = m. Estos valores se corresponden con el tamano de la capa de
entrada y con la de salida respectivamente. Los deméas d; con 0 < ¢ < k + 1 representan la

amplitud de la i-ésima capa capa oculta.

Definicién 2.7 (Amplitud de la RNA hacia adelante). Dada una red neuronal multicapa
hacia adelante la amplitud de su i-ésima capa oculta es el valor que toma d; € 7 con 1 < i < k.

La amplitud de la red neuronal multicapa hacia adelante es el max{dy,...,dx+1}.

Para representar una RNA hacia adelante se utiliza una secuencia de niimeros. Esta secuencia
consiste simplemente en las distintas amplitudes de la red desde la capa inicial hasta la final
seguidas de un guién. Por ejemplo en la figura[2.7]1a RNA se le denominarfa 3-2-3-2. Una vez

visto todo los conceptos necesarios para entender la RNA hacia adelante veamos un ejemplo.
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Layer 0
(Input layer)

Layer 3

Layer 1 Layer 2 (Output layer)

\ /
\ /
e -

Hidden layers

Figura 2.7: Red neuronal multicapa hacia delante o red 3-2-3-2

Ejemplo 2.3. Sea la red 5-3-2, se trata de una red multicapa hacia adelante con una capa
oculta. La amplitud de cada capa es: dy = 5,dy = 3,dy = 2 y la amplitud de la red es
max{5,3,2} = 5.

8
-

8

&
N

EIREREIREIRE]
w [ N

)
o

Figura 2.8: Ejemplo

Por la definicion tenemos que esta red neural es una funcion N : R® — R? con N =
fao fi(z), x € R®. f1 y fa son la capa oculta y capa de salida, respectivamente. fi : R® — R?
y fo: R® — R2. Para cada funcién hay asociada una matriz de pesos y un vector de sesqos.

En este caso W es una matriz5 x 3 y W, una 3 x 2.

W11 Wi2 W13

Wo1 W2 W23 V11 V12

W = w® =
= |W31 W32 W33 = V21 V22
W41 W42 W43 V31 Us2

Ws1 W52 Ws3 |

Cada w;j es el peso asociado a la entrada x; y a y;, con1 <i <5yl <75 <3.
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Cada v;; es el peso asociado a y; y a zj, con1 <i<3yl<j<2

Al igual que vimos el algoritmo de aprendizaje del perceptén, a continuacién veremos como

aprende una RNA.

2.4. Propagacién hacia atras

Lo que hace que las RNA sean tan interesantes es su capacidad de aprender y formarse
a si mismas. Lo hacen mediante un proceso denominado propagacion hacia atrds [4]. Este
método modifica los pesos de manera que estos sean capaces de almacenar lo mejor posible
el conocimiento adquirido. Puede ser visto como un proceso iterativo de optimizacion en el
que se busca minimizar el error. En esta seccién vamos a ver brevemente la regla Delta, esta
regla trata de determinar los pesos de manera que se minimice la funcién del error cuadratico
siguiente:
k m . .
E=3> 3 (v

1
243

(2

El proceso que se sigue para encontrar el minimo de esta funcion se conoce como regla del

descenso por gradiente.

2.4.1. Descenso por gradiente

Este método tiene su base en conceptos de andlisis matematico, en particular algunos rela-

cionados con el calculo de derivadas parciales.

Definicién 2.8 (Derivada parcial). Sea f : A — R", con A un abierto de R, y x € A. La

derivada parcial de f respecto a la j-ésima variable en el punto x se define como

Of() _ . fla-+he;) — f()

aSCj h—0 h ’

si existe este limite. Aqui, e; representa un vector de R" cuyas componentes son todas 0

excepto la j-ésima que toma el valor 1.

Definicién 2.9 (Gradiente). Dados un abierto A de R"™ y una funcion f : A — R derivable, el
gradiente o vector gradiente de f se define como el vector cuyas componentes son las derivadas

parciales de f:

Vf(x)= (afj)ci:f)”aéj;x(f)) Ve = (xq1,...,2,) € A
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Geométricamente, si f toma valores en R podemos interpretarla como una superficie en R"*!,

donde las componentes de cada punto tengan la siguiente forma:
(%1, ... 2, f(21,...,2,)), donde (z1,...,2,) € ACR"?

El gradiente de una funcién esté asociado a la direccion en la que se producen los mayores
cambios en la funciéon. En términos de la superficie anterior, el gradiente determina la direc-
cién hacia la cual la pendiente del vector tangente a la superficie es mayor. Si nos desplazamos
una pequena distancia sobre la superficie en la direcciéon opuesta a dicho vector (determina-
da por —V f(z)), nos encontramos en un punto cuyo valor de f es menor. Es decir, hemos

descendido en la superficie hacia un punto de menor valor.

Esa es la idea basica que se sigue en el método del descenso por gradiente. Comenzando en

k+1

un punto cualquiera z*, generalmente aleatorio, se calculan nuevos puntos z**! de forma que:

mlc+1 — xk _ UVf(l’k)

donde 7 es un factor positivo que determina la magnitud de cambio. De forma general pode-

mos definir el método como sigue:

T aleatorio

ZL’k+1 — ij _ an(l‘k) k>1

Podemos suponer lo siguiente:

flah) = f(2®) = f(a®) = ...

luego el método del descenso por gradiente converge hacia un minimo local de la funcion
f. El interés radica en poder determinar cuando dicho minimo es global. Si la funcion es
convexa este hecho estd garantizado (incluidas en el Apéndice , por lo tanto, en estos
casos, el descenso de gradiente converge a un minimo global. Sin embargo, esto no tiene
por qué ocurrir siempre, si la funcién tiene un gran nimero de maximos y minimos locales,
resulta complicado determinar el comportamiento del descenso por gradiente. En concreto,
la funcién error suele tener un gran nimero de minimos locales y el algoritmo de aprendizaje

puede quedar atrapado en un minimo local no deseado, ya que en él, el gradiente vale cero.

Para prevenir esta situacién, Hinton y Williams (1986) [12] propusieron que se tuviera en
cuenta también el gradiente de la iteracion anterior y realizar un promedio con el gradiente de
la iteracion actual. Este promedio produce un efecto de reduccion drastica de las fluctuaciones
del gradiente en iteraciones consecutivas. Por tanto, se modifica la regla de retropropagacion

teniendo en cuenta el descenso seguido en el paso anterior y descendiendo por una direccion
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intermedia entre la direccién marcada por el gradiente (en sentido opuesto) y la direccién

seguida en la iteracion anterior, como se expresa en la siguiente ecuacion.

oFE

Awrt = aAwk =
w o’ w”Jrn@w

17 -
a es la constante de momentos y toma valores entre 0 < o < 1. Es la que controla el grado
de modificacion de los pesos teniendo en cuenta la modificacién en la etapa anterior. Cuando

a = 0 tenemos la regla Delta.

En nuestro trabajo, no necesitaremos utilizar la regla de aprendizaje para las RNA ya que
con el método que proporcionaremos, los pesos y el sesgo se calcularan explicitamente sin
tener que realizar el proceso del descenso por gradiente. Esto lo veremos en el capitulo {4 en
él también veremos que las RNA feed forward son aproximadores universales. Para ver esto
sera necesario introducir la nocién de conjunto semisimplicial ademas de otros resultados

importantes. Todo esto lo vemos en el siguiente capitulo.



Capitulo 3
Conjuntos semisimpliciales

Los conjuntos semisimpliciales, también llamados complejos simpliciales, son una estructura
de datos ampliamente utilizada para representar espacios topolégicos. En concreto, estos
objetos matematicos sirven para representar una descomposicién de un espacio topoldgico
en piezas simples llamadas simplices. En este capitulo proporcionamos las definiciones y
resultados necesarios sobre conjuntos semisimpliciales para llegar a demostrar el Teorema
de Aprozimacion Simplicial [3], que es un resultado fundamental para nuestro trabajo sobre
redes neuronales. Los conceptos que veremos en este capitulo estan basados en los vistos en

el curso de Geometria y Toplogia de Superficies de la Universidad de La Rioja [13].

3.1. Nociones basicas de los conjuntos semisimpliciales

Empezamos definiendo las piezas mas simples de estos conjuntos semisimpliciales.

Definicién 3.1 (i-simplice). Sean {vg,...,v;} i + 1 puntos independientes del espacio afin
R™ con i < n. Un i-simplice es una tupla o = (vo,...,v;) y su realizacion es un conjunto

convezo denotado por |o| y dado por

ol = {hovo+ -+ A | YN =1, 0< )\ €R}

=0
Denotamos por dim(c) a la dimension de o.

Dados dos simplices, 7 y o, se dice que 7 es una cara de o si ) # 7 C 0. Si 7 es distinto de o
se dice que 7 es una cara estricta de o y se denota por o > 7. A los 0-simplices se les llama
vértices; a los 1-simplices, aristas; y a los 2-simplices, tridngulos. La frontera de un simplice
o, denotada por bd(c), estd formada por las uniones de todas las caras estrictas de dicho

simplice y el interior de o es int(o) = |o| — |bd(0)|.

21
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Cuando juntamos distintos simplices, se forma una estructura mas compleja llamada conjunto

semisimplicial. Veamos en qué consiste.

Definicién 3.2 (Conjunto semisimplicial). Un conjunto semisimplicial es un par (X, S),
donde X es un conjunto de puntos en R™ y S una familia de subconjuntos finitos de X

verificando las siguientes propiedades:
1. Siz e X = el 0-simplice (x) € S.
2. SiteS=1#0.
3. SiceSyo-T1=T1€S5.
Se dice que el conjunto semisimplicial (X, S) tiene dimension m conm = sup{dim(c)|oc € S}.

En un conjunto semisimplicial (X, S), la familia de los simplices S determina al conjunto X,
al considerar simplices de dimensién 0. Por este motivo, a un conjunto semisimplicial se le

puede denotar simplemente por S.

Todo conjunto semisimplicial, .S, tiene asociado un subespacio del espacio euclideo R™ que

recibe el nombre de realizacion.

Definicion 3.3 (Realizacion). Sea (X, S) un conjunto semisimplicial. Sea V el espacio vec-
torial real libre sobre el conjunto X (es decir, los elementos de V' son combinaciones lineales
finitas de la forma Agvg + -+ + Mvg,v; € X, N € R). Se llama realizacion candnica del

conjunto semisimplicial (X, S) al siguiente subconjunto de V :
|(X,S)‘ = {)\gvo—i-"'—'—)\nvn | Z)\l = 1, 0 S )\,L GR,(UO,...,Un) € S}
=0

dotado de la topologia final respecto a la familia de inclusiones |(vg,--- ,v,)| — |[(X,9)],
donde (vg, -+ ,v,) € S.

Es decir, la realizaciéon de un conjunto semisimplicial consiste en la unién de las realizaciones
de todos sus simplices con la topologia final. Notar que si S es finito la realizacién es un

espacio compacto ya que es cerrado y acotado.
Veamos un ejemplo de los conceptos introducidos hasta ahora.

Ejemplo 3.1. Consideramos el conjunto semisimplicial, S que viene representado en la figura
[5.1. Hasta ahora hemos visto la definicion de i-simplice, conjunto semisimplicial y realizacion.

Primero veamos un ejemplo de los distintos simplices que encontramos en S.
» O0-simplices: son los vértices de la figura: (vo), (v1),. .., (ve).

= 1-simplices: se corresponden con las aristas del conjunto, podemos tomar como ejem-

plo los simplices (vg,v1), (v, v3), (vs, Vg).
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V3.e
o Ug

Vg @

Vo e o U1 L
Vs

Figura 3.1: Ejemplo conjunto semisimplicial

» 2-simplices: En nuestro conjunto hay 3: (vs, vy, vs), (v, vs,vs), (Vs, Vs, V).
» 3-simplices: Solo hay uno y es (vs, vy, vs, Vg).

Como ejemplo de cara de este 3-simplice podriamos tomar a (v3) o a (v3,vy) o también a
(v4,v5,06). La frontera del 2-simplice o = (vs,vs,v) es bd(o) = {(vs), (vs), (vs), (vs,v5),
(v3,v6), (vs,06)} y entonces int(o) seria el interior del tridngulo (lo que resulta de quitar

las aristas al tridngulo).

El conjunto semisimplicial S estaria formado por la lista de todos los 0-simplices, 1-simplices,
2-simplices y 3-simplices. Y la realizacion |S| seria el subespacio de R® que hemos represen-

tado en la figura 3.1,

Definicién 3.4 (Subconjunto semisimplicial). Sea S un conjunto semisimplicial, se dice que

L es un subconjunto de S si es un conjunto semisimplicial tal que L C S.

A continuacién, vamos a ver el subconjunto semisimplicial que mas vamos a utilizar en el

trabajo, el j-esqueleto.

Definicién 3.5 (j-esqueleto). Sea S un conjunto semisimplicial, el subconjunto semisim-
plicial formado por todos los simplices de S de dimension igual o menor que j se denomina

j-esqueleto de S y se denota como SY). El0-esqueleto de S consiste en el conjunto de vértices.

Ejemplo 3.2. Sea el conjunto semisimplicial el definido anteriormente en la figura |3.1].
Veamos un ejemplo de j-esqueleto. Tomando j = 1, el 1-esqueleto de S, SW), estd formado

por todos los vértices y aristas que hay en S. Encontramos una representacion del mismo en

la figura 3.9

A continuacioén, introducimos la nociéon de estrella de un simplice ¢ en un conjunto semisim-

plicial S. Intuitivamente, es el conjunto de simplices en S que tiene a o como cara.

Definicion 3.6 (Estrella). Sea S un conjunto semisimplicial y sea o € S. Se llama estrella

de o y se denota por str(o) al subconjunto semisimplicial:

str(c)={reS|3Ipes, 7Cp, pNo#0}
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V3.e
o Ug

Vg @

Vo e L X0 L
Vs

Figura 3.2: 1-esqueleto del conjunto semisimlicial de la figura

Denotamos por N(0) = Urcq(s)int(7) al conjunto abierto formado por los interiores de los
simplices que forman la estrella de o.

A continuacién se definen los conceptos de maximal y adyacente que apareceran en la de-

mostracion del Teorema de Aproximacion Simplicial.

Definicién 3.7 (Simplice maximal y adyacente). Sea S un conjunto semisimplicial y o € S
un simplice, se dice que o es maximal si no es una cara de ningun otro simplice en S. Se

dice que o' es adyacente a o si o y o' comparten una cara en S.
A continuacién veremos un ejemplo con las tltimas nociones introducidas.

Ejemplo 3.3. Tomando el conjunto semisimplicial definido en la figura [3.1], calculamos la
estrella del simplice (vy). Para ello, buscamos todos los simplices que verifiquen o > (vg). Se
cumple para o = {(vg, v1), (vo,v2)}. Para tener entero al conjunto hace falta incluir todas las
caras de estos simplices. Por lo tanto, str ((vg)) = {(vo), (v1), (v2), (vo,v1), (vo,ve)}. Podemos
encontrar una representacion de la misma en la figura[3.3,

V2
[ ]

Vp e o U1

Figura 3.3: Estrella de vy del conjunto semisimplicial de la figura

En cuanto a los simplices maximales tanto (vo, v1, va) como (vs, vy, Vs, Vg) lo Son porque no son
cara de ningin otro simplice. Los simplices (vi,vq) y (v2,v3) son adyacentes ya que comparten
al vértice (vy). Del mismo modo que lo son (vs, vy, vg) y (v4,vs,06), que comparten la arista

(’U4,Uﬁ).

Una vez visto este ejemplo, pasamos a introducir unos conceptos que nos permitiran medir

el tamano de un simplice de un conjunto semisimplicial.

Definicién 3.8 (Didmetro y medida). Sea S un conjunto semisimplical, el didmetro de un
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simplice o en S se define como :
diam(o) = maz{||z —y|| | z,y € o}

donde || - || es una métrica.

La medida de S se define como:

m(S) = max{diam(c)|Vo € S}

3.2. Subdivision baricéntrica

Los conjuntos semisimpliciales son estructuras de datos combinatorios que se utilizan para
modelar espacios topoldgicos [3]. Una manera de obtener un modelo més refinado a partir de
uno ya existente consiste en subdividir el que ya tenfamos en piezas mas pequenas de forma
que el resultado sea topoldgicamente equivalente al que teniamos.

Definicién 3.9 (Subdivisién). Sean S y S’ conjuntos semisimpliciales, se dice que S’ es una

subdivision de S si:
118 =15
2. Si existe o' € S entonces existe o € S tal que o' C o

La subdivision baricéntrica es un ejemplo concreto de subdivisiéon de conjuntos semisimpli-
ciales. Antes de introducir la definicién de subdivisién baricéntrica nos hace falta saber qué

es el baricentro de un i-simplice.

Definicién 3.10 (Baricentro). El baricentro de un i-simplice o = (vo, ...,v;) se denota por
b(o) y viene dado por
L1
b(o) = -
() ;) it17

Con esta definicion, la idea de subdivision baricéntrica surge de manera natural. La definicién

que proporcionaremos de subdivisiéon baricéntrica viene dada de manera inductiva.

Definicién 3.11 (Subdivisién baricéntrica). Sea S un conjunto semisimplicial, la subdivi-
sion baricéntrica del 0-esqueleto de S estd definida como el conjunto de vértices de S, esto
es, Sd SO = SO Sd S denota la subdivision baricéntrica de S. Asumiendo que tenemos
Sd SU=V | la subdivision baricéntrica del (i-1)-esqueleto de S, Sd S se construye aniadiendo
el baricentro de todos los i-simplices de S como nuevos vértices, cada uno de estos vértices
que surgen de un i-simplice o se conecta con todos los simplices que subdividen la frontera de

g.
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La subdivision baricéntrica de un conjunto semisimplicial S, con dim(S) = m, se corresponde
con la subdivisién baricéntrica del m-esqueleto de S, por lo que Sd S = Sd S . La iterada
aplicacion de la subdivision baricéntrica se denota como Sd™ S donde n € N es el numero de

iteraciones.

A continuacién veamos un ejemplo de como, a partir de un conjunto semisimplicial S, cons-

truir su subdivisién baricéntrica Sd S.

Ejemplo 3.4. Sea S el conjunto semisimplicial que aparece en la figura [3.4)

C
[ ]

ae eh

Figura 3.4: Conjunto semisimplicial S

Para construir la subdivision baricéntrica del conjunto S sequimos los pasos que nos marcan

la definicion.

» 0-esqueleto: Sd S© = SO En la figura encontramos una representacion del

mismo.

[ Il

ae oh

Figura 3.5: Sd S©

s l-esqueleto: Calculamos primero los baricentros de cada 1-simplice:
b((a,b)) =Lta+3ib=d, b((a,c)) = 3a+3c=f, b((b,c)) =3b+ic=e

Una vez que ya tenemos los baricentros, lo unimos con cada uno de los simplices que

subdividen la frontera del 1-simplice asociado al baricentro. La representacion de Sd S™
estd en la figura[3.0,.

= 2-esqueleto: En este caso solo tenemos un 2-simplice, calculamos su baricentro.

1 1 1
b((a,b,c)) = §a+ §b+ 3€=9

Unimos este punto a todos los simplices que surgen de la subdivision de la frontera de

(a,b,c). Por ejemplo, en la subdivision de la cara (a,b) aparecen dos nuevos simplices:
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C
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Figura 3.6: Sd S

(a,d) y (b,d). Uniendo estos simplices al baricentro nos quedan (a,d,q) y (b,d,g).
Hacemos esto con todas las caras estrictas de (a,b,c) y nos queda el siguiente conjunto

semisimplicial representado en la figura[3.7]

C
o
f
] L X§]
g
o
ae ® o)
d

Figura 3.7: Sd S®

Notar que el tamano de los simplices de Sd S ha decrecido con respecto al de los simplices
de S. En la figura [3.8] extraida de [14], podemos observar como decrece el tamaiio de los

simplices cuando calculamos la segunda subdivisién baricéntrica.

Figura 3.8: Divisiones baricéntricas

Y es que, el tamano de los simplices de Sd™ S decrece rapidamente cuando n crece. Esto es
un hecho general que probaremos a continuaciéon. Para la demostracion necesitaremos hacer

uso del siguiente lema.
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Lema 3.1. Dado S un conjunto semisimplicial, el conjunto Sd S es igual a la coleccion de

todos los simplices de la forma:

(b(a1),b(02),...,b(0n))
donde 01,09, ...,0, son simplices de S y verifican o1 > 09 = ... = 0,.

Demostracion. Lo probamos por induccion.
Caso base Sd S

Es inmediato ver que los simplices de Sd S© son de esa manera. Recordamos que Sd S
estd formado por el conjunto de los vértices del complejo simplicial S, como b(v) = v con v
vértice del complejo, tenemos que Sd S(© queda determinado por todos los simplices de la

forma (b(v)), con v vértice se S.
Suponemos cierta la proposiciéon para p. Veamos para p + 1.
Caso p+1 Sd S»+1)

Para construir Sd S®*1) seguimos los pasos que nos indica la definicién de la subdivisién
baricéntrica. Tomamos ¢ un (p + 1)-simplice de S y calculamos b(c). Una vez calculado el
baricentro tenemos que unir este punto con todos los simplices que surgen de la subdivision
de la frontera de o. Estos simplices estdn en Sd S® . asi que, por la hipétesis de induccién
tenemos que son de la forma (b(oy),...,b(0,)) con o1 = 09 = ... = 0, y 01 €s una cara
estricta de o. Al unir estos simplices de Sd S con el baricentro nos quedan simplices de la

siguiente manera (b(o),b(a1),...,b(0n)). O
Ahora, veremos en el siguiente teorema que dado un € > 0 podemos encontrar una subdivision
baricéntrica de manera que el didmetro de los simplices sea menor que dicho e.

Teorema 3.2. Dado un conjunto semisimplicial finito S y un € > 0, existe un entero n tal

que m(Sd™ S) < e

Demostracion. Como S es finito, |S| es un subespacio del espacio euclideo R#™5) compacto
ya que es cerrado y acotado. Sabemos que todas las métricas en R” son equivalentes [2].
Recordamos que dos métricas, || - ||1 || - ||2, son equivalentes si existen constantes Cy,Cy > 0

tales que para cualquier x € R" se verifica
Chllzfly < [[z]]2 < Cof[w]]2

Por lo tanto es irrelevante la métrica que utilicemos. Consideramos la métrica del maximo
l|z]| = max{|z;| : 1 <i < dim(5)}.

Una vez que ya hemos establecido la métrica, veamos como vamos a abordar la demostracion.
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1. Primero vamos a probar que dado ¢ un p-simplice en S 'y 7 € Sd o se cumple

diam(t) < b 1diam(0)

D+

2. Probado 1, la demostracion del teorema es inmediata.

Para demostrar 1 nos va a ser muy ttil probar primero que dado un simplice o de S se verifica

que Vz € o
p .
z—blo)|] < diam(o 3.1
| ()||_ijl (o) (3.1)
Lo probamos para z = vy
P 1 1 1
vo — b(o)|| = ||vg — —;l| = ||vg — +...+ v =
oo =300 = o0 = 3= il = oo = (g0t )|
p+1 1 1 1 P 1 1
= vy — vy — V= ... — ——,|| = vy — V) — . — —— || =
p+1° p+1 0 p+1 ! p+17? p+1 " p+1 ! p+17"
1 1 1 1 P11
=l—+...+—— — V] — ... — ——U|| = vg — v)|| <
p+1 p+1] " pr1t p+17° Z;p+ﬂ0 )
p veces
<30 o =l < o =l [l ] <
vo — || < Vo — v vo — || <
Sl 0 e LCh P L
< Lmax{Hvo —yll:i=1,...,p} < b diam(o)
p+1 p+1

Lo hemos probado para vy, es andlogo probarlo para los deméas v; € o. Por lo tanto queda

probado para cualquier z € o.

A continuacién probamos 1. Sea ¢ un p-simplice y 7 € Sd o se verifica

diam(T) < 5 b diam(o)

+1
Utilizamos la induccion.
= Caso base p = 0. Este caso es trivial ya que el didmetro de un vértice es 0.
= Suponemos que se cumple para dimensiones menores que p

» Lo probamos para p. Como 7 € Sd o, 7 = (b(0y),...,b(0,)) con oy cara de oy
01 > ... > 0y, por lo tanto, diam(7) = max{||b(c;) — b(o;)|| :i,j =1,...nANo; = g;}.
Sin pérdida de generalidad, tomamos b(s) y b(s’) como los puntos que hacen méximos

el didmetro de 7. Tenemos entonces que diam(7) = ||b(s) — b(s')|| con s > .

Diferenciamos ahora dos casos: si s =0 y si 0 > s.
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Veamos el caso : Sea s’ = (v, V1, ..., Um) cOL M < P

UL |
b(o) — b(s")|| = ||blo) — il =
o)~ 005 = o001 = 3= o
m+1 1 1 1
‘b(a)— vy — vl—---—vm‘:
m+ 1 m+ 1 m+ 1 m+ 1
blo) —vy  blo) — 1y b(o) — vm 1
= b(o) —
P et S < e -l
1 2101 p 1
b — Um D d o _ d =
+m—i—1” (@) = vl = m+1p+1 iam(o) + +m—i—1p—|—1 iam(c)
m+1 veces
=P diam(o)
p+1
Por lo tanto para s = o se verifica que diam(7) < -Erdiam(o).
Veamos ahora para . Sea dim(s) =q<p
||b(0)—b(s')||H<I' a diam(s) < diam(s) < b diam(o)
g+l T ptl T pt+l

La primera desigualdad se sigue por la hipotesis de induccion, la segunda del hecho que

f(x) = —47 crece para x > 0y la tercera del hecho de que o - s.

Una vez demostrado 1, probar que dado un € > 0, existe un entero n tal que m(Sd" S) < e
es trivial. Recordamos que la medida de un conjunto semisimplicial se corresponde con el
didmetro maximo del conjunto. Sea dim(S) = k y sea v € Sd™ S tal que v verifique que

diam(v) = m(Sd™ S). Por la desigualdad probada en 1 tenemos que:

k k k E\"
n = ) < n—1 P — n—2 < ... < -
m(Sd" S) = diam(v) < k+1m(5d S) < k—i—lk—i—lm(Sd Sy <. < (k’—i—l) m(S)
Si n es lo suficientemente grande, se verifica (TL)H m(S) < e. n

A continuacion, veremos una de las principales herramientas que utilizaremos en este trabajo,

el Teorema de Aproximacion Simplicial.

3.3. Teorema de Aproximacion Simplicial

Un conjunto semisimplicial puede verse como un modelo matematico de una regién de un
espacio n-dimensional [3]. Mediante el uso de subdivisiones, podemos obtener conjuntos semi-
simpliciales mas y mas ajustados. Si pensamos ahora en funciones entre conjuntos semisimi-
plicales, estas funciones pueden considerarse como extensiones de funciones mas simples. Cu-

riosamente, tales funciones pueden considerarse como aproximaciones de funciones continuas
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definidas en la realizacién de espacios topolégicos que modelan los conjuntos semisimpliciales.

Formalicemos estas nociones.

Definicion 3.12 (mapa de vértices). Sean S y L dos conjuntos semisimpliciales. Un mapa de
vértices es una funcion ¢ : S — LO) con la propiedad de que los vértices de cada simplice

en S se asocian a los vértices de los simplices de L.

Un mapa de vértices ¢ se puede extender a una funcién continua .. : |S| — |L| de la siguiente

manera.

Definicion 3.13 (funcién semisimplicial). Sean S y L dos conjuntos semisimpliciales y sea
@ : 8O — LO) yn mapa de vértices. La funcién semisimplicial @, inducida por ¢ se define de
la siguiente forma. Sea x € |S| entonces existe un i-simplice 0 = (vg, ...,v;) en S y nimeros

reales \; > 0 tal que

D=1y x=) Ay
j=0 j=0

Entonces
i

pe(w) = 3 Ajp(vy)

=0

Cualquier mapa de vértices ¢ induce una funciéon simplicial ., pero, si queremos que dicha
funcién sea una aproximacion entre las realizaciones de ambos conjuntos semisimpliciales

hace falta anadir una restriccion sobre la estrella de cada simplice.

Definicién 3.14 (Aproximacién simplicial). Sea S y L conjuntos semisimpliciales y sea
g : |S| — |L| una funcién continua. Una funcion simplicial . : |S| — |L| inducida por el
mapa de vértices ¢ : S© — LO) es una aprozimacion simplicial si para cada vértice v de S

se verifica:

g(N(v)) C N(p(v))

Recordar que N(v) es el conjunto abierto formado por los interiores de los simplices que

forman la estrella de v. A esta condicion se la conoce como condicién de la estrella.

Existen resultados fuertes en conjuntos semisimpliciales. De entre ellos nos interesa el Teo-
rema de Aproximacion Simplicial que asegura la existencia de una funcién simplicial que se

aproxima a funciones continuas de manera arbitraria.

Antes de dar este resultado veremos una proposiciéon con la que entenderemos mejor la

demostracién.

Proposiciéon 3.3. Sea X un espacio secuencialmente compacto y sea ¥ un cubrimiento de X,

entonces eziste algun nimero real X > 0 tal que para cada x € X, 3U € ¥ con B(z,\) C U.
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Demostracion. Para esta demostracion hace falta introducir nuevos conceptos que se alejan
del tema del trabajo. La prueba de esta proposicién aparece en el Apéndice y se corresponde

con la proposicién [A.2] O

Definicion 3.15 (Numero de Lebesgue). A tal nimero \ que aparece en la proposicion
se le llama nimero de Lebesque para el cubrimiento abierto 1. Notemos que no es unico, si

A > 0 es numero de Lebesque para ¥, entonces para todo € con 0 < e <\, € también lo es.

Teorema 3.4 (Teorema de Aproximacién Simplicial). Sean S y L conjuntos semisimpliciales
finitos y g : |S| — |L| es continua, entonces existe un entero suficientemente grande t > 0

tal que . : |Sd" S| — |L| es una aprozimacion semisimplicial de g.

Demostracién. Consideramos el cubrimiento abierto de |S| formado por ¥ = {g7 (N (u))|u
vértice de L}. Como |S| es un espacio métrico y compacto es secuencialmente compacto (ver
Teorema y como ¥ es un cubrimiento de |S| existe niimero de Lebesgue \. Se elige n € N
tal que cada simplice de Sd™ S tiene un didmetro menor que A/2. Entonces todas las estrellas
de S tienen diametro menor que A, por lo que se verifica que para cualquier v vértice de S,
N(v) € g7Y(N(u)). Como ¢(v) = u, se verifica la condicién de la estrella que implica la

existencia de una aproximacion simplicial. O

Los resultados mas importantes de esta seccién y que utilizaremos en demostraciones futuras
son el Teorema [3.2| y el Teorema de Aproximacién Simplicial. Este tltimo es el pilar para

obtener un resultado cercano al Teorema de Aproximacion Universal.



Capitulo 4

Teorema de Aproximacion Universal

Dentro de los resultados mas importantes en RNA se encuentran los Teoremas de Aproxi-
macion Universal [I5], [16]. Estos nos aseguran que existe una RNA hacia adelante, con sélo
una capa oculta y una funciéon de activacién no polinomial, que puede aproximar una fun-
cién continua en un conjunto compacto de R™. Sin embargo, estos resultados solo prueban la

existencia y no nos proporcionan un método para encontrar dicha RNA.

En este capitulo demostraremos el Teorema de Aproximacion Universal y proporcionaremos
un método constructivo para encontrar los pesos de una red multicapa hacia adelante con
dos capas ocultas que aproxime cualquier funcién continua entre dos conjuntos triangulables
en espacios métricos. Para ello, necesitaremos los resultados ya vistos en el capitulo [3| sobre
conjuntos semisimpliciales y los resultados que veremos mas adelante como la extension del

Teorema de Aproximacion Simplicial y la extensién del Teorema de Aproximacién Universal.

Por ltimo, remarcar la importancia de la amplitud de las RNAs. Existen funciones continuas
sobre conjuntos compactos que no pueden ser aproximadas por una RNA independientemente
de la profundidad de la red. Varios estudios recientes han demostrado que una RNA no es

capaz de aproximar una funcién si la amplitud de dicha red no es mayor a una cota [17].

4.1. Teorema Aproximacion Universal

En esta seccién enunciaremos el Teorema de Aproximaciéon Universal y veremos una prueba
para la cual se necesitara conocer las definiciones de denso, dlgebra y el teorema de Stone-
Weirstrass. Cabe destacar que la siguiente demostracion no es el objetivo de este trabajo,

pero se incluye a continuacion para contextualizar e indicar sus limitaciones.
Veamos las definiciones y resultados necesarios.

Definicién 4.1 (Denso). Sean A y B dos subconjuntos del espacio métrico X, se dice que A

33
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es denso en B si para todo x € B y € > 0 existe un y € A tal que
|z —yll <e

Siendo || - || la métrica de X.

Definicién 4.2 (Algebra). Dado una familia A de funciones reales definidas en un conjunto
K se dice que es un algebra si es cerrado por sumas, multiplicaciones y multiplicaciones por

escalares.

Teorema 4.1 (Stone -Weirstrass). Sea K un conjunto compacto en un espacio topoldgico
cualquiera y C(K) el espacio de las funciones reales continuas definidas sobre K. Si A es un
dlgebra de C(K) tal que

s A no se anula, lo que significa que para todo x € K existe una funcion f € A tal que

f(x) #0.

» A separa puntos, es decir, que para cada par de puntos x,y € K, con x # y, existe una

funcion f en A tal que f(z) # f(y).

entonces A es denso en C(K).

Encontramos una prueba a este teorema en [I§]. A continuaciéon enunciamos el Teorema de

Aproximacion Universal.

Teorema 4.2 (Teorema de Aproximacién Universal). Sea K un subconjunto compacto de R™,
para cualquier € > 0 y cualquier funcion g € C(K), siendo C(K) el conjunto de funciones
continuas en K, existe una red neuronal hacia adelante con una capa oculta N : R* — R
definida como N(x) = fo(x) o fi(z) con fi(z) = dww 4, (7) ¥ f2(2) = dwe s, (z) tal que N

es una aprorimacion de la funcion g de manera que para todo x € K

[N () —g(x)] <e

Este teorema es equivalente a decir que el conjunto de RNA hacia adelante con una capa
oculta es denso en el conjunto C(K). El objetivo principal de la prueba que sigue es probar

este hecho.

Demostracion. Para la realizacién de la prueba vamos a aplicar el Teorema de Stone -
Weirstrass (Teorema [4.1)). Para ello definimos los conjuntos sobre los que vamos a trabajar:
K C R"™ un conjunto compacto, M™ = {g |g : R" — R} el conjunto de redes neuronales hacia

adelante con una capa oculta, y denotamos por C*’ al conjunto de todas las funciones que
van de R a R/,

Una vez definidos todos los conjuntos, lo siguiente que hacemos es comprobar que se verifiquen

las hipdtesis del teorema de Stone -Weirstrass:
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= El conjunto M" es obviamente un dlgebra en K ya que VN7, Ny € M" se verifica que
N1 +N2, N1 . NQ, OéNl € M™ con o € R.

= Lo siguiente que tenemos que ver es que M" separa puntos en K. Notar que si N € M"
N = fooficon fy € C¥y f, € C%. Sea g € O, si x,y € K con x # y, existe una
funcién f € C™ tal que g(f(z)) # g(f(y)). Es muy facil ver esta implicacién, se eligen
a,b € R? con a # by una funciéon h € C™? tal que h(z) = a y h(y) = b. Por lo tanto,
g(h(x)) # g(h(y)) y decimos que M" separa puntos en K.

= Lo iltimo que tenemos que ver es que M" no se anula. Existe N € M™ que es constante
y distinta de 0 con N = f, o f;. Para ver esto tomamos b € R tal que fo(b) # 0y
establecer fi(z) = b. Entonces para cualquier x € K, fo(fi(z)) = f2(b), esto nos asegura

que M™ no se anula.

Se cumplen todas las hipdtesis del teorema de Stone-Weistrass que implica que M™ es denso

en el espacio de las funciones continuas en K. O

En el uso préactico del Teorema de Aproximacién Universal existen dos importantes inconve-

nientes:
1. La profundidad de la red crece exponencialmente [19].

2. La demostracion no es constructiva, solo nos asegura la existencia. Por lo tanto, no nos

proporciona un algoritmo para construir una red neuronal.

Veremos mas adelante como solventar estos problemas. A continuacién introducimos los es-

pacios triangulables que jugaran un papel muy importante en dicha solucién.

4.2. Espacios triangulables

Acabamos de ver que el Teorema de Aproximacion Universal es valido para cualquier sub-
conjunto compacto de R", sin embargo, el resultado que demostraremos méas adelante solo se
cumple para espacios triangulables. Para ello hace falta introducir el concepto de triangula-

cion.

Definicién 4.3. Una triangulacion de un espacio topologico X consiste en un conjunto se-

misimplicial S y un homeomorfismo 7 : X — |S].

Un espacio triangulable es aquel que admite una triangulacion. Los conjuntos compactos y
triangulables se difieren en una propiedad topoldgica bastante técnica. Los espacios triangu-
lables son todos los compactos y localmente contractibles que pueden incrustarse en R" para
algin n. No todos los conjuntos compactos en un espacio métrico son localmente contracti-
bles (se da una definicién formal en el Apéndice, definicion , sin embargo, los conjuntos
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Figura 4.1: Pendiente Hawaiano

que no lo son, son muy raros en R" y esta propiedad topoldgica no tiene aplicacién practica
en problemas del mundo real. Por lo tanto, podemos decir que el resultado que probaremos

para espacios triangulables es cierto en una gran cantidad de problemas de redes neuronales.

Veamos un ejemplo de un espacio en R? que sea compacto pero no localmente contractible.

Se trata del pendiente hawaiano, este espacio se define de la siguiente manera.

H= nf:jl{(:r,y) €R*| (I— DQ“JQ - (i)z}

Mostramos a continuacién una representaciéon de dicho espacio en la figura [1.1] Este espacio
no es triangulable ya que es compacto pero no es localmente contractible. En encontramos

una explicacién de porqué este espacio no es localmente contractible.
Para los teoremas y demostraciones que siguen necesitaremos conocer el siguiente concepto.

Definicién 4.4 (Medida inducida por una triangulacién). Sea X un espacio topoldgico trian-

gulable y (S, T) una triangulacion de X. La medida de X inducida por (S,T) se define como
(s (X) = maz{diam(o)|o € S}

donde diam(c) = max{||x —y|| : = 77 a), y = 7°1(b) con a,b € o} es el didmetro

extendido de un simplice.

Ya hemos visto todos los conceptos y resultados necesarios para poder construir nuestra
RNA. Esto lo vamos a hacer utilizando el Teorema de Aproximacién Simplicial que nos

asegura la existencia de una aproximacion simplicial de la funciéon que queremos aproximar.
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Solo faltaria modelar esa aproximaciéon simplicial a través de una RNA hacia adelante. En la

siguiente seccién veremos como se hace.

4.3. RNA hacia adelante y funciones simpliciales

Dada una funcién simplicial ¢. : |S| — |L| donde los simplices de los conjuntos semisimpli-
ciales S y L son maximales y con dimensiones méximas, vamos a ver como construir una

RNA hacia adelante con dos capas ocultas que simule dicha funcién.

Teorema 4.3. Dada una funcion simplicial . : |S| — |L| donde los conjuntos semisimpli-
ciales S y L estan compuestos por simplices mazimales con dimensiones mazximales, podemos
definir explicitamente una red neuronal hacia adelante con dos capas ocultas N, tal que

@c(x) = N, para cualquier x € |S|.

Demostracion. Asumimos que |S| C R™ y |L| € R™ y consideramos que S estd compuesto

por k n-simplices maximales {01, ...,04} donde o; = (vf,...,v}) Vi y L estd compuesto por

r n

I m-simplices maximales {y1, ..., m} donde p; = (u), ..., ul,) Vj.
Consideramos la RNA hacia adelante N, con la siguiente arquitectura:
1. Capa de entrada, compuesta por dy = n neuronas.
2. Capa oculta primera, compuesta por d; = k(n + 1) neuronas.
3. Capa oculta segunda, compuesta por dy = I(m + 1) neuronas.
4. Capa de salida con d3 = m neuronas.

La idea es codificar el conjunto semisimplicial en las capas ocultas de la RNA. Lo primero,
un punto z € R" se transforma en un vector de dimensién k(n + 1). Este vector se puede
ver como la juxtaposiciéon de k vectores de dimensién n + 1. Uno por cada uno de los k
simplices en S. Cada vector de dimension n + 1 representa las coordenadas baricéntricas
de = respecto del simplice correspondiente. Si el punto x no pertenece a alguno de los k
simplices, las coordenadas pueden salir deformadas (nimeros mayores que uno o negativos).
Estas coordenadas las limpiaremos con una funcién de autocorreccién. La matriz W) y el
sesgo by los obtenemos de las ecuaciones para calcular las coordenadas baricéntricas de la

siguiente manera:

WO = : € Mi(nt1)xn
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donde VVZ»(I) € Mni1)xn €8

y B; € R"*! es

La matriz de pesos entre la primera y la segunda capa, W, codifica el mapa de vértices.
Como S es codificado por la primera capa oculta con k(n + 1) neuronas y L es representado
por las I(m + 1) neuronas, la matriz estd compuesta tnicamente por Os y 1s. El valor 1
representa que los vértices correspondientes estédn relacionados a través del mapa de vértices

y el 0, que no lo estan.

La matriz W® se define como sigue:

w® — (W(z) ) € Mitm41)xk(nt1)

51,82

con
si=r+1+(G-1Dm+1) j=1,...;0 r=1,....m
So=t+1+@G—1)(n+1) i=1,...;k t=1,...,n
y
1osi (o) =)
W, =
0 en otro caso
con by, =0

La salida de la segunda capa oculta puede ser vista como la juxtaposicion de [ vectores de
dimensiéon m + 1. Un vector por cada simplice del conjunto semisimplicial L. Cada vector
representa las coordenadas baricéntricas de p.(x) con respecto al simplice correspondiente.
Estas coordenadas estan degeneradas, razén por la cual realizamos una divisién en ¢*(y).

Esta funcién transforma el vector y en las coordenadas cartesianas de ¢.(x). Entonces:
W(g) = (W1(3)7 ceey VVl(s)) S mel(m-‘rl)

siendo ij(g) = (ud,...,ul )T yby=0
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Ya tenemos todos los pesos y los sesgos necesarios para construir la RNA, ya solo nos falta

definir las funciones. Para la primera capa:

¢'(z) = g"(WWa + by)

La funcién ¢* esta definida de la siguiente manera:

gk . Rk(nJrl) N Rk(nJrl)
Y1 9(y1)

y=1: — :
Yk 9(yr)

siendo 3; € R"™! y la funcién ¢ : R**! — R"*! una funcién correctora que hace cero todas

las componentes si hay alguna negativa o mayor que 1. La definimos de la siguiente manera:
0

S e R sialgun y; <0

9(y) =1 \0

Y otro caso

Para la segunda capa definimos la siguiente funcién de activacion:

o*(x) = WPz + b,

En la tercera capa

l ®3)
& = 2= Wiy
t
h
cony = | : | € MY donde y; € R™*! y ¢ es el niimero de sfmplices en los que aparece
Yi
x. Luego N, = f3 0 fy o fi siendo fi(y) = ¢§4/(i>7bi(y) = ¢'(y) parai =1,2,3. O

La demostracién original que se ofrece en [3] presenta fallos en la construcciéon. En primer
lugar, el denominador de la funcién de ¢* es un vector, por lo que no tiene sentido. La solu-
cion a este problema nos la dieron los propios autores del articulo enviandonos una versiéon
mas actualizada del mismo. Sin embargo, en la nueva demostracion seguia habiendo errores.
El primero consistia en esas coordenadas baricéntricas "deformadas", encontrabamos compo-
nentes que eran negativas o mayores que 1. Este problema lo hemos solucionado andiendo

una funcién autocorrectora que limpia las coordenadas absurdas. Este arreglo hace que la
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funcién ¢* definida en el articulo nuevo quede inservible, por lo tanto, hemos buscado una

funciéon que tuviera la misma esencia.

Este teorema que acabamos de ver establece que una RNA hacia adelante con dos capas
ocultas puede actuar equivalentemente a una funcién simplicial. Ademas, se muestra la ar-
quitectura y la computacion especifica. Veamos un ejemplo practico de este teorema. En el
capitulo 2] vimos que el perceptrén era incapaz de modelar la funcién XOR, veamos si es

capaz una RNA definida del modo anterior.

Ejemplo
Sea f la funciéon XOR que viene dada de la siguiente manera.

f L1 x[-1,1]cR* — [-V2,vV2]CR
(z,9) —  sgn(z)sgn(y)d((z,y), (0,0))

donde sgn(x) representa el signo de z, y d((x,y), (0,0)) serfa la distancia Euclidea del punto

(x,y) al origen.

En la figura [£.2) presentamos una triangulacién del espacio de entrada S y de salida L. Como
vemos |S| C R? y segin la triangulacién que hemos escogido tenemos 4 2—simplices maxi-
males {0y, 09, 03,04} donde cada simplice es de la forma: o1 = (vg,v1,v4); 09 = (V1, V2, V4);
o1 = (vg,v3,04); 09 = (v3,v9,v4). Y respecto al conjunto de salida tenemos |L| C R. Con la
triangulacién que hemos considerado tenemos 2 1—simplices maximales {1, to} donde cada

simplice es de la forma: p; = (ug, u1); po = (ug, us).

Para determinar la funcién simplicial ¢, : |S| — |L| empezamos definiendo el mapa de
vértices ¢ : S — LO) Para ello, calculamos el valor correspondiente de cada vértice v de

S, f(v), que se corresponde con un vértice de L. Nuestro mapa de vértices es el siguiente.
p(vo) = uo, p(v1) =u1, P(v2) = o, P(v3) = uz, p(va) =w

Por lo tanto siendo x = Z;;o Ajv; con Z;':o Aj =1 la funcién simplicial es la siguiente:

pol) = EZ%AM(%')

La demostracién del teorema nos dice que la arquitectura de la RNA va a ser de la siguiente

manera:
= Capa de entrada: n = 2 neuronas

» Primera capa oculta: como k =4y n+ 1 = 3 tendrd 12 neuronas
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(~1,0) (1,0) _:/5 M9 M \45
U (51 ()
o Vs (b) Conjunto semisimplicial L
0,-1

(a) Conjunto semisimplicial S

Figura 4.2: Triangulacién del espacio de entrada y de salida

= Segunda capa oculta: como [ = 2y m + 1 = 2 tendra 4 neuronas

= Capa de salida: m = 1 neuronas

41

Procedemos a calcular la matriz W) € Mjays v by € R'2, para ello calculamos las subma-

trices:
Wi
Lo 1 o (Y2 12 o
(Y v v — _
(10 } 14) =1 o] =|7VE R = sy
L1 1 0 |1
Wi
L1 ot (-2 —12]0
(Uf 1 U14> ol ] I U iy B URED
L1 0 1|1
Wi
L1 ot (2 -2 0
(1}12 1 014> ol ] I A B R U
-1 0 |1
111
Wi
Lo oo (2 2o
V3 Vp U4 ~ {1 1 o0 _ —1/2 1/2 0 :(W(1)|B4)
11 1 L 0 1|1 '

Por lo tanto tenemos que ¢'(z) = ¢g*(WMx 4 by).
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Calculamos ahora W& € M, 5. Para la construccién de esta matriz resulta mas intuitivo
si colocamos los simplices de L p; en las filas y los simplices de S o; en las columnas. De
esta manera nos serd mas facil rellenar la matriz. Veamos un ejemplo de como se rellena la
matriz. Tomamos el vértice vy € 0y y calculamos su valor ¢(vg) = ug, por lo tanto nuestro
mapa de vértices envia el vértice vy a ug. Vamos a las columnas de vy y colocamos un 1 en
la fila que se corresponda con la de ug y marcamos un 0 en las demés. Hacemos esto con los

demés vértices de S hasta completar la matriz y nos queda lo siguiente:

o1 09 o3
Vg V1 Vg Uy Us Uy Vg U3z Uy
U u 10 0 O 1 O 1 0 0 0 1 0
w |0 0 1 0 O 1 o0 o0 1 0 0 1
o 0 1 0 o0 1 0 O 1 0 0 1
o 1 o0 1 0 0 O 1 O 1 0 O

Sea y = ¢'(z), ¢*(y) = Wy
Por ltimo calculamos la matriz W®) € M.,

wW? = (W1(3)>W2(3)) = (uo, u1, u1, uz) = (—\/5,0,0, \/5)
Con ¢* definida como hemos visto en la demostracion.

Una vez que ya tenemos la RNA, N, = ¢3(¢*(¢'(x))), podemos comprobar que en efecto
es una aproximacién de la funcién f. Considerando el punto x = (—1,1)7, la funcién f nos

devuelve f(x) = —/2, veamos qué nos devuelve nuestra RNA.

Calculamos ¢'(x) :

12 1/2] 0] 1 1

“1/2 —1/2 0 0 0
10 1 0 0

“1/2 —1/2 0 0 0

/2 —1/2 o| | -1 0

X o 1| [-1] |1 2 4+ |o

C@W=1 1 apl Tl T ] T o] 7Y

12 1/2 0 0 0
10 1 2 0

12 1/2 0 0 0

“12 12 0 1 1

0 1] 1 [ o] 0]
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Calculamos ¢?(y) =

— O O o
(=l )
— O O o
S O O -
S = =
O O O =
— O O o
=l e )
— O O o
S O O -
S = = oo
S O O N

o O O
S = O O O O o o o o o

Por tltimo aplicamos ¢?(z). Notar que x = (—1,1)7 es vértice de dos simplices, por lo tanto

t=2.
vz 0 ()« 0 va)- ;)
() = - Lo

En efecto, obtenemos el mismo resultado. Hemos construido una RNA que simula la funciéon
simplicial .. Esta funcién es una aproximacion de la funcién f que para cualquier v vértice
de S verifica que ¢.(v) = f(v). Sin embargo, si tomamos un = € |S| tal que = no sea vértice
de S, v.(x) # f(x), es més, el error maximo que se comete es proximo a la unidad. Esto
lo podemos ver en el Apéndice [Bl Nuestro objetivo es buscar una funcién simplicial ¢, que
se aproxime a la funcién f tan cerca como queramos ya que, una vez definida ., por el
Teorema podemos construir una RNA que simule a ¢.. En la siguiente seccién veremos

coOmo conseguir una funciéon simplicial mas proxima a f.

4.4. Extension del Teorema de Aproximaciéon Simpli-
cial

En esta seccién, proporcionaremos una extensién del Teorema de Aproximacion Simplicial
(Teorema [3.4]) y un algoritmo explicito para construir una aproximacién simplicial tan pré-

xima como queramos a la funcién g : |S| — |L| con S y L dos conjuntos semisimpliciales.

Observar que el Teorema de Aproximacion Simplicial se refiere a cualquier funcién continua.
La continuidad es una propiedad de las funciones en espacios topologicos que no necesaria-

mente se cumple en espacios métricos. El resultado siguiente introduce el concepto de métrica

en la aproximacion simplicial.

Proposiciéon 4.4. Dado € > 0 y una funcion continua g : |S| — |L| con S y L conjuntos
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semisimpliciales, existen ti,ty > 0 tal que @. : |Sd"S| — |Sd2L| es una aproximacion
simplicial de g y ||g — pe|| < €.

Demostracion. Por el Teorema existe ty tal que m(Sd"2L) < e. Entonces, por el Teorema
de Aproximacién Simplicial (Teorema existe ¢, tal que ¢, : [Sd"S| — |Sd"2L| es una

aproximacién simplicial de g: ver la figura (4.3

5] L

I I

S L
lSd l Sd
Sdh S Sd=2 L

I [

|Sdt S| 5 |Sd=L)

Figura 4.3: Esquema aproximacion simplicial.

Ademas, ||lg — ¢c|| < € porque m(Sd? L) < e. Veamos esta tltima implicaciéon, como
m(Sd" L) < € esto significa que la distancia méxima de los vértices de un simplice de
Sd" L es menor o igual a e. Dado un vértice v € Sd* L se verifica que g(v) = ¢.(v), por lo

tanto ||g — .|| < e O

Teorema 4.5. Dada una funcién g : |S| — |L| con S y L conjuntos semisimpliciales y
dado un € > 0, se puede definir una RNA hacia adelante con dos capas ocultas N tal que
IN—ygll <e

Demostracion. Por la Proposicion existe una aproximacion simplicial, ¢., de g tal que
llg — ¢c|| < €. Por lo tanto por el Teorema {.3| existe N,, tal que ¢, = N,. O

4.5. Extension del Teorema de Aproximaciéon Universal

Los resultados de las secciones anteriores pueden ser extendidos a espacios triangulables. En
este caso, la propuesta es constructiva si se conoce el homeomorfismo de la triangulacién. En
las anteriores secciones, hemos probado que una funciéon continua entre conjuntos triangula-

bles puede ser aproximada usando el Teorema de Aproximacién Simplicial (Teorema [3.4)).

En esta seccién usando la nueva version del Teorema de Aproximacién Simplicial (Teore-
ma [4.8)) podemos dar una versién constructiva del Teorema de Aproximaciéon Universal que

puede aproximar cualquier funcién continua todo lo cerca que se quiera.
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Proposicion 4.6. Sea (S, 7) una triangulacion del espacio X. Para cualquier € > 0 existe

un n y uny > 0 tal que si m(Sd"S) < v entonces Mygans,o)(X) < €.

Demostracion. Considerar z,yo € |S|. Si x e yy estdn en o9 € S entonces ||x—yo|| < diam(oy)
v ||7(z) =7 (y0)|| < diam(oy). Repetimos el razonamiento para Sd S, tomamos z, yo € |Sd S|.
Puede ocurrir que ambos puntos x e yg estén o no estén en el mismo simplice de Sd S. Veamos
los dos casos.

= Si z e yy pertenecen al mismo simplice, tomar y; = yp.

= Si no pertenecen al mismo simplice, tomar y; tal que z,y; € o1 € Sd gg. Por lo tanto

||z — y1|| < diam(oy) < diam(og). Ademés ||7(x) — 7(yo)|| < di&m(al) < di&m(ao).

Iteramos el proceso y obtenemos lo siguiente. ||z — y,|| < diam(o,) < ... < diam(oy) <
diam(oo) y ||7(z) =7 (yn)|| < diam(o,) < ... < diam(oy) < diam(oy). Definimos la secuencia
{yi}1, que converge a z, por lo tanto, dado un € > 0 existe un n tal que ||7(z) — 7(y,)|| < €.
Sin pérdida de generalidad suponemos que diam(c,) = s s.(X). Entonces podemos
considerar v = m(Sd™ S). O

Corolario 4.7. Dado un € > 0 y una triangulacion (S,7) de X, existe t tal que m(Sd'S) < e.

Demostracion. Por el Teorema existe t' tal que m(Sd"S) < .Y por la Proposicién ,
existe t tal que m(Sd'S) <. O

Finalmente, vamos a dar el resultado principal del capitulo. Dada una funcién continua g
entre dos espacios triangulables X e Y, podemos obtener dos conjuntos semisimpliciales S y

L asociados a ellos y una aproximacion simplicial ¢, entre ellos que aproxima la funcién g.

Proposicion 4.8. Sean X,Y dos espacios topologicos triangulables, g : X — Y una funcion
continua y € > 0. Entonces, existen dos triangulaciones (S,7s) y (L, 1) de X eY, respecti-

vamente, y una aprovimacion simplicial @, : |Sd*S| — |Sd2L| tal que ||g—7; ' op.oTs|| < €.

Demostracion. Por el corolario existe ¢y tal que (g2, )(Y) < €. Luego, por el Teorema
B.4] existen t; y un mapa de vértices ¢ : (Sd"*S)® — (Sd2L)© tal que ¢, : |Sd"S| — |Sd*L|
es una aproximacién simplicial de 77, o g o 75'. Teniendo en cuenta que |Sd*S| = |S| y
|Sd"2L| = |L|. Finalmente, como 1y g1,y (Y) < € entonces ||g— 77 " op.07s|| < €. Podemos

ver un esquema en la figura [4.4]
[
Teorema 4.9. Dada una funcion continua g : X — 'Y, dos triangulaciones (S, 7s) y (L, Tr)

de X eY, respectivamente y un € > 0. Podemos definir una RNA hacia adelante N con dos

capas ocultas que se aproxima a g de manera que |[N — g| < e.
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X AN Y

[ - I

5| = L]

I ]

S L
JSd l Sd
SdhS Sd= L

J J

Sdhs© = Sqt L0

Figura 4.4: Esquema aproximacion univeral.

Demostracion. Por la Proposicién [4.8] existe una aproximacién simplicial ¢, de g tal que
|9 — ¢c| < e. Ademds, por el Teorema [£.3] existe N tal que N = ¢, en todo su dominio. Por
lo tanto, N aproxima g verificando que |N — g| < e. H

Una de las limitaciones de este resultado es el hecho de que partimos con el complejo sim-
plicial ya construido, cuando normalmente, tenemos una nube de puntos sin ningtn tipo de
estructura. Por lo tanto, es necesario construir una triangulacion a partir de los mismos. Esto

lo veremos en la siguiente seccion.

4.6. Complejos de Cesch

En esta ultima secciéon vamos a ver como a partir de una nube de puntos en un espacio

métrico podemos computar su conjunto semisimplicial asociado.

Definicién 4.5 (Complejo de Cesch). Si N = {pg,p1,...,pr} conp; € R para todo 0 <i < k
y e >0, el complejo de Cesch de radio €, denotado por Co(N), es el conjunto semisimplicial

cuyos m-simplices se corresponden con los subconjuntos o C N que verifican

() D(pi.e) # 0

pi€o

Denotando por D(x,r) a la bola cerrada con centro x y radio r.

Dependiendo del tamafio de e obtenemos distintos complejos de Cesch. Esto lo vemos en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1. Sean los puntos N = {vy = (0,2.4),v; = (1.4,0),v5 = (—1.4,0)} de R?,
computamos los distintos complejos de Cesch que surgen al tomar distintos radios. En la

figura [{.5 vemos tres complejos distintos.
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. /N £X

Figura 4.5: Complejos de Cesch para e = 0.5, e = 1.5, ¢ = 1.7

Como vemos para el radio € = 0.5, el complejo de Cesch estd formado simplemente por los
0-simplices: Co5(N) = {(vo), (v1), (v2)}. Con radio € = 1.5 obtenemos el siguiente conjunto
C(1.5(]\[) = {('UO); (Ul)a (UQ); (UOavl)) (UU7U2)} (Ulvv2)} Yy por dlt'LmO, C’17(]\[) = {(U0)7 (U1)7

(v2), (vo,v1), (vo,v2), (V1,02), (vo,v1,v2)}

Existen otros complejos, como el complejo de Vietoris-Rips [21], que ofrecen distintas trian-
gulaciones a partir de una nube de puntos. En cualquier caso, todos ellos nos transforman el
conjunto de puntos en un complejo simplicial. Una vez que tenemos el complejo simplicial,
podemos proseguir con el método constructivo que hemos visto a lo largo del trabajo. De este

modo, es posible construir redes neuronales que modelen relaciones entre nubes de puntos.
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Capitulo 5
Conclusiones

Con el descubrimiento de las redes neuronales artificiales y su algoritmo de aprendizaje (pro-
pagacién hacia atras) se devolvié la ilusién a muchos cientificos que perdieron su motivaciéon
tras conocer las limitaciones del perceptréon. En estos tltimos 40 afios, se han hecho grandes
aportaciones al estudio de las redes neuronales, entre ellas se encuentra la demostracion de

que las redes neuronales son aproximadores universales.

En este trabajo hemos visto un método efectivo para construir una RNA hacia adelante con
dos capas ocultas que aproxima cualquier funcién continua entre espacios triangulables. Se
trata de un método que no requiere ningtin tipo de entrenamiento, en el que los pesos y el sesgo
se calculan de manera exacta. Esto es una gran ventaja ya que el proceso de entrenamiento
es complejo y muy poco eficiente. Otra ventaja de este método es que sabemos a priori la
arquitectura de la RNA, es decir, sabemos el nimero de capas ocultas y el nimero de neuronas
necesarias para obtener la precision deseada. Sin embargo, tiene tres inconvenientes. Puede
ser una tarea dificil encontrar los homeomorfismos entre espacios triangulables y los conjuntos
semisimpliciales. La segunda desventaja es que el resultado clasico de aproximacién es valido
para conjuntos compactos y el resultado que hemos visto en este trabajo solo es valido para
conjuntos triangulables. No obstante, casi todos los problemas del mundo real estan cubiertos.
Y, el ultimo inconveniente hace referencia a la magnitud de las redes neuronales. Con una
triangulacién relativamente sencilla obtenemos un gran nimero de neuronas en las capas

ocultas y esto provoca un alto coste computacional a la hora de construir dichas redes.

Por tultimo, dentro de los problemas que nos hemos topado al realizar este trabajo, se en-
cuentran las erratas de la demostracién constructiva en la que se basa todo el trabajo. Sin
embargo, tanto los autores de [3] como mi tutor, me han ayudado para llegar a una solucién.
También hemos tenido dificultades para encontrar una notacion que fuera sencilla y mane-
jable ya que la que nos proporciona el articulo sobre el que se basa el trabajo es bastante

confusa y dificil de manejar.
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Apéndice A
Definiciones y Teoremas

Definicion A.1. Dado un conjunto convexo V de R™, una funcion f : V — R™ se dice

conveza siVx,y € V y ¥t € [0,1], se tiene lo siguiente.
flte+ (1 —t)y) <tf(x)+(1-1)f(y)

Proposiciéon A.1. Si [ es convera y existe un x € R™ tal que f(x) es un minimo de f,

entonces dicho f(x) es un minimo global de f.

Demostracion. Supongamos que para un cierto z, f(x) es un minimo de f. Suponemos que

existe un y tal que verifica que f(x) > f(y), es decir, f(z) no es un minimo global.

Como f es convexa, se debe cumplir que:

fltz+ (1 =t)y) <tf(x) + (1 -)f(y),
pero f tiene un minimo en x, por lo que existe en un entorno E de x tal que:
(=) > f2), V:€E

Entonces también existe t* € (0,1) tal que:

@z + (1 =)y) > f(x) + (1= 17)f(y)

que es absurdo porque f es convexa. Por tanto, no puede existir dicho y, concluyendo que f

tiene un minimo global en x. ]

Definicién A.2 (Secuencialmente compacto). Diremos que un espacio métrico X es secuen-

citalmente compacto si toda sucesion en X posee alguna subsucesion convergente.

23



54 APENDICE A. DEFINICIONES Y TEOREMAS

Proposiciéon A.2 (Lema del nimero de Lebesgue asociado a un cubrimiento). Sea (X, d)
un espacio métrico secuencialmente compacto y sea ¥ un cubrimiento abierto de X . Entonces

existe algin nimero real € = €(9) > 0 tal que para cada x € X, U, € ¥ con B(x,¢e) C U,

Demostracion. Supongamos que (X, d) es un espacio métrico secuencialmente compacto. Sea
¥ un cubrimiento abierto de X, supongamos que ¥ no tiene ntimero de Lebesgue asociado.
Entonces para cada n € N, % > (0 no es nimero de Lebesgue para 9. Por lo tanto, dz,, € X
tal que VU € ¥ se tiene que B(x,, 1) C U.

Consideramos la sucesién (z,)nen. Como (X, d) es secuencialmente compacto existe una
subsucesion (z,, )yen convergente, es decir que 3zy € X tal que (z,,) — x¢. Como ¥ es un
cubrimiento abierto de X existe un U, € 9 tal que xy € Uy. Por ser U, abierto de > 0 tal
que B(zg,€) C Up. Como (z,,) — o considerando § > 0, existe N € N tal que para todo
ng > N se tiene d(z,,,2¢) < §. Ahora consideramos un ny, verificando n, > maz{N, %}
Entonces B(z,, i) C B(xzg,€) C Uy. Absurdo, contradice la eleccion de los términos de la

sucesion. [

Teorema A.3 (Caracterizacién de la compacidad en espacios métricos). Sea X un espacio

métrico, entonces son equivalentes:
1. X es compacto

2. X es secuencialmente compacto.
Demostracion. Encontramos una prueba a este teorema en [13]. O

Definicién A.3. Sean X y Y espacios y sean fo, f1 : X — Y funciones. Se dice que fy es
homotépica a fy, denotado por fo =~ fi si existe F': X x I — 'Y tal que para cualquier v € X
F verifica F(x,0) = fo(x) y F(x,1) = fi(z). A esa funcién F se le denomina homotopia de
fo a fr.

Definicién A.4 (Localmente contractible). Un espacio X se dice que es localmente contrac-

tible en el punto xo € X st para cualquier € > 0 existe 6 > 0 con & < € y una homotopia
F: B(xo,0) x I — B(xg,¢€) tal que F(x,0) = x¢ y F(z,1) = para cada x € B(xo,0).



Apéndice B

Notebooks

Los noteboks de Google son documentos realizados en la plataforma de Google Colaboratory.
Esta plataforma es un producto de Google Research y permite que todos los usuarios de

Google puedan escribir y ejecutar cédigo arbitrario de Python en el navegador.
A continuacién mostraremos en orden los archivos que siguen:

1. Documento de Mathematica que hemos utilizado para calcular de forma resumida los
valores de los pesos y el sesgo en el ejemplo del aprendizaje del perceptréon para la
funcion logica XOR.

2. Notebook en el que mostramos el aprendizaje del perceptréon de las funciones logicas

OR y XOR. Podemos acceder a este notebook a través del siguiente link: Perceptron

3. Notebook en el que construimos la RNA hacia adelante como indica la demostracion del

Teorema Al igual que en el caso anterior, podemos acceder al notebook pinchando

en RNA.

5]


https://colab.research.google.com/drive/1ZICgEE7ntqwieNFY701KncVkBzP2ofPY?usp=sharing
https://colab.research.google.com/drive/1C0OCgvmOtmURqGsAMu-W8ANg-zhwwxY7?usp=sharing

Funcion logica XOR

aprende[{wl_,w2_,b_,n_,z_,y ,x1_,x2_}1] :=
Block[{k1, k2, k3}, ki=wl+n (z-y) x1;

k2 =w2+n(z-y)x2; k3=b-n(z-y);

{k1, k2, k3, n, z,
If[kl*x1+k2*xx2-k3<0, 0, 1], x1, x2}]

PesosySesgo =
NestList[aprende, {1, 1, 6.5, .25, 0, 1, 1, 1}, 3];

TableForm[PesosySesgo,

TableHeadings - {Range[1, 10, 1],

{“w].“.‘ “w2": "b"J “77": "z"J “y“’ "xlu.’ “X2“ } }]

| W1 W, b n z y X1 X
1 1 1 0.5 0.25 (%} 1 1 1
2 0.75 0.75 0.75 0.25 (%] 1 1 1
3 0.5 0.5 1. 0.25 0 1 1 1
4 0.25 0.25 1.25 0.25 (%] (%] 1 1



PERCEPTRON

Algoritmo de aprendizaje

Definimos el perceptron como hemos visto:
y=dw, po(x)=f(Wx +b)

con f la funcion de paso:

ﬂw={1 N

0 si v<0

In [@]: dimport numpy as np

Definimos la funcién de paso:

In [@]: def funcionPaso(v):

if v<0: x=0
else: x=1
return Xx

Definimos el perceptrén:

In [0]: def perceptron (wl,w2,b):
return lambda x1,x2: funcionPaso(wl*x1+w2*x2-b)

Definimos unas funciones para mostrar los datos de entrada y para mostrar las predicciones que realiza
el perceptron:

In [@]: import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib.colors import ListedColormap

def muestra_dataset(dataset):
X, Y = dataset
cm = plt.cm.RdBu
cm_bright = ListedColormap([ '#FF0000', '#000OFF'])
plt.scatter(X[:, @], X[:, 1], c=Y, cmap=cm_bright,
edgecolors="k")
plt.show()

def muestra_dataset predict(dataset,wl,w2,b):
X, Y = dataset
cm = plt.cm.RdBu
cm_bright = ListedColormap(['#FF0000', '#000OFF'])
y_pred = [perceptron(wl,w2,b)(x1,x2)==1 for (x1,x2) in X]
plt.scatter(X[:, @], X[:, 1], c=y_pred, cmap=cm_bright,
edgecolors="k")
plt.show()

FUNCION OR



Introducimos los datos:

« En X almacenamos los distintos puntos
e EnY almacenamos en el mismo orden los valores de los puntos de X

In [@]: inp'ar‘r‘ay([[e)@]) [1,0],[0,1], [1)1]])
Y=np.array([0,1,1,1])

Mostramos la funcion OR

In [0]: datos=(X,Y)
muestra_dataset(datos)
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Tomamos como valores de los pesos y el sesgo valores aleatorios.

In [@]: dimport random
random.seed(0)
wl = random.random()
w2 = random.random()
b = random.random()

Mostramos la prediccion que realiza el perceptron con esos pesos y ese sesgo.

In [@]: muestra_dataset predict(datos,wl,w2,b)
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Ha coincidido que con los valores aleatorios ya realiza una buena aproximacion. Sin embargo, tomando
los valores del trabajo no ocurre lo mismo.

In [0]: wl,w2,b=1.5,1.5,2

In [@]: muestra_dataset_predict(datos,wl,w2,b)

101 @ ®
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Definimos la regla de aprendizaje con la siguente funcion.

In [0]: def actualizaPesos(wl,w2,b,alpha,X,y):
e= y-perceptron(wl,w2,b)(X[0],X[1])
wlnew = wl + alpha*X[@]*e
w2new = w2 + alpha*X[1]*e
bnew = b - alpha*e
return (wlnew,w2new,bnew)

Veamos como va aprendiendo nuestro perceptrén.



In [0]: alpha=0.3

i=0

while i<4:
wl,w2,b=actualizaPesos(wl,w2,b,alpha,X[i],Y[i])
print("Iteracidon " + str(i+l))
print(wl,w2,b)
muestra_dataset_predict(datos,wl,w2,b)
if Y[i]== perceptron(wl,w2,b)(X[i][@],X[i][1]): i+=1



Iteracion 1

1.5 1.5 2.0
104 ® ]
0.8 -
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Iteracidén 3
1.8 1.8 1.4
104 ® ]
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0.6 -
0.4
0.2 -
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Iteracidn 4
1.8 1.8 1.4




101 @ L

0.3 4

06 4

04

0.2 A

0o @ L

0.0 0z 04 0.6 0.8 10

Como vemos a partir de la tercera iteracion, el perceptron ya aproxima perfectamente todos los puntos.

FUNCION XOR

Hacemos lo mismo que antes. Almacenamos los puntos y sus valores en las variables X e Y
respectivamente.

In [@]: X=np.array([[©,0],[1,0],[0,1],[1,1]])
Y=np.array([9,1,1,0])

Mostramos los datos

In [@]: datos=(X,Y)
muestra_dataset(datos)
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Tomando los mismos pesos y el mismo sesgo que en el trabajo, obtenemos la siguiente prediccion.



In [0]: wl,w2,b=1,1,0.5
muestra_dataset predict(datos,wl,w2,b)
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Veamos ahora los distintos pasos que realiza el algoritmo de aprendizaje



In [0]: alpha=0.25

i=0

while i<10:
print("Iteracidon " + str(i+l))
print(wl,w2,b)
wl,w2,b=actualizaPesos(wl,w2,b,alpha,X[i%4],Y[i%4])
muestra_dataset_predict(datos,wl,w2,b)
if Y[i%4]== perceptron(wl,w2,b)(X[i%4][0],X[1i%4][1]): i+=1



Iteracion 1
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Vemos que no es capaz de aproximar la funcion XOR, como hemos visto en el trabajo, esto se debe a
que dicha funcioén no es linealmente separable.



Aproximaciéon con RNA y complejos simpliciales

En este notebook vamos a construir la RNA hacia adelante con 2 capas ocultas

In [ ]: dimport numpy as np
import numpy.linalg
import math

Funciones de activacion

A continuacion construimos las funciones ¢!, ¢2, ¢3

In [ ]: def phil(W,y,b):
return g(W.dot(y)+b,len(y))

def phi2(W,y):
return (W.dot(y[@9]),y[1])

def phi3(W,a):

y=a[o]

nsim=a[1]

m=len(W)

1= int(len(W[O@])/(m+1))

Num=0

p=[1]

for i in range (0,1):
Wi=W[:m,i*(m+1) : (i+1)*(m+1)]
yi=y[i*(m+1): (i+1)*(m+1)]
z=float(Wj.dot(yj))
Num=Num +z

return Num/nsim

Funcion autocorrectora

In [ ]: def g(v,n):
k=int(len(v)/(n+1))
m=0
for j in range (0,k):
t=False
for i in range (0,n+1):
if v[j*(n+1)+1i]<0: t=True
if t:
for i in range (0,n+1):
v[j*(n+1)+i]=0
else: m+=1
return v,m

Construccion de matrices

Construimos las matrices W, W,, W3y el sesgo b,



In [ ]: def matrizWl(SimplicialComplexS,dimV):
n=len(SimplicialComplexS[@])
m=len(SimplicialComplexS[0][@])

S=[1]

W,b=[1,[]

for i in range(@,n):
s=[]
for j in range(0,m):

s.append(SimplicialComplexS[1][SimplicialComplexS[0][i]1[j]])

S.append(s)

for i in range (0,n):
M=np.array(S[i]).transpose().reshape(dimv,m)
A=np.concatenate((M, np.ones((1,m), dtype=np.int32)),axis=0)
Wb= np.linalg.inv(A)
W.append(Wb[:,:-1])
b.append(Wb[:,m-1])

W1=W[0]

bi=b[0]

for i in range (0,n-1):
Wl=np.concatenate((W1l,W[i+1]),axis=0)
bl=np.concatenate((bl,b[i+1]),axis=0)

return W1,bl.reshape(n*m, -1)

In [ ]: def matrizW2(SimplicialComplexS,SimplicialComplexL,mapaVertices):
nS=len(SimplicialComplexS[@])
mS=1len(SimplicialComplexS[0][@])
nL=len(SimplicialComplexL[©])
mL=1en(SimplicialComplexL[0][©])

L=[]
for i in range (0,nL):
for j in range (@,mL):
L.append(SimplicialComplexL[0][1i][]j])
S=[]
for i in range (0,nS):
for j in range (0,mS):
s=[1]
u=mapaVertices[SimplicialComplexS[O][i][]]]
for k in range (0,len(L)):
if u==L[k]: s.append(1)
else: s.append(©)
S.append(s)
return(np.array(S).transpose())

In [ ]: def matrizW3(SimplicialComplexL):
n=len(SimplicialComplexL[@])
m=len(SimplicialComplexL[0][@])
L=[]
for i in range (0,n):
for j in range(@,m):
L.append(SimplicialComplexL[1][SimplicialComplexL[0][i]1[F]])
return np.array(L).transpose()

Construccion de la RNA

Construimos una clase: NeuralNetwork con ella nos sera mas sencillo introducir los datos y calcular las
predicciones.



In[ ]:

Ejemplo

class NeuralNetwork:
#Le pasamos el Complejo simplicial S, Complejo simplicial L, mapa de v
értices y la dimension de lLos vértices en S
def init (self,SimplicialComplexS,SimplicialComplexL,mapaVertices
,h):
self.weights = [matrizWil(SimplicialComplexS,n),matrizW2(Simplici
alComplexS,SimplicialComplexL,mapaVertices),matrizW3(SimplicialComplexL

)]

def predict(self, x):
return phi3(self.weights[2],phi2(self.weights[1],phil(self.weights
[0][0@],x,self.weights[0][1])))

def capaloculta(self,x): #Coordenadas baricéntricas de x respecto S
return phil(self.weights[0][0],x,self.weights[0][1])

def capa2oculta(self,x):#Coordenadas 'baricéntricas' de y respecto L
return phi2(self.weights[1],phil(self.weights[0][0],x,self.weights

[e1011))

def Wl(self):
return self.weights[0][9]

def bl(self):
return self.weights[0][1]

def W2(self):
return self.weights[1]

def W3(self):
return self.weights[2]

Realizamos el ejemplo del trabajo.

fo [-L1x[-L1cR: - [=/2,/2]cR
(x, ) - sgn(x)sgn(y)d((x, y), (0, 0))

Siendo sgn(x) el signo de x y d((x, y), (0, 0)) la distancia Euclidia del punto (x, y) al origen.

Tomamos la triangulacion vista en el trabajo:

In [ ]:

Svertices = {'v0':[-1,1],'v1l"':[-1,-1], 'v2":[2,-1],"'v3":[1,1]," 'v4":[0,0]}
Lvertices = {'ul':[-math.sqrt(2)], 'u2':[0], 'u3':[math.sqrt(2)]}
S=[['ve','vl','v4a"],['vl', 'v2','v4"'],['v2','v3",'v4"],['v3','vO", 'v4'
1]

L=[['ul",'u2"],['u2",'u3"]]

mapaVertices = {'v@':'ul’, vl ':'u3','v2':'ul","'v3"':'u3','vd"':"u2"}
SimplicialComplexS = (S,Svertices)
SimplicialComplexL = (L,Lvertices)



Tomamos también la misma funcién simplicial: ¢, : IS| — |LI con mapa de vértices ¢ : s 1),

P(vo) = ug, ¢(vy) = uy, @(va) = ug, @(v3) =uy, @(v4) =1y

Ahora, siendo x = 3" _ j4;v;con 3" 1; = 1lafuncién simplicial es la siguiente:

9x) =35 o A0(v)

Con la siguiente linea de cédigo construimos nuestra Red neuronal hacia adelante con 2 capas ocultas.

In [ ]: NN=NeuralNetwork(SimplicialComplexS,SimplicialComplexL,mapaVertices,?2)

Mostramos las matrices:

In [ ]: NN.W1()

Out[ ]: array([[-0.5, ©.5],
[-0.5, -0.5],
[ 1., o. 1],
[-0.5, -0.5],
[ .5, -0.5],
[ 0. , 1. 1,
[ .5, -0.5],
[ 0.5, 0.5],
[-1. , o. ],
[ .5, 0.5],
[-0.5, ©.5],
[e., -1. 1)
In [ ]: NN.b1()
Out[ ]: array([[-©.],
[-0.],
[ 1.],
[-0.],
[-0.],
[ 1.],
[ 0.],
[ 0.1,
[ 1.],
[ 0.],
[ e.],
[ 1.1])
In [ ]: NN.W2()
Out[ ]: array([[1, ©, ©, 0, 1, @, 1, @, 0, 0, 1, O],
[01 0, 1) @, 0: 1.) @, @, 1: 0) @, 1])
[6, 0, 1, 0, 6, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1],
(6, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0]])

In [ ]: NN.W3()

Out[ ]: array([[-1.41421356, O. , 0. , 1.41421356]])



Como vemos, obtenemos las mismas matrices que en el trabajo.

Procedemos a realizar alguna prediccion.

Tomamos en primer lugar el punto: [ _11 }

In [ ]: x=np.array([[-1,1]]).transpose()

In [ ]: NN.predict(x)

out[ ]: -1.4142135623730951
In [ ]: x=np.array([[1,1]]).transpose()

In [ ]: NN.predict(x)

out[ ]: 1.4142135623730951

Realizamos mas predicciones, tomamos ahora { _i ]

In [ ]: x=np.array([[-1,-1]]).transpose()

In [ ]: NN.predict(x)

Out[ ]: 1.4142135623730951

Tomamos ahora un punto que no sea vértice: [ —1/2 }

0

Definimos la funcion f y calculamos el valor de este punto

In [ ]: def f(x,y):
if x!=0 and y!=0:
return (x/abs(x))*(y/abs(y))*math.sqrt(x**2+y**2)

if x==0:
return (y/abs(y))*math.sqrt(x**2+y**2)
if y==0:

return (x/abs(x))*math.sqrt(x**2+y**2)

In [ ]: f(-1/2,0)

Out[ ]: -0.5

In [ ]: x=np.array([[-1/2,0]]).transpose()

In [ ]: NN.predict(x)

out[ ]: 1.4142135623730951

Veamos a continuacion la representacion de distintos puntos y con su valor calculado con la funcion y
con la RNA



Tomamos 50 puntos aleatorios en [—1, 1] X [—1, 1] y calculamos su valor.

In [ ]: dimport random

random.seed(9)

X,Y=[1,[]

for i in range (0,50):
1-[]
1.append(random.uniform(-1,1))
1.append(random.uniform(-1,1))
X.append(1)
Y.append(f(1[@],1[1]))

X=np.array(X)

datos=(X,Y)

In [ ]: Y1=[NN.predict(np.array([[x1,x2]]).transpose()) for (x1,x2) in X]

A continuacion graficamos los valores de los 50 puntos.

» En el eje x pintamos los 50 puntos.

» En el eje y los valores que obtenemos para ese punto:
= En azul los valores exactos.
= En rojo los valores aproximados.

In [ ]: plt.plot(Y1l,'ro',Y,'bs")
plt.show()
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Calculamos el error.

In [ ]:

E=[abs(Y1[i]-Y[i]) for i in range (0,50)]

Error maximo:

In[ ]:

Out[ ]:

max(E)

0.9796324978247023

Graficamos el error:



In[ ]:

El error maximo que cometemos es proximo a la unidad

plt.plot(E, 'ro")
plt.show()
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