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Resumen

En este trabajo nos centramos en &algebras de Lie que tienen un ntmero finito de ideales.
Usando teorfa de representacién del dlgebra de Lie simple sly(F) hemos desarrollado un algoritmo
computacional que nos permite construir dlgebras de Lie no resolubles cuyo reticulo de ideales es
una n cadena con n = 3,4, 5. El algoritmo estd basado en resultados de estructura de algebras de Lie
cuyo reticulo forma una cadena incluidos en [6] y en resultados cldsicos de teoria de representacién
del algebra de Lie simple sl3(F) de dimensién 3 descrita en [3].
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Abstract

In this paper we focus on Lie algebras in which the number of ideals is finite. Using represen-
tation theory of the simple classical Lie algebra sla(F) we develop a computer algorithm which
let us to construct nonsolvable Lie algebras in which its lattice is a chain of length 3, 4 or 5. The
algorithm is based on preliminary structure results of Lie algebras in which its lattice is a chain,
included in [6] and on classical results of representation theory of the simple Lie algebra sly(F) of
dimension 3 described in [3].
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Introduccion

Las algebras de Lie se originan con el objetivo de comprender aspectos desconocidos tanto del
estudio y anélisis de objetos dentro de la geometria, como de los grupos de Lie o las variedades
diferenciales. El matemético noruego Sophus Lie (1842-1899) concibié una idea muy original: de-
biera haber para las ecuaciones diferenciales algo andlogo a la teoria de Galois de las ecuaciones
algebraicas.

Sera en Alemania donde Wilhelm Killing (1847-1923) desarrolle el siguiente trabajo realmente
sustancial. En 1888 este matemaético alemén senté las bases de una teoria de estructuras para
algebras de Lie, y dio la clasificacién de todas las albebras de Lie simples de dimension finita.

La culminacién a estos estudios la aporté Ellie Cartan (1869-1951), que tras ordenar y clasificar
el trabajo previo de Friedrich Engel (1861-1941) y Killing, dio la clasificacién definitiva de las
algebras de Lie simples, identificando las cuatro familias principales y los cinco casos excepcionales.

La siguiente contribucién para conseguir clasificar las dlgebras de Lie es la de un matematico
italiano, Eugenio Elia Levi(1883-1917) que en 1905 desarrolla lo que hoy conocemos como Teorema
de Levi. Segun este, toda dlgebra finito dimensional L puede ser descompuesta como suma directa
de una subdlgebra de Lie semisimple S C L y el radical resoluble R de L. Puesto que en los trabajos
de Engel y Killing se clasifican las dlgebras simples, también quedaran clasificadas las algebras de
Lie semisimples (que descomponen como suma directa de dlgebras de Lie simples). No obstante,
resta asi el enorme trabajo de dar una clasificacion para el resto de dlgebras de Lie.

Figura 1: De izquierda a derecha: Sophius Lie, Wilhelm Killing, Ellie Cartan, Friedrich Engel y Eugenio Elia Levi.

En este Trabajo Fin de Grado analizaremos un tipo concreto de algebras, las algebras de Lie
cuyo reticulo de ideales forma una cadena. La estructura general de las algebras de Lie cuyo reticulo
de ideales es una n-cadena (n arbitrario) se estudia en @ En este trabajo se caracterizan este tipo
de algebras consiguiendo la clasificacion completa de las resolubles sobre cuerpos algebraicamente
cerrados @ Theorem 3.4]. En el caso no resoluble, en se muestran construcciones explicitas de
algebras de este tipo de algebras. Las construcciones dadas permiten clasificar las dlgebras de Lie
con factor de Levi sla(IF) y cuyo reticulo es una 4-cadena. El objetivo central de esta memoria es,
tomando como punto de partida los resultados en , dar un paso mas estudiando las posibles
construcciones de las algebras de este tipo cuyo reticulo sea una 5-cadena.

Para abordar el objetivo, introduciremos las herramientas bésicas tanto de estructura de alge-
bras de Lie (subestructuras, cocientes y homomorfismos) como de teoria de representacién de
algebras simples. En las construcciones jugaran un papel importante la identidad de Jacobi que
define un algebra de Lie y la teoria de representacién de sla(F). La forma cldsica de introducir el
algebra de Lie sl5(F) es mediante matrices 2 x 2 de traza 0. En esta memoria la presentaremos
como subdlgebra de derivaciones del anillo de polinomios en dos variables Fx,y]. Esta presenta-



2 INTRODUCCION

cién permite describir los sle-mddulos irreducibles mediante polinomios homogéneos y establecer
productos binarios sly-invariantes entre médulos irreducibles usando las llamadas transvecciones.
La verificacién de la identidad de Jacobi en las construcciones que proponemos y que més de un
quebradero de cabeza nos ha dado, descansa fuertemente en las llamadas identidades de Gordan.
Todos estos conceptos integran el Capitulo 1 de esta memoria.

En el Capitulo 2 de la memoria nos centraremos en el analisis de los resultados de estructura
de [6] v en las construcciones derivadas para el caso de dlgebras no resolubles con cadenas de 3,4
y 5 ideales. Las algebras de Lie con 3 ideales son extensiones escindidas nulas de un dlgebra de Lie
o bien 1-dimensional (caso resoluble) o bien simple (caso no resoluble) y un médulo irreducible.
El problema de construccién tiene facil solucién. En la construccion de las que tienen 4 ideales
en cadena la verificacion de la identidad de Jacobi es trivial. El problema fundamental esta en la
construccién de algebras no resolubles con 5 ideales. Por tanto, dedicaremos todo nuestro esfuerzo a
la construccién explicita de dlgebras no resolubles con cadenas de 5-ideales y factor de Levi sla(F).
La construccién de diversos ejemplos mediante un programa implementado en Mathematica e
incluido en el anexo de esta memoria, fue el punto de partida para la obtencién de una serie de
lemas incluidos en la Seccion sobre condiciones de existencia de algebras este tipo. Finalmente,
el Cuadro muestra una clasificacién completa de aquellas que cumplen que dim (N/N?) < 7 con
N radical del dlgebra de Lie. Los resultados de este capitulo, explican y amplian las construcciones
dadas en [7] e ilustran que el problema de clasificacién de dlgebras de Lie no resolubles con n ideales
para n > 5 es dificil de abordar.



Capitulo 1

Algebras de Lie

Como en cualquier area de las matemadticas lo primero que necesitamos para poder comprender
el funcionamiento de una estructura es estudiar sus definiciones y analizar las principales carac-
teristicas de sus ejemplos. Los ejemplos en una estructura, si estan bien elegidos, suelen motivar de
forma natural, la necesidad de algunos resultados. Con este objetivo nos adentraremos en el Capitu-
lo 1, en el cual se recogen las definiciones, los teoremas de estructura basicos y las herramientas de
teoria de representacién que nos van a permitir adentrarnos en el problema de la clasificacion de
algebras de Lie con reticulo de ideales en cadena en el que se centra este trabajo.

1.1. Conceptos y teoremas basicos.

En esta seccién vamos a introducir las definiciones y resultados que utilizaremos para el desa-
rrollo del Trabajo Fin de Grado. Los contenidos basicos incluidos aparecen en los capitulos 1, 2, 3,
4, 7y 8 de [1] y han sido ampliados mediante [2] y [4].

Definicién 1.1.1. Un dlgebra de Lie L sobre un cuerpo F es un F-espacio vectorial junto con un
producto, que llamaremos corchete de Lie,

[-,—-]:LxL—1L
satisfaciendo las siguientes propiedades:
1) [—, —] es bilineal.
2) [z,z] = 0 para todo z € L.

3) Identidad de Jacobi. Para todo z,y,z € L se cumple:
[z, 9], 2] + [ly, 2], 2] + [[z, 2], ] = 0 (1.1)

La propiedad 2) implica que [z,y] = —[y, 2] para todo x,y € L, es decir, el producto en L es
antisimétrico. Si ademads la caracteristica de F es distinta de 2, se tiene la implicacién en el otro
sentido.

Las propiedades del producto vectorial del espacio 3-dimensional real proporcionan un sencillo

ejemplo de algebra de Lie: El espacio euclideo R? con el corchete de Lie dado por el producto
vectorial satisface 1), 2) y 3) de la Definicién Veamos ejemplos mas generales.

Ejemplo 1.1.2. Sea V un F-espacio vectorial y EndpV el F-espacio vectorial de los endomorfismos
de V, esto es, de las aplicaciones lineales f : V — V. En EndrV definimos el corchete de Lie [—, —]
en la forma:

[z,y] =zoy—you,
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donde o es la composicién de aplicaciones. El corchete [z, y] satisface 1), 2) y 3) de la Definicién
por tanto (EndpV;, [x,y]) es un dlgebra de Lie que se conoce como dlgebra general lineaﬂ La
notacién que habitualmente se emplea es End(V)~ o gl(V).

A menudo es mas 1til trabajar con matrices que con aplicaciones lineales. De esta forma se
introduce gl(n,F) como el espacio vectorial de matrices n x n con entradas en F. En este espacio
vectorial se define el corchete de Lie como:

[z,y] = zy — yx

donde zy es el producto usual de las matrices z e y. El dlgebra gl(n,F) aparece al fijar una base
en un espacio vectorial n-dimensional, y permite representar las aplicaciones de gl(V') mediante su
matriz coordenada. O

Notacién 1.1.3. En general, dados U,V subconjuntos del dlgebra de Lie L, la expresién [U, V]
denotara:

[U,V] = spang{[u,v] :u e U, € V) = {Zti[ui,vi} cu; € Uy € Vit € ]F} .

i=1

El conjunto U4+ V = {u+wv | u € U,v € V}. Si U y V son subespacios entonces U + V también
lo es y se dice subespacio suma de U y V. O

Definicién 1.1.4. Sea L un édlgebra de Lie. Una subdlgebra de L es un subespacio vectorial M C L
tal que [M, M] C M, es decir [z,y] € M para todo z,y € M.

Ejemplo 1.1.5. Una forma general de construir subalgebras de gl(n, F) viene dada al fijar cualquier
matriz S € gl(n,F). Para una tal matriz S fija, el conjunto:

alg(n,F) := {z € gl(n,F) | 'S + Sz =0}

es una subdlgebra de gl(n,F). En efecto, sean z,y € glg(n,F), es decir, cumplen que 'S+ Sz = 0,
y que y'S + Sy = 0. Veamos que se tiene que [z,y]'S + S[z,y] = 0, asi, [z,y] € glg(n,F).

[z,y]'S + Sz, y] = (xy — yx)'S + S(zy — yz) = y'2'S — 2'y'S + Sxy — Syx =
=ytatS — aly'S — 2'Sy + y' Sz = ylalS — alytS + 2ty'S —yfatS =0

puesto que 'S = —Sx y que y'S = —Sy. O

Definicién 1.1.6. Sea L un algebra de Lie. Un ideal de L es un subespacio vectorial M C L tal
que [L, M] C M, es decir, [z,y] € M para todo z € L,y € M.

Los subespacios 1-dimensionales de un dlgebra de Lie son subdlgebras gracias a la identidad 2)
de la Definicién [1.1.1} Todo ideal es subdlgebra, pero el reciproco no es cierto en general. Uno de
los ideales més importantes de un dlgebra de Lie L es su centro. El centro de un algebra de Lie L
se define como:

Z(L) := {z € L tal que [z,y] = 0 para todo y € L}.

Ademas, cualquier subespacio vectorial contenido en el centro es un ideal. Es facil comprobar que
la suma y la interseccion de ideales proporcionan nuevos ideales, este hecho es muy importante
en la Seccion La interseccién de subdlgebras es subdlgebra, pero su suma no. Sin embargo, la
suma de ideal y subdlgebra proporciona una subalgebra.

Definicién 1.1.7. Se dice que un algebra de Lie L es descomponible si puede ser descompuesta
en suma directa de dos ideales. En caso contrario se dice que L es indescomponible.

IEn general una F-algebra A es un F-espacio vectorial con un producto interno zy. Si el producto satisface la
identidad (zy)z = z(yz) se dice que A es un F-dlgebra asociativa. La F-dlgebra A~ con producto [z,y] = zy — yz es
de Lie. Los ejemplos dados ense corresponden con A = End(V, V) o con A = M, (F) ya que los endomorfismos
de un F-espacio vectorial y las matrices de orden n X n son F-dlgebras asociativas.



1.1. CONCEPTOS Y TEOREMAS BASICOS. )

Lema 1.1.8. Sea L un &lgebra de Lie y sea I un ideal de L. El cociente L/ es un dlgebra de Lie
cuyo corchete de Lie se define de la siguiente forma

[z+Ly+1I]=[z,y]+1.

Definicién 1.1.9. Sean L y M 4&lgebras de Lie. Una aplicacién ¢ : L — M se dice que es un
homomorfismo de dlgebras de Lie si

e[z, 9]) = [p(x), p(y)] para todo z,y € L.

Un homomorfismo biyectivo de algebras de Lie es un isomorfismo.

Junto con la definicién de homomorfismo de algebras de Lie aparecen los conceptos de niucleo
Ker p e imagen I'm ¢. Ademas se cumple que el nicleo de un homomorfismo ¢ : L — M es un
ideal de L y la imagen es una subdlgebra de M. Como un &lgebra de Lie es un anillo, tenemos las
correspondientes versiones de los llamados Teoremas de isomorfia para anillos.

Ejemplo 1.1.10. Sea L un algebra de Lie. La aplicacion
ad: L — gl(L),adpx = [z, —].

Esto es, adpz(y) = [z,y] para todo y € L. Esta aplicacién es un homomorfismo de dlgebras de
Lie conocido como homomorfismo adjunto. Observamos que el nicleo de este homomorfismo, Ker
ad ={x €L |[x,L] =0} =Z(L) y el conjunto imagen de la aplicacién ad, Im ad = {adpz | x €
L} = ady L. Aplicando el primer Teorema de isomorfia tenemos:

L/Z(L) = ad.L. (1.2)
O

Se dice automorfismo a todo isomorfismo de L en L. El conjunto formado por todos los automor-
fismos de L se denota por Aut L y tiene estructura de grupo con la composicién. Los automorfismos
de la forma exp(ade)lﬂ para adpx nilpotenteﬂ se dicen automorfismos internos.

Definicién 1.1.11. Sea L un algebra sobre un cuerpo F. Una derivacion de L es una aplicacién
F-lineal D : L — L tal que

D(ab) = aD(b) + D(a)b para todo a,b € L.

Sea DerL el conjunto de derivaciones de L. Este conjunto es cerrado por suma y por producto
escalar y contiene al cero. Por tanto, es un subespacio vectorial de gl(L). Ademds para todo
dy,ds € DerL el producto [dy,ds] = dids — dady € DerL. En efecto, sean a,b € [dy,ds]. Como se
tiene que

dldz(a . b) = d1 (adg(b) + dg(a)b) = (Ldldg(b) + bdldz(a)
del(a . b) = dg(adl(b) + dl(a)b) = adgdl(b) + bdel (a),

deducimos que
[dl, dg}(a . b) = (d1d2 — dgdl)(a . b) = adldg(b) - adgdl(b) + bdldg(a) - bd2d1(a) =

a[dl, dg](b) + b[dl, dg](a)
y asi, [d1,ds] = dida — dady € DerL. Por tanto, DerL es una subélgebra de gl(L).

Para cualquier elemento x de un élgebra de Lie, las aplicaciones adyx introducidas en el Ejem-
plo son derivaciones gracias a la identidad de Jacobi. Este tipo de derivaciones se dicen
derivaciones internas. Ademds, para cualquier d € DerL se cumple que [d,adrx] = adrd(z). El
conjunto formado por todas las derivaciones internas de L, Inner L = {adpz|z € L}. La igualdad
[d,adrx] = adrd(z) nos dice que Inner L es un ideal de Der L. Ademés, usando tenemos que
Inner L 2 L/Z(L).

2 3 4
2La exponencial de la adjunta se define como exp(adrx) = 1+ adpz + (adgz) + (adg!z) + mdj!z) + ...

3Una aplicacién lineal f : A — A se dice nilpotente si existe n > 1 tal que f” = 0.
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Definicién 1.1.12. Sea L un algebra de Lie. La serie derivada de L es la serie de ideales de la
forma
LW =/ L®) = [L*=1 L*=D] para k > 2.

Ademis LD LW D L3 D ... Se dice que L es resoluble si Lm =0 para algiin m > 1. Al menor
m tal que L™ = 0 (luego L(™~Y £ 0) se le dice indice de resolubilidad de L.

Definicién 1.1.13. Sea L un algebra de Lie. La serie central descendente de L es la serie de ideales
de la forma
L'=1L, L* =[L,L* Y] para k > 2.

Ademds L D L2 D L3 D .... Se dice que L es nilpotente si L™ = 0 para algin m > 1. Al menor m
tal que L™ = 0 (luego L™~ ! # 0) se le dice indice de nilpotencia de L.

Definicién 1.1.14. Sea L un &lgebra de Lie con centro Z(L). Denotamos por Z;(L) = 0 y sea
Z;(L) el ideal de L tal que Z(L/Z;—1(L)) = Z;(L)/Z;—1(L) para ¢ > 2. La serie central ascendente
de L es la serie formada por los ideales anteriores. Ademés Z1(L) C Zo(L) C Z3(L) C--- C L.

Observamos que L es nilpotente si y solo si L = Z,,(L) para algin m > 1. En este caso, las
series central ascendente y descendente tienen el mismo niimero de términos, que es igual al indice
de nilpotencia de L.

Definicién 1.1.15. Sea L un édlgebra de Lie. Se llama radical de L a su ideal resoluble mas grande,
y se denota R(L). Se llama nilradical de Ly se denota por N(L) al ideal de L que resulta de sumar
todos los ideales nilpotentes de L.

Proposicién 1.1.16. Sea un algebra de Lie L con nilradical N. Se tiene que los términos N y
Z;(N) de las series centrales descendente y ascendente de N son ideales de L.

Demostracion. Veamos en primer lugar que Z(N) es un ideal de L. Notar que esto es cierto si
y solo si [L, Z(N)] C Z(N). Es decir, bastaria con comprobar que para todo a € L y para todo
x € Z(N) el producto de Lie [a,z] € Z(N). Esto es, que para todo n € N se cumpla [[a, z],n] = 0.
Por la identidad de Jacobi

[[a‘vx]?n] = _[[nva]vx} - [[xvn]va] = [[aa TL],.’E] + [aa [SL’,TLH = 0;

puesto que [[a,n],x] = 0 porque z € Z(N), [a,n] € N por ser ideal y [x,n] = 0 ya que z € Z(N)
yn € N. Sea I un ideal de L tal que I C N. Dado que N es el ideal nilpotente més grande y
que N/I es ideal del dlgebra L/I, tenemos que N(L/I) = N/I, y consecuentemente que Z(N/I)
es ideal de L/I. Gracias a este hecho, y a que los ideales de L/I son de la forma B/I con B ideal

de L que contiene a I, usando la definicién de Z;(N) = ZZ_EJ(V]&) = Z(N/Z;_1(N)) por recursividad

llegamos a que Z;(N) es ideal.

Veamos ahora que los términos N¢ son ideales de L. Notar que N? = [N, N] es ideal de L si
y solo si [N, N],L] C [N, N]. Esto es cierto gracias a la identidad de Jacobi pues [[N,N], L] =
[[N,L],N] + [[L,N],N] y [N,L] C N por ser N ideal. Recursivamente y de forma andloga, se
prueba que N es ideal de L utilizando en cada caso que [N'~1, N] = N y que N*~! es ideal de
L. O

Ademsds, se puede probar que todo ideal de N tiene interseccion no trivial con Z(N).

Definicién 1.1.17. Un éalgebra de Lie no nula L, se dice que es semisimple si no tiene ideales
resolubles distintos de cero, o equivalentemente, si R(L) = 0. Ademds se dice que L es simple si no
tiene ideales propios y L% # 0.

Proposicion 1.1.18. Toda algebra de Lie semisimple de dimension finita se puede expresar de
forma tnica como suma directa de ideales que, como algebras de Lie, son simples. De este modo,
si S es semisimple y descompone en suma de n ideales, S =51 ®--- B S5, los ideales de S son de
la forma S;, @ --- @ S;, para 1 <i; < ... < i <n.Por tanto, el nimero de ideales de S es 2".
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Sobre cuerpos algebraicamente cerrados las dlgebras de Lie simples E| salvo isomorfismos se
describen en el siguiente resultado.

Teorema 1.1.19. Con cinco excepciones todo dlgebra de Lie de dimension finita sobre un cuerpo F
algebraicamente cerrado es isomorfa a una de las dlgebras de Lie clasicas, que son sl(n,F), so(n,F)
y sp(n,F). Las cinco dlgebras de Lie excepcionales son conocidas como Eg, E7, Eg, Fy y Gs.

Veamos ahora como son las algebra de Lie simples clasicas llamadas asi porque se pueden
modelizar de forma natural como subdlgebras de gl(n, L). Las excepcionales son més complicadas
y exceden a los objetivos de este trabajo.

En primer lugar sl(n,F) estd formada por el conjunto de matrices de tamafio n x n de traza 0
y se denomina dlgebra especial lineal.

Las otras dos familias se pueden construir como subdlgebras de tipo glg(n,F) para alguna
matriz S € gl(n,F) como vimos en el Ejemplo

Las &lgebras so(n,F) se dicen ortogonales lineales. Para su definicién distinguimos dos casos
dependiendo de la paridad de n. Si n = 2[, la matriz que usaremos es la matriz ortogonal simétrica
S = (2 L ). Al imponer la condicién z'S + Sz = 0, llegamos a la siguiente descripcién detallada
de sus elementos:

s0(2,F) = {(41 42) 1 AT = —Ay, AT = -4y, AT = — A3},

100
Sin=2l+1, se toma S = (8 ? 8) En este caso las matrices que integran el algebra ortogonal
l

son de la forma:

0 a1 o
s0(20 +1,F) = {(gg ﬁ 21) AT = — A AT = — Ay AT = —A3,a5 = —af 0y = —aT}.

Las dlgebras de Lie sp(n,F) se definen solo para n = 2[. Se pueden modelizar usando la matriz

ortogonal antisimétrica S = (_OIZ g) y las matrices que la integran son de la forma:

sp(2,F) = {(41 42) : AT = — Ay, AT = Ay AT = As}.

Estas algebras de Lie se conocen como dlgebras simplécticas.

Los dos tltimos teoremas clédsicos en Teoria de Lie reducen la clasificacion de las algebras de Lie
a la clasificacién de semisimples y resolubles y y plantean la necesidad de la teoria de representacion.

Teorema 1.1.20. (Teorema de Levi) Sea L un dlgebra de Lie de dimensidn finita sobre un cuerpo
F de caracteristica cero. Entonces existe una subdlgebra semisimple S C L tal que L = S & R,

donde R es el radical de L.

Se denomina descomposicion de Levi a la descomposiciéon anterior L = S ® Ry factor de Levi
de L al algebra semisimple S. Notar que el radical resoluble es tinico pero los factores de Levi no.
Ademsds dos factores de Levi de un dlgebra de Lie L son isomorfos como consecuencia del Teorema
M4s ain, para S; dlgebra de Lie semisimple, existe f =exp (ad z) homomorfismo interno
tal que f(S1) C S donde S es un factor de Levi. Este Teorema establece que cualquier dlgebra de
Lie semisimple de un dlgebra de Lie se puede sumergir en un factor de Levi.

Teorema 1.1.21. (Malcev-Harish-Chandra) Sea L un dlgebra de Lie de dimension finita sobre un
cuerpo F de caracteristica cero con descomposicion de Levi L = S@®R(L). Para cualquier subdlgebra
semisimple Sy de L, siempre existe un ¢ automorfismo interno de L, tal que p(S1) C S.

1.2. Teoria de representacion

La Teoria de representacién juega un papel central en la Teorfa de Lie. En un nivel de iniciacion,
que es el que precisamos, los métodos que se necesitan estan basados en Algebra Lineal. Los

4La clasificacién fue dada por W. Killing a finales del S. XIX. Ademds de las clésicas, inicialmente Killing
proporcioné 6 excepcionales, dos de ellas eran la misma dlgebra con apariencia distinta.
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resultados que incluimos en esta seccién aparecen en el Capitulo 7 de [1] y han sido completados
con [2]. En la parte final incluimos las nociones de transveccién e identidad de Gordan que aparecen
en [3].

Definicién 1.2.1. Sea L un &lgebra de Lie sobre un cuerpo F. Una representacion de L es un
homomorfismo de algebras de Lie
¢ L—gl(V),

donde V es un espacio vectorial de dimensién finita sobre F. Si ¢ es una aplicacién inyectiva,
equivalentemente, Kerg = {0} la representacion se dice que es fiel.

Ejemplo 1.2.2. Sea L un &lgebra de Lie sobre un cuerpo F. Veamos algunos ejemplos de repre-
sentaciones conocidas.

a) La aplicacién ad: L — gl(L) es una representacién de L, que se dice representacion adjunta
de L.

b) Si L es una subdélgebra de gl(V') la aplicacién inclusién ¢ : L — gl(V) es una representacién
y se conoce como representacion natural de L.

¢) Se define la representacion trivial de L como ¢ : L — gl(F) donde ¢(x) = 0 para todo = € L.

d) Las representaciones 1-dimensionales de las dlgebras de Lie semisimples son triviales.
O

Las representaciones permiten construir nuevas algebras de Lie a partir de viejas. Dada una
representacién ¢ : L — gl(V), en el espacio vectorial suma directa de Ly V, L(L,V,p) =L &,V
el producto (s, s’ € L, v,w € V)

<s4v,8 +w>=[s, 8]+ p(s)(w) — (s (v)

define una estructura de algebra de Lie llamada extension escindida nula de L y V. Observamos
que V es un ideal abeliano de L(L,V, v). En el caso particular de que L sea semisimple, L es un
factor de Levi y V es el radical resoluble de L(L,V, ¢) que es nilpotente.

Definicién 1.2.3. Sea L un algebra de Lie sobre un cuerpo F. Un L-mddulo o mddulo de L es un
F-espacio vectorial V junto con una aplicacién bilineal

LxV >V (z0)—>z-v
satisfaciendo la condicion
[,y v=x-(y-v)—y- (z y) paratodox,y € Ly v e V.

Dado un L-médulo V' se puede obtener su representacion asociada ¢ : L — gl(V') imponiendo
o(x)(v) = x - v para todo x € L,v € V. Reciprocamente, dada una representacién ¢ : L — gl(V)
la aplicacién bilineal L x V' — V con z - v = ¢(x)(v) define una estructura de médulos sobre V.
Por tanto, representacién y L-moédulo son un mismo concepto con dos presentaciones distintas.

Definicién 1.2.4. Sea L un dlgebra de Lie, U y V' dos L-médulos. Una aplicacién lineal  : U — V
es un homomorfismo de L-mddulos si

O(x-u) =x-60(u) paratodou e Uy z € L.
Como cabe esperar, un homomorfismo de L-mddulos biyectivo es un isomorfismo.

Definicién 1.2.5. Sea un &lgebra de Lie L y V un médulo de L. Un submddulo de V es un
subespacio vectorial W C V' que es L-invariante, es decir, x - w € W para todo x € L,w € W.

Usando pares de médulos o moédulos y submédulos, es posible construir nuevos médulos me-
diante sumas, productos tensoriales y cocientes.
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Definicién 1.2.6. El producto tensmﬂ de dos espacios vectoriales V' y W sobre un cuerpo F, es
un espacio vectorial V' ® W junto con una aplicacién bilineal

P VxW VW, (v,w) = v@w,

que es universal: para cualquier aplicacién bilineal 5 : V' x W — U sobre un espacio vectorial U,
existe una tnica aplicacién lineal de V@ W en U y que lleva v @ w a (v, w).

Definicién 1.2.7. La potencia A2V exterior 2—alternadaE| de un espacio vectorial V' viene dada
por una aplicacion bilineal alternante

gé):‘/)(‘/v—)/\Q‘/7 (’01,’()2)—>1]1 N Vg,

que es universal. Esto es, para cualquier g : V x V — U aplicacién bilineal alternante, hay una
tnica aplicacién lineal de A2V en U que lleve v; A vy en 8 (v1,v2).

Dados V y W L-mddulos sobre el espacio vectorial V ® W podemos definir una estructura de
L-médulo de la forma:
zo(ww)=(z- V) QU+ vRrew

donde x - v y x ® w son las representaciones de V' y W respectivamente. Si V' = W, el espacio
vectorial 2-alternado A2V se puede ver como submédulo del producto tensor @2V .

Definicién 1.2.8. Sea L un algebra de Lie, y sea W un submddulo de un L-médulo V. Se puede
dar estructura de L-médulo al espacio vectorial cociente V/W definiendo la operacién

z-(v+W):=(x-v)+Wparaxe LyveVl.
A este L-médulo se le dice cociente de V' por W.

Definicién 1.2.9. Sea V un mdédulo no nulo. Se dice que V' es irreducible si no posee submédulos
propios, en caso contrario se dice que V es reducible. Finalmente, se dice que V' es completamente
reducible cuando puede ser descompuesto como suma directa de médulos irreducibles.

Definicién 1.2.10. Se dice que un L-médulo V' es indescomponible si no existen dos submddulos
propios U y W tales que V=U & W.

Teorema 1.2.11. (Teorema de Weyl) Los mddulos de un dlgebra de Lie semisimple sobre un cuerpo
F de caracteristica cero son completamente reducibles. Es mds, el numero de mddulos irreducibles de
cualquier descomposicion en suma de irreducibles es invariante y, salvo reordenacion, los modulos
que aparecen son isomorfos.

Finalmente establecemos el primer Teorema de isomorfia para médulos y el Lema de Schur.

Lema 1.2.12. Sea 6 : U — V un homomorfismo de L-mddulos para un algebra de Lie L.

a) Ker 6 es un submédulo de U y I'm 6 es un submdédulo de V.
b) V/Ker 6 es isomorfo a Im 6.

Teorema 1.2.13. (Lema de Schur) Sea L un dlgebra de Lie de dimensidn finita sobre un cuerpo
F algebraicamente cerrado. Sean U y V' L-mddulos irreducibles.

a) Un homomorfismo de L-mddulos 0 : U — V' que no es nulo es un isomorfismo.

b) Si el cuerpo es algebraicamente cerrado, una aplicacion lineal 0 : V. — V es un homomorfismo
de L-mddulos si y solo si 6 = Ay para algin A € F.

5El producto tensor de n espacios vectoriales V1 ® --- ® Vi, se puede definir para cualquier n > 2 de forma
universal, andlogamente a lo hecho para el caso n = 2.

SLa potencia exterior n-alternada A™V de un espacio vectorial V' se puede definir para cualquier n > 2 de forma
universal, andlogamente a lo hecho para el caso n = 2.
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1.2.1. Representaciones de sly(F).

El algebra simple cldsica de menor tamano es el dlgebra sl () |Z| especial lineal de matrices
2 x 2. Una base para este algebra es la formada por las matrices e, f,h :

= 5= 0 D=G )

El corchete de Lie queda determinado entonces por [e, f] = h, [h,e] = 2e, [h, f] = —2f.

Considerando el espacio vectorial F[z,y] de polinomios en dos indeterminadas z,y con coefi-
cientes en F, se denota por V; al subespacio de polinomios homogéneos de grado d. Notar que
entonces V) es el espacio vectorial de polinomios constantes, esto es Vo = F - 1. Parad > 1, Vy

tiene como base {z?, 2% 'y, ..., zy?"! y?} y, por tanto, la dimensién de Vy es d + 1. Ademas, la
aplicacion lineal ¢4 : slo(F) — gl(Vy) definida como
0 0 0 0

wa(e) = 3787/ wa(f) = Yo’ wa(h) = Tor T y@7

es una representacion de sly(F). Mediante esta representacion, los subespacios V; pueden ser vistos
como sle-médulos. Ademas Vy es un sly-mdédulo irreducible para todo d > 0. Una forma eficaz de
presentar la representacién g de sla(F) sobre el modulo V; la proporciona el diagrama inferior.
En este diagrama las flechas a derecha se refieren a ¢4(e), esto es, el efecto sobre los distintos z%y’
de la base V. Las flechas que van a izquierda se refieren a @4(f), y las flechas que salen y entran
al mismo nodo hacen referencia a p4(h).

Ejemplo 1.2.14. El slo-médulo V3 tiene base {3, 2%y, 232, y3}. Veamos cémo actiia la represen-
tacién 3 : sla(F) — gl(V3) descrita con cada uno de los elementos de la base. Para ello se deben

usar @q(e), pa(f) y pa(h), notando que pq(z)(v) =z - v:

3
e~x3:xa(ax ) =0, e- 2%y =2% e ay® =22%, e-y® = 3xy?
Y
3
f'iﬂszyagj) =32%y, f-2°Y =2zy®, fay’=9° [P =0
3 3
h~x3:x78(x ) —yL(m ) =323 h-2?y =22y, h-oy® = —xy®, h-y® = -3y°
ox y

Lo que nos lleva al diagrama:

1

-3 -1 3

y xy? x?y K

"El espacio R3 con el producto corchete [u,v] = u A v es un R-dlgebra de Lie isomorfa a slz(R).
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Para sl5(F), el apartado b) del Lema [1.2.13|sigue siendo vélido si F arbitrario.

Lema 1.2.15. Sea V un sls-moédulo finito-dimensional e irreducible sobre un cuerpo F arbitrario
de caracteristica 0. Una aplicacién 0 : V' — V es un homomorfismo de sly-mddulos si y solo si 0 es
un multiplo escalar de la transformacién identidad; esto es, § = A1y para algin A € F.

El siguiente resultado nos permite descomponer el médulo producto tensor de dos sl;-mddulos
en suma de irreducibles.

Lema 1.2.16. Sea sly(F) algebra de Lie simple. Sean V,, y V;,, slo-mddulos irreducibles con m < n.
Se conoce como formula de Clebsch-Gordan a la descomposicién

Vi @F Vi 2 Vaimn @ Vadm—2® ... B V.

La 2-potencia alternada descompone en la forma: A%2V,, = ®Va,_oi para k < n impar.

Notacion 1.2.17. Para un sl;-mddulo irreducible V; consideraremos como base el conjunto
B(Vy) = {vg := 2%, vy := 29y, ... ug =y} O

El conjunto formado por todos los homomorfismos de S-mdédulos es un espacio vectorial con las
operaciones naturales de suma de aplicaciones lineales y producto por un escalar. El Lema [1.2.13]
garantiza que para dos S-médulos irreducibles V' y W sobre un cuerpo algebraicamente cerrado F
se tiene que

) 1 sivVew
dim Homs(V,W) = {O en otro caso

Sin embargo cuando se trata de representaciones de S = sl»(FF) la restriccién de que el cuerpo
sea algebraicamente cerrado no es necesaria como asegura el Lema Con este resultado, la
definicién de producto tensor, y la descomposicién del mismo dada en el Lema se concluye
que Homg(V,, ®F Vin, Vingm—24) €s un espacio vectorial de dimensién 1. Por tanto, para describir
este subespacio en estos casos solamente serd necesario encontrar un homomorfismo no nulo, puesto
que los demads seran multiplos de este por un escalar A € F. Para determinar homomorfismos no
nulos disponemos de unas aplicaciones lineales llamadas transvecciones que son introducidas en la

Definicion [[L2.18

Definiciéon 1.2.18. La k-transveccidn es una aplicacion (-, )i : Vi X Vi = Vitm—or que se
describe mediante la expresion:

(o =TS 0 (1) gt g

m! nl & i) Ozk—iQyt Oxioyk—i’

donde 0 < k < n, con n < m. Conviene remarcar que en el caso k = 0, (f, g)o es el producto usual
de polinomios.

Las transvecciones son bilineales gracias a la linealidad de las derivadas parciales. Por tanto,
usando la propiedad universal del producto tensor podemos, sin pérdida de generalidad, considerar
(-, )k : Vi ®Vy = Viugm—ak. Usando la accién por derivacién de sly(F) sobre V,,, Vi, v Vitm—2k,
tenemos que dado z € sly(F), f € V,, y g € V,,, se cumple la identidad z e (f,g9)x = (x - f,9)k +
(f,x - g)r. Esto implica que (-, ) es un homomorfismo de slp-médulos de V,, ® V,, en Vy,4pn_ok
usando la Definicién de médulo producto tensor y da una demostracién del apartado a) del
Lema A continuacién enunciamos dicho Lema, que contiene ademaés otras propiedades de
las transvecciones, probadas en [3], que nos serdn de gran utilidad més adelante.

Lema 1.2.19. Sea sly(F) dlgebra de Lie simple. Sean V,, y V;,, slo-médulos irreducibles con m < n,
de polinomios homogéneos de grados n y m,

a) Para cada 0 < k < m, la k-ésima transveccién (-, )i : Vi, ®F Vi = Viipm—2k €s un homo-
morfismo de sly-mddulos.
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b) En el caso n = m, la k-ésima transveccién proporciona un homomorfismo simétrico si k es
par y antisimétrico en el caso k impar, es decir (a,b), = (—1)*(b,a).

c¢) El conjunto My m,s =Homgy, @) (Ve @ Vin, V5) tiene dimension < 1. Mas atin,

2 _ [spang((-, )k) sis=n+m—2k0<k<m
s 0 en otro caso

Tan importante como las transvecciones, la segunda herramienta que serd de utilidad en el
Capitulo 2 de la memoria nos la proporciona la siguiente definicion.

Definicién 1.2.20. Sean f € V,, g€ V;,, y h € V,, y sean ay, ap ¥ a3 enteros no negativos que
verifican que a1 + as < p, as +az3 < m, ag+a; < n, con a; = 0 0 as + a3 = m. Entonces se
cumple que:

p—a1—a2

Z(()())((f Gaasi >a1+a2i=<—1>mzw<<f, Bastis B)an s
>0 % >0 %

La identidad que aparece en [1.2.20 aparece en la Introduccién de [3], se conoce en la literatura
como identidad de Gordan y se denota tradicionalmente en la forma:

g9 h
m n P
a1 Q9 QO3

Sean V,, y V,,, dos médulos irreducibles del algebra de Lie simple sls(F) con m < n. Recordamos
que una k-transveccién tendra sentido si k es un entero tal que 0 < k < m. Para f € V,, y g € V5,
el Cuadro recoge la formula para las k-transvecciones con 0 < k < 6 que utilizaremos en el
Capitulo 2. En el Cuadro [I.2] se recogen algunas de las identidades de Gordan que también se
utilizaran en el Capitulo 2. En dichas identidades se consideran f, g, h € V,, para algin n > 0.

Cuadro 1.1: Férmulas de las k-transvecciones con 0 < k < 6

Férmula de la k-transveccion

(f:9)0 = fg

—11¢0f9g9 _ 9f0g
(f’g)limn(aazay 8y8x)

_ 1 1 8%f 9%g 8%f 8%g 8% f 8%g
(f,9)2= m(m—1) n(n—l)(812 757 ~ 2az0y azay + o2 55)

L _ (m=3)! (n=3)! (9f &g g g _ 0°fd’g

(f’ 9)3 - m! n! (8m3 Oy* 8z2ay 6zay2 + 38T8y2 020y oy3 z3)

_ (m=4)! (n—4)! 8*F g , 0* 'y 8y 'f 9y 3*f 9tg
(f’ 9)4 - m! n! (8m4 oyt 4890381/ 89081/3 + 6890281/2 8z261/ 46:}031/3 Ox30y + Oyt oz

_ (m 5)! (n=5)! /§°f a‘ o f °g o f
(f’ 9)5 - n! (Bz 5 48y 8163}4 + 1081583;2 0z20y3 108r28y5 8158312 +

5 95F 8% 65f 85g)
dxdy4 dm4dy Oy® Oxd

_ (m=6)! 6)' (n—6)! aﬁfﬂ _ %f 9% 3% a°f

(f’ g)G - m! n! ((%6 oyt 68%’83; dxoy® + 158148312 0x20y* —20 8$38y3 63:363/3 +

8% 3%f 9% 9°f 8%
+158r28u4 Oxt0y? 66181} 0z5dy + oyb 816)
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Cuadro 1.2: Algunas identidades de Gordan

Identidad de Gordan

fhn ) ((F ) ho = 3((f,h)1,9)0 + ((F,)o, 9) paran > 1

fAn) 3902 o+ ((£.9)1, )1 = (£ 02 9)0 + (£, h)1, 9)1 para n > 2

A ) ()2 + ((F.9)s 01 + (=BG ((F 9)a ho = (£ 11,901 + (£, W), g+
B2 (f,h)a, 9)o, paran > 4

80) (£, 93, W1+ 5,91 0o = (F:)1,9)s + 2((F 1)z, 9)2 + sianis (f: h)a, 9)1+

4E;n 15) ((fa ) )07 para n > 4

/N T N N /N /N T NN
O3~
N— ' — ~— — — —

383) ¢ ((£.9)2.0)2 = =3((1:1)2.9)2 + (1)1, 9)s
353) ¢ (F.9)3.0)a = 3((Fh)a.0)s + (f:1)2.0)s
§86) : (f.9)0 001 = 3£ Rasg)a+ ()3 9)s + (. h)a.9)s

1.3. Reticulos de ideales de algebras de Lie

El dltimo ingrediente que necesitamos para abordar el problema objeto del trabajo es la nocién
de reticulo de ideales en algebras de Lie.

En teorfa de conjuntos, un reticulo, red o lattice es un conjunto parcialmente ordenado (P, <)
en el cual, para cada par de elementos, existen un suprem(ﬁy un fnﬁmdﬂ Si denotamos por L£(L) el
conjunto de ideales de un algebra de Lie L, observamos que este conjunto es parcialmente ordenado
mediante la inclusién. Ademads, como la suma e interseccién de ideales es un ideal, para cada par
de ideales I y J, el ideal suma I +J ={a+b:a € I,b € J} es un supremo y el ideal interseccién
un infimo. Por tanto, el conjunto de ideales de cualquier algebra de Lie tiene estructura de reticulo.

Cuando el algebra de Lie tiene un nimero finito de ideales, el conjunto £(L) tiene asociado
un Diagrama de Hasse, que es una representacién grafica simplificada de £(L) mediante aristas
y nodos. Los ideales se representan mediante nodos y se dibuja una arista ascendente entre dos
ideales solo si uno de los ideales esta contenido en el otro, sin haber otros ideales intermedios.

En general, el reticulo de ideales de un algebra de Lie no tiene por qué ser finito. Si consideramos
un 4lgebra de Lie abeliana 2-dimensional, L, , = F-z®F-y, los ideales son los subespacios vectoriales
y, si el cuerpo base es infinito, la familia uniparamétrica de subespacios I(A) = F < z 4+ Ay >
proporciona una familia infinita de ideales. Por tanto, £(L, ), no es finito.

Ejemplo 1.3.1. El reticulo de ideales del dlgebra de Lie trivial L = 0 es el que aparece en el
apartado I del Cuadro El algebra de Lie 1-dimensional L = I - x tiene como ideales a 0 y L
Por tanto, su reticulo de ideales es la 2-cadena del apartado IT del Cuadro[I.3] Las dlgebras simples
tienen el mismo reticulo de ideales que la abeliana 1-dimensional. Las algebras de Lie semisimples
que descomponen como suma de dos ideales simples tienen exactamente 22 = 4 ideales conforme
a la Proposicién Por tanto, su reticulo de ideales coincide con IV(b) del Cuadro Las
algebras suma directa de ideal abeliano 1-dimensional e ideal simple también tiene como reticulo
IV (b). O

Los comentarios y ejemplos previos nos dicen que los reticulos de ideales no son finitos y que
determinan parcialmente la estructura del dlgebra. Ahora bien, jqué restricciones hay que imponer

8Para cada dos a y b elementos de L existe un tinico elemento ¢ de L que cumple que ¢ > a y ¢ > b siendo el més
pequeno que cumple esta condicién.

9Para cada dos a y b elementos de L existe un tinico elemento ¢ de L que cumple que ¢ < a y ¢ < b siendo el més
grande que cumple esta condicién.
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a un algebra de Lie L para que su reticulo de ideales sea finito? Y, en tal caso, ;qué posibles
diagramas de Hasse £ de n > 3 nodos pueden aparecer como reticulos de ideales para un algebra de
Lie L? La segunda pregunta para n < 5 se responde en el siguiente lema, de sencilla demostracion,
que aparece en [8, Lemma 2.1].

Lema 1.3.2. Sea L un dlgebra de Lie tal que £(L) es un reticulos de n elementos con 1 < n < 5.
Entonces, £(L) es uno de los reticulos mostrados en el Cuadro

I I I V(@) | IV(b) V@) | V(b) V()

o

{0} oF - x oF -z @ Sy L=AoV;, | L=BaV;
oS simple QSQ.@ S3 A=Fa20S, | B=TF z o
Si simples 0oA=8®|B=SyV
Ss y V ideal | 2-irreducible
abeliano A- | ideal  abe-
irreducible liano

Algebras de Lie asociadas

Cuadro 1.3: Reticulos de ideales para édlgebras de Lie con hasta 5 ideales y dlgebras asociadas.

En [8, Theorem 2.3], se describe ademads la estructura de todas las dlgebras de Lie con, a lo més,
5 ideales y se trabaja el problema de su existencia mediante construcciones explicitas. Si excluimos
los reticulos de ideales de tipo I, I, IIT, IV(a) y V(a), tenemos que:

e Las &lgebras de Lie que tienen reticulo de ideales de tipo IV(b) son suma directa de dos
ideales simples 6 suma directa de un ideal de dimensién 1 y un ideal simple.

e Las dlgebras de Lie que tienen reticulo de ideales de tipo V(b) descomponen en la forma
L=V @& S donde V es un ideal abeliano no nulo, S es un dlgebra de Lie como descrita en el
botén anterior y V', como subespacio ady,S-invariante que es, tiene estructura de S-moédulo
y debe ser irreducible y fiel.

e Las dlgebras de Lie que tienen reticulo de ideales de tipo V(c) descomponen en la forma
L =V &S donde V es un ideal abeliano no nulo, S es un algebra de Lie simple o de
dimensién 1. Como subespacio adyS-invariante que es, V tiene estructura de S-mddulo y
debe descomponer en suma directa de dos submdédulos irreducibles, fieles y no isomorfos.

Las dlgebras con reticulos de tipo V(b) y V(c) son extensiones escindidas nulas de un dlgebra
de Lie por un médulo. Las extensiones escindidas nulas son las ejemplos mas naturales de dlgebras
de Lie no resolubles y no semisimples.

Cuando un reticulo de ideales £ estd completamente ordenado mediante la inclusién, se dice
que es una cadena de ideales (n-cadena si el nimero de ideales es exactamente n). Los reticulos de
ideales de tipo I, II, IIT, IV(a) y V(a) son n-cadenas con 1 < n < 5. En [6] se estudia el problema de
determinar la estructura de un dlgebra de Lie cuyo reticulo de ideales es una cadena y se clasifican
las dlgebras resolubles de este tipo sobre cuerpos algebraicamente cerrados mediante bases y tablas
de multiplicar. En el Capitulo 2 trabajaremos las construcciones explicitas de algebras no resolubles
cuyos ideales son n-cadenas con n = 3,4, 5.



Capitulo 2

Algebras de Lie con reticulo de
ideales en cadena

En este capitulo nos centraremos en el analisis de la estructura y en construcciones derivadas
de la misma para el caso de algebras no resolubles con cadenas de 3,4 y 5 ideales. Este es el
objetivo de la seccién Los ejemplos de la seccién nos conducen a la seccién donde se
trabajan las construcciones explicitas de dlgebras con cadenas de 5-ideales y factor de Levi sly(F).
Mediante el uso de las transvecciones y las identidades de Gordan introducidas en la subseccién
del Capitulo 1, hemos implementado un programa (ver anexo) en Mathematica que permite
definir productos binarios comprobando si la identidad de Jacobi es satisfecha o no. Mediante el
programa hemos construido multiples ejemplos de algebras de Lie con 5-ideales. El estudio de las
caracteristicas de los distintos ejemplos nos ha llevado a la demostracién de una serie de lemas
generales sobre condiciones de existencia de algebras con 5 ideales en cadena, que aparecen en
la subseccién y a partir de ellos a la clasificacion de las dlgebras de Lie no resolubles con
5-ideales en cadena, con nilradical N tal que dim (N/N?) < 7 y factor de Levi sly(F).

2.1. Resultados genéricos.

Empezamos esta seccién enunciando y probando un Teorema que describe el caso mas pequeno,
la clasificacion de las dlgebras de Lie no resolubles con 3 ideales.

Teorema 2.1.1. Toda dlgebra de Lie no resoluble con 3 ideales es una extension escindida nula
de un dlgebra de Lie simple S con producto ss’ y un S-mddulo irreducible no trivial V. Esto es, si
p: S —gl(V) es la representacion de V, L =S &V con producto

(s+wv,8 +0") =85+ p(s)(v) — p(s')(v), donde 5,8 € S yv,v' € V.

En este caso, los ideales de L forman la cadena 0 <V < L.

Demostracion. Sea L algebra de Lie con 3 ideales.

(1) Por el Teorema de Levi se puede descomponer L como L = S® R(L) donde R(L) es el radical
resoluble de L. Veamos entonces que R es un algebra de Lie no nula y abeliana, es decir,
R(L) # 0y R(L)? = 0. Por comodidad denotaremos R(L) = R. Si R = 0, entonces o R es
simple en cuyo caso tiene solo dos ideales, o R es semisimple con mas de 3 ideales por[1.1.18

Para ver que R es abeliana basta tener en cuenta que R? C R y que R? es un ideal de L ya
que, utilizando la identidad de Jacobi, se tiene:

[R%, L] = [[R,R],L] = [[R, L], R] + [[L, R],R] C R

Como los ideales de L son exactamente 3 con R # 0y R # L, entonces o bien R?> = R o bien
R? = 0. No se puede dar R? = R puesto que R es el radical resoluble de L, consecuentemente
R? = 0. Asi queda probado que R es abeliana.

15
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(2) Como R es un ideal de L, para cada = € L se tiene que adz(a) = [x,a] € R para todo a € R.
De esta forma, R es un S-médulo usando la representacion adjunta de L restringida a R

ad : sla(F) — gl(R)
r — adrx

Veamos ahora que R es un S-mdédulo irreducible. Supongamos para ello que R es reducible,
es decir, R =V @®U con V y U submédulos propios. Se tiene que [S,U] C U y que [S,V] C V.
Luego U es ideal de L ya que [L,U] = [S® R, U] = [S,U]®[R,U] C U, pues [R, U C R*=0
y [S,U] C U por ser submédulo. De forma anédloga se prueba que V' también es un ideal de
L. Como V # U se obtiene una contradiccién puesto que en L tendriamos al menos 5 ideales
(0,L,U,V, R). Asi, queda probado que R es un S-médulo, y es irreducible.

Veamos que R es no trivial. Si lo fuera S seria ideal de L ya que

[L,S]=[S®R.S|=[S.S]&[R,S]CS.

Pero este no puede ocurrir porque en L aparecen {0}, L, R y S como ideales lo que supone
una contradiccién. De este modo L es una extensién escindida nula de S y su radical R.

Finalmente si tomamos L = S @ V extension escindida nula de S y V irreducible, el algebra
tiene exactamente 3 ideales: {0}, V' y L. En efecto, tomamos 0 # I ideal de L. Si I C V, por ser
V irreducible, como I es S-submddulo, se tiene I = V. Si I € V entonces o bien I NV =V o bien
I NV =0 por irreducibilidad de V.

Si INV =V, entonces V esta contenido propiamente en I. De V' C I, tenemos:
I=InL=(InV)ea(InNnS)=Vo(InS)=VaS=1L,

donde hemos tenido en cuenta que 0 %% I NS = .S porque I NS es ideal de S y S es simple.

SiINV =0, entonces I®V C L, luego (I®V)NS es ideal de S. Ahora, o bien (I®V)NS =0,
en cuyo caso I @V @& S C L, que es absurdo, o bien (/& V)NS =S5. Enestecaso SCI®V y
consecuentemente SV C I®V C L que implica L = I@V . Pero como L = 12 = 1269[[, V]@V2 =
I? C I se llega a una contradiccién.

En efecto L = L? ya que
LP=SeV,SeV]=[SSa[s,V]e[V,S]e[V,V]=SaV.

En la tltima igualdad basta tener en cuenta que S? = S y [S,V] = V por ser [S, V] S-submédulo
de V que es irreducible y [S, V] # 0. O

Comentarios 2.1.2. De acuerdo con [8], las dlgebras de Lie resolubles con exactamente 3-ideales
son extensiones escindidas nulas L = V @ F - x de un espacio vectorial V' y un algebra de Lie
1-dimensional F - z. El espacio vectorial V' es un ideal abeliano, luego los productos no nulos de
L estan determinados por ady, x : V — V, que como transformacién lineal, debe ser inyectiva y
tal que V sea un subespacio ady, z-irreducible. Esta tltima condicién equivale a que el polinomio
minimo y el caracteristico de ady, x coincidan y sea un irreducible en el anillo de polinomios F[X].
Como f = adyp = € End (V), el producto en estas dlgebras estd definido en la forma general
MNpeFyvweV):
<vH A, w+pf >= Mf(w) = pf(v).

acorde con la expansién del producto del caso no resoluble que aparece en el Teorema si
identificamos F - 2 con la subdlgebra (abeliana) S = F - f de End(V)~ y la accién p : S — gl(V)
donde p es la inclusién. d

De acuerdo con [6, Teorema 2.2], las &lgebras de Lie no resolubles cuyo reticulo de ideales es
una cadena se pueden caracterizar de la siguiente forma general:
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Teorema 2.1.3. Sea L un dlgebra de Lie no resoluble sobre un cuerpo de caracteristica cero.
Los ideales de L forman una cadena de ideales si y solo si L es un dlgebra simple o es la suma
semidirecta de un ideal nilpotente N distinto de cero y un dlgebra simple S tal que N/N? es un
S-mddulo fiel y Z;(N)/Z;—1(N) son S-mddulos irreducibles a través de la representacion adjunta.
Ademds, en este caso, los términos de la serie central descendente de N coinciden con los términos
de la serie central ascendente y, sit+ 1 es el indice de nilpotencia de N, los ideales de L son los
t 4 2 ideales siguientes:
0<N'<...<N'<...<N<L.

A la vista de este resultado, las dlgebras de Lie no resolubles con ideales en cadena tienen radical
resoluble nilpotente y su descomposicién de Levi L = S@® N es no trivial, esto es, [S, N] # 0. Sobre
estas descomposiciones en [5] se prueba lo siguiente:

Teorema 2.1.4. Sea L un dlgebra de Lie con producto [z,y], radical resoluble nilpotente N con
indice de nilpotencia (t+1) y descomposicion de Levi no trivial L = S®N para algin dlgebra de Lie
semisimple S. Entonces, existe una descomposicion no trivial de N en suma directa de S-mddulos:

N=mi®SmoPmg®- - Hmy,

donde N7 = m; @ NI+1, m; C [mj_1,mi] tal que my es un S-mddulo fiel y para 2 < j < t, el
submddulo m; descompone como suma directa de un conjunto de componentes irreducibles de la

representacion del producto tensor mi@m;_1. Ademds mao es un submddulo del médulo 2-alternado
A2m1 .

De los dos teoremas previos extraemos las siguientes conclusiones:

Conclusiones 2.1.5. Sea L es un algebra de Lie no resoluble con producto [a, b] y factor de Levi
S simple. Si L tiene exactamente ¢ + 2 ideales, y estos forman una cadena entonces:

(C1) El radical resoluble de L coincide con el nilradical N y su indice de nilpotencia es ¢ + 1. Asi,
Nl =0y Nt £0.

(C2) Podemos encontrar una descomposicién de N como suma directa de médulos irreducibles
para la subdlgebra S que tiene exactamente t médulos mq,mo, . .., ms, esto es:

N=mi ®ma@®ms®- - ®my,

Estos médulos deben satisfacer:

1
2
3
4

NI =m; @ NI+l y Nt+2=7 = Z,(N).
mjt1 C span([a,b] : a € mq,b € m;) para j > 1.

(1)
(2)
(3) El S-médulo m; es fiel.

(4) Los médulos m; para j > 2 son médulos irreducibles de entre los que aparecen en
la representacion del producto tensor m; ® mj_;. Ademads my debe estar entre los

submédulos del médulo 2-alternado A2mq C mq @ my.

(C3) El producto de Lie en N estd completamente determinado, usando linealidad, por los pro-
ductos [a;,a;] € Nt con a; € m;,a; € mj para i,j =1,...t. De hecho,
la;, a;] = [as, ajlirj + -+ + [ai, a5]e,

donde [a;, a;] € my, representa la proyeccién del producto [a,, a;] de L sobre cada componente
irreducible mj, de N. Estas proyecciones determinan una familia de aplicaciones p;jz, con
1<i,j<tyk>i+j. Estoes:

Dijk :m; @my; — L —  my
a; Q@ a; — [ai,aj} — [ai,aj]k
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Estas aplicaciones son homomorfismos de S-médulos ya que

(s, laia] = Y [slaialel = Y (s, ails, ale + lai, [s, a5]51k) = [[s, ail, a] + [as, [5, a;]].
k>i+j k>i+j
Ademas, p;ji = —pjik, es decir, son antisimétricas. Observamos también que las aplicaciones

Dijj+1 : M1 ® m; — mj4q deben ser no nulas.

(C4) Sean a; € m;, aj € m; y ax € my, la relacién que define la identidad de Jacobi es
[[aiv a’j]v ak} + [[ajv a’k]a ai] + Hakv ai]v a’j] =0

que teniendo en cuenta la expresion de los productos, es equivalente a

t t t t
S>> pauilpigs(aiag)an) + D> D Prim(pikn(ag, ar), ai)+

l=s+k s=i+j m=n+in=j+k

t t
+ Z Z pcjb(pkic(ak7ai)vaj):0'

b=c+j c=k+i

O

Las conclusiones previas derivadas de los resultados de estructura nos llevan a una simple
caracterizacion de las algebras de Lie cuyos ideales forman una 4-cadena y una 5-cadena.

Teorema 2.1.6. Sean S un dlgebra de Lie simple con producto [s,s']. Sean my y mo S-mddulos
irreducibles con representaciones p; : S — gl(m;) para i = 1,2 con py fiel.

Para cualquier aplicacion antisimétrica y no nula p : m; ® my — meo que sea homomorfismo de
S-mddulos, el espacio vectorial £5(myi, ma,p) =S @ my @ ma con el producto

(s+v+ws' +0 + ') =[s,5]+ pi(s)(v') + pa(s)(w’) + p(v,0) = p1(s") (v) = p2(s) (w), (2.1)

para s, € S, v,v" € my yw,w’ € ma, proporciona un dlgebra de Lie con 4 ideales dispuestos en
la cadena:
0<mg <mi®ms < L.

Ademds, toda dlgebra de Lie no resoluble con 4 ideales en cadena coincide con una de las descritas
anteriormente.

Demostracion. Por comodidad escribiremos pi(s)(v) = s- v, y pa(s)(v) = s ® v. Observamos que
el hecho de que p; sea representacién equivale a que [s,s'] -v = s- (s’ -v) — s’ - (s - v) para
s,s’ € Sy v € mi. Notar que lo mismo ocurre con ps. Ademds, m; ® m; es S-médulo mediante
la representacién sev @ w = (s-v) QW +v® s+ w para v,w € my y s € S de acuerdo con
[:2:1] También observamos que decir que p : my; ® my; — mo sea homomorfismo equivale a que
sOplv@w)=p(sev@w)=p((s-v) @w) +plv® s w).

Veamos ahora que L es algebra de Lie. Para ello, bastaria con comprobar la identidad de Jacobi
para ternas de elementos (a,b,c¢) € S Umy Umag, pues la antisimetria estd garantizada desde la
definicién del producto. En efecto:

(s+v+w,s +0 +w) = [5,5] + prs)W) + pa(s) W) + p(v,0') — p1(5)(v) = pa(s') (w) =

— —[s's5] = pa(s)(v) — p2(s') () — P(V', 0) + P ()W) + p2(s) (W) = —(' + 0/ + w5+ v+ w).
(2.2)

Para comprobar la identidad de Jacobi analizamos los diferentes casos:

1) Sean s,s’,s"” € S. Se cumple trivialmente puesto que S es un &lgebra de Lie, introducida
como subdlgebra de L: {(s,s’),s") = [[s, s'], s"].
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2) Sean s,8' € Sy v € my. Como my es un S-médulo la identidad es inmediata:
{{(5,8"),0) + {{v,8),8) + ((s',v),8) = [5,8'] v +5-(s-v)—s-(s v)=0.
De igual forma se verifica la identidad si v € mso por ser my un S-médulo.
3) Sean s € Sy v,v" € my.
{{(s,0),v") + ({v,0"), 8) + (', 8),v) = p(s - vRV) —sOplv@V) —p(s-v ®v) =0,

por ser p homomorfismo de S-médulos antisimétrico. En este caso la antisimetria se utiliza
para p(v®s-v') = —p(s- v @0).

3.1) Sean s € S, v € my y v € mas.
((s,0),0") + ((v,0'), 5) + {{v', 5),0) =0,
puesto que cada sumando es 0 por ser productos de un elemento de m; y otro de mao,
({{s,v),v") = ({¢', s),v) = 0), o anidarlo (v,v') = 0.
3.2) Sean s € S,y v,v € ma.
((s,0),0") + ((v,0'), 5) + {{v', 5),0) =0,
puesto que cada sumando es cero por ser productos de dos elementos de mso, o anidarlo.
4) Sean v,v’,v" € my.

{{v,0),0") +{(v,0"), v) + (0", v), ") = (p(v, v"),v") + (p(v, v"),v) + (p(v", ), ) =0,
puesto que en cada sumando se estd haciendo el producto de un elemento de msy y otro de
my.

4.1) Sien el caso anterior al menos uno de los elementos estd en mg, se verifica trivialmente puesto

que el producto de un elemento de msy por otro de ms o de my es nulo.

Observamos que L verifica las siguientes propiedades.

a) Se tiene que L? = L. En efecto,
L? = (S, 8) + (S, m1) + (S, ma) + (my,m1) = S>Bmy @my = L,

donde se ha utilizado que S? = S por ser S simple. También se ha tenido en cuenta que (S, m;) =
m1. En efecto, (S, m1) C my y es no nulo por ser m; fiel. Luego como (S, m;) es un submdédulo
de m; irreducible, (S,m1) = my. En efecto, (S,m;) es submédulo de m; puesto que s’ - (s-v) =
[s',s] v+ s (s -v) se garantiza al cumplirse la identidad de Jacobi. Ademds, (my,m1) = ma,
pues p : m1; ® m1 — ms es homomorfismo de S-médulos, no nulo, y tanto Ker p, como Im p son
submédulos. As{, como p es no nula, 0 # I'm p C ms y como ms es irreducible, Im p = (my,my) =
ma.

b) Ocurre que m; @ mo = N es ideal 3 nilpotente de L. En primer lugar veamos que es ideal de L:
(L,m1 D TTL2> = <S, m1> + <m1,m1> + <S, m2> =m1 D meo = N.

Ademds N es 3-nilpotente puesto que N? = (my,m1) = ma y N3 = (N, N?) = (m; ®ma, ms) = 0.
Como N es el mayor ideal resoluble (y nilpotente) de L entonces N = R(L) = N(L) es el radical
resoluble de L.

Luego L = S & N con S simple y N nilpotente (N3 = 0). Veamos cual es la cadena central
ascendente de N. Se tiene que Z3(N) = Z(N) y como my C Z5(N) = Z(N), entonces Z(N) =
me ® Z(N)Nmy. Ahora Z(N)Nmy es un S-mddulo de L por ser Z(N) un ideal de L.

Como m es irreducible y 0 € Z(N) Nm; C my, entonces o bien Z(N) Nmy = my o bien
Z(N)Nnmy =0.
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Si Z(N)Nmy = my, entonces Z(N) = m; & mg = N. En este caso N? = 0, lo que es absurdo.

Luego Z(N)Nmy =0y en ese caso Z(N) = Zo(N) = my = N2 # N. Ast, 2250 = Z(N/Z5(N)) v

Z3(N) debe coincidir con N pues las series centrales descendentes y ascendentes tienen el mismo
nimero de términos, en este caso un total de 3. Por tanto, N/N? = Z3(N)/Zy(N) = %émz ~my

que es S-mdédulo irreducible y fiel y Zo(N)/Z1(N) = ms. Por el Teorema el resultado es
cierto.

Veamos ahora que toda algebra de Lie no resoluble con 4 ideales en cadena coincide con una de
las anteriores. Sea L con 4 ideales en cadena y producto [a, b]. Aplicando el Teorema tenemos
que L =5S& N, donde N = R(L) el radical resoluble de L es nilpotente, y S es un &lgebra de Lie
simple y N3 = 0. El nilradical N es S-médulo mediante la representacién adjunta restringida a N:

p=ad:S — gl(N),adns(n) = [s,n],

por ser N un ideal. Como N2 C N y N2 es ideal de L, N? es S-submédulo de N. Por el Teorema
de Weyl, p es una representacién completamente reducible, luego existe un S-submoédulo m, tal
que N = m; & N2. Asf para todo a € m; y para todo s € S, p(s)(a) = [s,a] € my. Luego del
Teorema [2.1.3] tenemos que la representacion

p1: S — gl(mi)
dada como p1(s)(a) = [s, a] es irreducible y fiel, y la representacién
p2 S — gl(mz)
dada por ps(s)(b) = [s,b] es irreducible. Por otro lado, la aplicacién
p:m1®m1—>m2:]\72
(a,b) = [a,b]
estd bien definida, es no nula pues 0 # N? = [m1,mq] y es antisimétrica pues [a,b] = —[b,a].

Ademsds p es un homomorfismo de S-médulos gracias a que se cumple la identidad de Jacobi en L.
En efecto:

s-pla,b) =p(s-a,b)+pla,s-b) =[s-a,b]+[a,s- ],
que equivale a
[[87 a]’ b] + [av [S’ b]] = [87 [av b]]a

que es cierto por la identidad de Jacobi. Asf observamos que L = £g(mj, N> = mg,p) donde
S es un factor de Levi de L, m; y mo submoddulos de la representaciéon adjunta de L tales que
N =m; ®my y my = N2, p el producto de Lie restringido a m; ® m;, lo que prueba la afirmacién
final. O

Teorema 2.1.7. Sea S un dlgebra de Lie simple con producto [s, s']. Sean m1, ma y mgz S-mddulos
irreducibles con representaciones p; : S — gl(my;) para i =1,2,3 con py fiel.

Sean cualesquiera homomorfismos de S-mddulos p112 : M1 @ M1 — Mo antisimétrico y no nulo

)
P113 @ M1 @ mp — mg antisimétrico, y pia3 : m1 ® mgo — mg no nulo, que ademds verifican para
toda terna de elementos v,v’',v” € my la identidad:

p123(v", p112(v,0")) + p123(v, P112(V',0")) + P123 (v, pr12(v”,v)) = 0. (2.3)
El espacio vectorial £s(my, ma, m3,P112, P113, P123) = S O my B ma & mg con el producto
(s +v+wtus +0 +w +u') = [5,8] + pi(s) () + pas) (W) + pa(s) (') + praa(v, )+
+ p113(v,0") + pra3(v,w') = praz(v', w) — pi(s)(v) = pa(s") (w) = p3(s')(w),

para 5,8 € S, v,v" € my, w,w’ € my y u,u’ € mz, proporciona un dlgebra de Lie con 5 ideales
dispuestos en la cadena:

0<ms<mo®ms<mgPmePdms < L.

Ademds, toda dlgebra de Lie no resoluble con 5 ideales en cadena coincide con una de las descritas
antertormente.
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Demostracion. Por comodidad escribiremos p1(s)(v) = s- v, p2(s)(v) = s @ v y p3(s)(v) = sow.
Observamos que el hecho de que p; sea representacién equivale a que [s,s']-v = s-(s"-v) =" (s-v)
para s,8' € Sy v € m;. Notar que lo mismo ocurre con ps y con p3. Ademés, mi; ® my es S-
moédulo mediante la representacién sev @ w = (s-v) Qw +v® s-w para v,w € my y s € S.
También observamos que decir que py12 : m1 ® m; — ms sea homomorfismo equivale a que
s O pr2(v @ w) = pr12(sev @ w) = pr12((s - v) ® w) + pr12(v ® s © w). De forma andloga,
observamos que mj ® mo es S-modulo mediante la representacién sev®@u = (s-v)Q@u+vRsOu
para v € mi, u € mg y s € S. Como pia3 : m1 ® my — m3 es homomorfismo de S-médulos
sopraz(v @w) = praz(sev @ w) = pras((s-v) @ w) + pr23(v @ s O w).

Veamos ahora que L es algebra de Lie. Para ello, bastaria con comprobar la identidad de Jacobi
para ternas de elementos (a,b,c) € S Umy Umsg Umg, pues la antisimetria estd garantizada desde
la definicién del producto. En efecto:

(stvtwtus +0" +w' +u') = [s,5]+ pi(s)(v') + pa(s)(w') + p3(s) (W) + priz(v,v')+
+ p1a3(v,w') — p1a3 (v, w) — p1(s) (v) — pa(s') (w) — p3(s’)(u) =
= =[5, 5] = p1(s)(v) = pa(s")(w) = p3(s')(w) — praa( v’ v) — p123(v w) + przs(v,w')+
+p1(s)(V') + p2(s)(w )+p3(s)(u’) (' +v +w s tutwtu). (24)

Para comprobar la identidad de Jacobi analizamos los diferentes casos:

1) Sean s,s’,s” € S. Se cumple trivialmente puesto que S es un dlgebra de Lie, introducida
como subdlgebra de L: {(s,s"),s") = [[s, s'], s"].

2) Sean s,8' € Sy v € my. Como my es un S-médulo la identidad es inmediata:
<<S,Sl>,’U> + <<'U,S>,sl> + <<S/,'U>,S> = [S,Sl] vts (8 : ’U) - s (S/ ’ U) =0.
De igual forma se verifica la identidad si v € mg 0 si v € mg3 por ser mg y mg3 S-mddulos.
3) Sean s € Sy v,v" € my.
({8,0),0") + {(v,0), 8) + ((V/, 8),v) = pr12(s - v @ V') = 5 O pr12(v @ V') — praa(s - v @ v)+
+pr3(s-v®v) —soprzs(v@v) —prs(s- v ®@v) =0, (2.5)

por ser pi12 ¥ p113 homomorfismos de S-médulos antisimétricos. En este caso la antisimetria
se utiliza para p112(v ® s-v") = —p112(s - v/ ® v) y andlogamente con p13.

3.1) Sean s € Swv e myyv € ms.
((s,0),0") + {{v,0'), 8) + (v, 8),v) = praz(s - v @) —s0p1a3(v @ V') + praz(v @ s © V') =0,
por ser p123 homomorfismo de S-mdédulos.
3.2) Sean s € S, v € my y v’ € mgs.
({s,0),0") + ((v,0"), 5) + {{v/, 5),0) =0,

puesto que cada sumando es 0 por ser productos de un elemento de m; y otro de msg,
({{s,v),v") = ({v', s),v) = 0), o anidarlo ({v,v") = 0).

3.3) Sean s € Sy v,v" € ma.
((s,0),0") + {{v,0"),5) + (v, 5),v) =0,
puesto que cada sumando es 0 por ser productos de dos elementos de ms o anidarlo.
3.4) Sean s € S, v € my y v' € mgs.
({5,0),0") + ({v,0),5) + ((v', 5),v) =0,

puesto que cada sumando es 0 por ser productos de un elemento de msy y otro de ms o
anidarlo.



22 CAPITULO 2. ALGEBRAS DE LIE CON RETICULO DE IDEALES EN CADENA

3.5) Sean s € S, v,v' € mg3.
<<Sv U>ﬂ ’Ul> + <<Uv ’Ul>, 5> + <<U/a 5>a U> =0,
puesto que cada sumando es 0 por ser productos de dos elementos de mg o anidarlo.

4) Sean v,v’,v" € my.

<<va,>7v/l> + <<’U/, UN>7U> + <<v/lvv>7vl> = <P112(U7UI)>UH> + <p112(vlavﬁ)ﬂ U>+
+ (p112(v", 0),0") 4+ (p113(v, "), 0") + (p113(v',0"), v) + (pr13(v”,v),v") =

= —p123(v”, p112(v,v")) — p123(v, pr12(v', v")) — pr23(v', pr12(v”, v)) =0,
por la condicién (2.3) que se exige en el enunciado.

4.1) Sean v,v’ € my y v" € ma.

<<val>vv”> + <<Ul’ 'UH>,U> + <<UN7U>77}/> = <p112(1)71)/),1}/l> + (p113(v, Ul)vv”>+
+ (p123 (v, v"),v) = (p123(v,0v"),0") =0,

puesto que en cada sumando se estd haciendo el producto de un elemento de ms y otro de
m1, un elemento de mg y otro de ms, o de dos elementos de ms.

4.2) Sien el caso anterior al menos uno de los elementos esta en mg, se verifica trivialmente puesto
que el producto de un elemento de mg por otro de my, de ms o de mgs es nulo. Si se toman
dos o mas elementos de ms el producto de esos tres elementos también seria necesariamente
nulo.

Observamos que L verifica las siguientes propiedades.

a) Se tiene que L? = L. En efecto,
L? = (S,8) + (S,m1) + (S, ma) + (S, m3) + (my1,m1) + (m1,ms) = S* ®my ®my ®ms = L,

donde se ha utilizado que S? = S por ser S simple. También se ha tenido en cuenta que (S, m;) =
my. En efecto, (S, m1) C my y es no nulo por ser m; fiel. Luego como (S, m1) es un submédulo de m,
irreducible, (S,m1) = my. Ademas, (m1,m1) = ma, pues pi12 : M1 ® M1 — Mo es homomorfismo
de S-modulos, no nulo, y Ker pii12, Im pi12 son submoddulos. Por tanto, 0 # Im p112 € ma y
como mg es irreducible y Im pi12 = (myi,my) = mg. De forma similar, (m;, ma) = ms por ser
P123 : M1 ® Mo — m3 homomorfismo de S-médulos no nulo.

b) Ocurre que m; @ mo @ mz = N es ideal 4 nilpotente de L tal que N2 = my ® m3 y N® = ms.
En primer lugar veamos que es ideal de L:

(L,my ® ma ®ma) = (S,m1) + (S, ma) + (S, m3) + (m1,m1) + (mi,mz) = mi; & ma & mgz = N.

Ademas N es 4-nilpotente puesto que N? = (N, N) = (my,m1) + (m1,ma) = mo & mz. Adem4s
N3 = (N, N?) = (my,mz) + (ma,m1) = m3. Finalmente N* = (N, N3) = 0. Como N es el mayor
ideal resoluble (y nilpotente) de L entonces N = R(L) = N(L) es el radical resoluble de L.

Luego L = S @ N con S simple y N nilpotente (N* = 0). Veamos cudl es la cadena central
ascendente de N. Se tiene que Z2(N) = Z(N) y que mg C Z3(N). Ademéds, Z2(N) y Z3(N) son
ideales de N. Por tanto, son S-submdédulos de N y cumplen que 0 # Z5(N) # Z3(N) # Z4(N) = N
pues la serie central descendente y la serie central ascendente tienen el mismo niimero de términos,
en este caso un total de 4. Por el Teorema de Weyl existen a, y a, submddulos tal que N =
Zy(N)=Z35(N) @ a, = Z(N) @ a, @ a,. Como N tiene exactamente 3 componentes irreducibles
Z3(N) = N3, a, y a, deben ser irreducibles y por tanto mz = Za(N).

Asi, 2283 = Z(N/Z(N)) y Zs(N) debe coincidir con N. Ahora N? C Zs(N) # Zy(N) = N

y N/N? = %jﬂ?ﬁ = m irreducible y fiel, luego N? = Z3(N). Ademés, Z3(N)/Zo(N) =

m2Oms = oy Z5(N)/Z1(N) =2 ms . Por el Teorema el resultado es cierto.

m3
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Veamos ahora que toda dlgebra de Lie no resoluble con 5 ideales en cadena coincide con una
de las anteriores. Sea L con 5 ideales en cadena y producto [a,b]. Aplicando el Teorema m
L =S@®N, donde N = R(L) el radical resoluble de L es nilpotente, y S es un élgebra de Lie
simple, N* = 0y N3 # 0. La cadena de ideales es ademds 0 < N3 < N2 < N < L.

El nilradical N es S-médulo mediante la representacion adjunta restringida a NV:
p=ad:S — gl(N),adns(n) = [s,n],

por ser N un ideal. Como N2 C N y N? es ideal de L, N2 es S-submédulo de N. Por el Teorema de
Weyl, p es una representaciéon completamente reducible, luego existe un S-submoédulo m; tal que
N = m; @ N2. De igual forma, como N? es S-submédulo de N2, pues es ideal de L y N C N2, por
el Teorema de Weyl N2 = my @ N3. Escribimos N? = m3 y observamos que para todo a € m; y
para todo s € S, p(s)(a) = [s,a] € my; lo mismo ocurre para b € mg y ¢ € ms. Luego del Teorema

2173 tenemos que

p1:S = glimy)

dada como p;(s)(a) = [s, a] es irreducible y fiel,

p2: S — gl(mz)
dada por pa(s)(b) = [s,b] es irreducible,

ps S — gl(ms)

dada por p3(s)(c) = [s, ] es irreducible. Por otro lado [a,b] = [a, bl + [a, b]3 donde [a, b]; son las
proyecciones del producto [a,b] sobre m; para i = 2,3. La aplicacién

P12 1My @ my — my C N?
(avb) — [aab]Q

estd bien definida, es no nula pues N3 # N2 = my @ N2 y si p112 = 0 entonces N? = N3, que
supondria una contradiccién. También es antisimétrica pues [a,b] = —[b,a]. Adem&s pi12 es un
homomorfismo de S-mddulos gracias a que se cumple la identidad de Jacobi en L aplicada a s € .S
vy a,b € my. En efecto:

s-pri2(a,b) = pria(s - a,b) + priz(a,s-b) = [s-a,b] + [a,s - b].

Por la identidad de Jacobi sabemos que [s, [a,b]] = [[s,al,b] + [a,[s,b]]. Adem&s se cumple que
[57 [a7 b]] = [Sv [a’a b]2] + [37 [CL, b}?’]v [[Sv a]’ b] = [[57 a’]v bb + [[57 CL], b]3 y [CL, [Sv bH = [(1, [37 b]]Q + [a’ [57 b]]37
y que [s,[a,b]]; € m; para ¢ = 2,3. Ahora igualando las componentes llegamos a que [s, [a, b]]2 =
[[s,a],bl2 + [a, [s,b]]2 ¥ & que [s, [a,b]]3 = [[s,a], b]3 + [a, [s, b]]3.

Razonando de forma andloga también deducimos que la aplicacién

P11z 1My ®@my — my C N?
(aab) — [aab]3

es un homomorfismo de S-mddulos, antisimétrico. Finalmente, la aplicacién

Pi23 1 M1 ®mg — mz = N°
(a,b) — [a,b]

estd bien definida, es no nula pues [my, mo] = [N, N?] = N2 # 0 y es homomorfismo de S-médulos
gracias a la identidad de Jacobi aplicada a s € S, a € m1 y b € mo con un razonamiento analogo
al realizado para pi1s.

Asi, observamos que L = £g(my, mg & ms, ms, p112, P113,P123) donde S es un factor de Levi
de L, mi,mo y mgz submoddulos de la representaciéon adjunta de L tal que N = mi & my & mg,
N?2 = my @ ms y N3 = ma, pi112 la proyecciéon en my del producto de Lie de L restringido a
m1 ®@ms1, p113 la proyeccion en mg del producto de Lie de L restringido a mq ® my, y p123 producto
de Lie restringido a mi ® ms, lo que prueba la afirmacién final. O



24 CAPITULO 2. ALGEBRAS DE LIE CON RETICULO DE IDEALES EN CADENA

Corolario 2.1.8. Sea un &lgebra de Lie £5(mq, ma, ms, p112,P113,P123) con S, m; para i =1,2,3
Y Pijk : m; @ mj — my, como se definen en el Teorema Entonces mo es un submédulo
irreducible de A%?m; y ms es un submédulo de m; ® my. Ademds, si m3 no es submédulo de A%my,
entonces el producto pi13 es nulo.

Demostracion. Para i = 2,3 los S-homomorfismos de médulos p11; : m1 ® my — m,; son anti-
simétricos. Aplicando la propiedad universal de la 2-potencia alternada A?m; estas aplicaciones
proporcionan S-homomorfismos pii; : A?m; — m;. El primer Teorema de isomorfia de médulos
nos dice que A?my /Ker pi1; = Im pi1; = I'm p114, con Im p11; € m;. Como Im prio # 0, ma = Im
Pp112 por ser mo S-irreducible.

Ahora, por el Teorema de Weyl A%2m; = Ker piia ® M, donde el submédulo M contiene una
copia isomorfa a ms. De la descomposicién en S-médulos A2m; = Ker piiz @ M’ obtenemos que
ms debe aparecer entre los submédulos de A2m; si Im py13 # 0. Por tanto, si ms € A2mq, pi13 es
nula. ]

Observacion 2.1.9. Si mq,mo, mg son S-irreducibles con my fiel y p112 : m1 ® my — ma, p1o3 :
mi ® my — mg satisfacen las condiciones del Teorema [2.1.7) £g(m1, ma, m3,p112,0,p123) €s un
algebra de Lie con 5 ideales en cadena. Es més, toda algebra de Lie

Ls(m1, ma, m3, p112,P113, P123)

con producto (a,b)’ aparece al modificar el producto (a,b) de L£g(m1,ma, m3,p112,0,p123) en la
forma
(a, by = {(a,b)—l—pug,(a,b) sia,b€my
’ (a,b) en otro caso.

Desde los Teoremas de estructura y y las conclusiones [2.1.5| podemos establecer un
procedimiento general de construcciéon de algebras cuyos ideales forman una cadena de longitud
arbitaria.

Procedimiento de construccion 2.1.10. Para construir algebras de Lie no resolubles con ¢ + 2
ideales formando una cadena, seguiremos los siguientes pasos.

PASO 1 Busqueda de un factor de Levi S, médulos m; y productos p;j:
a) Seleccionamos un algebra de Lie S simple con producto a ® b.

b) Fijamos un S-médulo irreducible y fiel my y si t > 2 elegimos un médulo irreducible mgy entre
los irreducibles de la descomposicién de A%m;.

c) Parat > 3, y seleccionado my, elegimos como m;41 un submddulo irreducible de m; ® m;.

d) Seleccionamos una familia de aplicaciones p;;i, : m; ® m; — my, que sean homomorfismos de
S-médulos para las posibles ternas (i, 7, k) € {1,...t}, tales que i + j < k <t (entenderemos
que p;;r = 0sii + j > t). Estas aplicaciones deben verificar p;jx(a,b) = —p;i(b,a) y que
D1jj+1 sean no nulas.

PASO 2 En el espacio vectorial N = my & mg @ - - - & m; definiremos un producto binario (a, b)
reduciéndolo, por linealidad, a sumas de productos (a;, a;) con a; € m; y a; € m;. Es decir:

(aisaj) = Dijiyj(ais a3) + Dijiyj1(ai, aj) + -+ pije(ai, aj).

Ademas, comprobaremos si se cumple:

> {(aia)ar) =0.

ciclica
ai,aj,0k



2.2. EJEMPLOS DE CONSTRUCCIONES. 25

PASO 3 Si el Paso 2 se ha completado, en el espacio vectorial L =S @ N el producto [a, b] queda
definido en la forma

[a,b] = (a,b) sia,be N
[a,b] =a®b sia,be S
[s,ar] = pr(s)(ax) = —[ag,s] siax € mg,s €S

donde pi : S — gl(my) es la representacion de my, para k = 1,...t es antisimétrico y satisface la
identidad de Jacobi. Por tanto, L = S & N es un &algebra de Lie no resoluble con exactamente ¢ 4 2
ideales en cadena ya que observamos que:

e Para todo j > 2 se cumple m; C (@Z:jmk gracias a que pjjj+1 son no nulas. En particular,
NI =m;&---®m con j > 1.

N' = (N,N*"1) = (my,my_1) # 0y N+ =0.

e N es de Lie nilpotente con indice de nilpotencia n + 1.

e NJ =Z,, o ;porser N7 /NIt irreducible y porque la serie central ascendente y descendente
tienen el mismo ntimero de términos.

2.2. Ejemplos de construcciones.

Veamos ahora algunos ejemplos que ayudarian a aclarar las explicaciones dadas en la Seccién
para la construccién de algebras de Lie con ideales en cadena.

Ejemplo 2.2.1. El élgebra de Lie
L34 =5L(F)®V(3)dV(4) =span(e, f, h) ® span(vg, v1) & span(wp)

queda definida por los productos no nulos:

e, fl = —=[f el = h; [h,e] = —[e, h] = 2¢; [h, f] = =[f,h] = —2f
[h,w;] = —[w;, h] = h-w; para 0 <i < 4; [h,v;] = —[v;, h] =h-v; para 0 <3 <3
[e,w;] = —[w;, h] = e-w; para 0 < i < 4; [h,v;] = —[vi,h] =e-v; para0 <i< 3
[f,w;] = —[w;, h] = f - w; para 0 < i < 4; [h,v;] = —[v;,h] = f-v; para 0 <4 <3
1
[vo, v1] = —[v1,v0] = wo; [vo, v2] = —[va, v0] = 5w [vo, vs] = —[vs, vo] = 612
1
[v1, v2] = —[v2, v1] = Jwa; [v1, v3] = —[vs, v1] = Jws; [va, v3] = ~[vs, v2] = wa

Este ejemplo es un caso particular de la construccién general £, = slo(F) @ V(n) ® V(2n — 2k)
con k impar tratada en [7]. En estas construcciones, el uso de la identidad de Jacobi lleva a una
férmula recursiva de los productos de los elementos de la base estandar de V'(n). Asi se definen los
productos no nulos

[vo, vi] = (n—kKn-k-1)...(n—i+1)
0, Vi (m—l)...(m_i+k+1)

w;_p para k < i <n.

El resto de productos se calculan recursivamente mediante la férmula:

1 41
[vi, v;] = Z[f’ [vi—1,v5]] — I [Vi—1,Vj41] con Vpqpq = 0.
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Las herramientas introducidas en la subseccién [1.2.1] nos permiten realizar construcciones més
regladas para el caso de 4 ideales que explican las férmulas del producto del ejemplo previo. Las
vamos a ver aplicadas al caso de 5-ideales.

Ejemplo 2.2.2. Tanteamos posibles construcciones de algebras de Lie con 5 ideales usando el
algebra de Lie simple sly(F) con base dada por las derivadas parciales = 8 7961 — Y= 3

cuyos médulos irreduciles y homomorfismos de slo-mddulos estan descritos en la Secmon - del
Capitulo 1. Recordemos que los médulos sls-irreducibles de dimensién d + 1 se pueden modelizar
mediante polinomios homogéneos en la forma Vy := (2%, 2% 1y,...,y%). Ademss, el Lema
apartado c¢) describe el subespacio de homomorfismos de sly-mddulos como nulo, excepto en el caso
s = n 4+ m — 2k donde los homomorfismos f : V,, ® V;;, — V5 son de la forma f = (-, )i con

ac€Fy (-, ) esla k-ésima transveccién.

PASO 1 . Tomamos S = sl3(F) y tomamos m; = V(3) := span(a®, a®b, ab?, b*) como sly-mddulo
irreducible fiel. Desde la férmula de Clebsch-Gordan descomponemos my; @ m; = V(6) &
V(4) ® V(2) @ V(0), y deducimos entonces que A?m; = V(4) @ V(0). Ahora hay dos posibles
elecciones de mo.

a) Tomamos my = V(4) := span(c?, 3d, c?d?, cd®,d*) y desde Clebsch-Gordan, descomponemos
my@me =V(7)®V(5)@®V(3)®V(1). De las distintas posibilidades de irreducibles, elegimos
ms = V(5) := span(e®,e*f,..., f°).

La familia de aplicaciones que definen productos entre los distintos médulos y que deben ser

sla-homomorfismos son de la forma (- , -); con « € F.

Para utilizar las transvecciones identificaremos los distintos mddulos V' (d) con los correspon-
dientes submdédulos isomorfos V. Esto es, para n,m y p = n + m — 2k tenemos (-, -)g :
Voo ® Vi, = Viitm—ar como se definié en [1.2.18] Asi,

V(n) @ V(m) — | Vi ® Vi ol Viemeot | = V(n+m— 2k)

a'tV @ Fd* — ax’y’ @ Myt — a2’y 2Pyt = q(z,y) — qle, f)

donde ¢(x,y) serdn un polinomio en las variables z e y y V(n +m — 2k) = span{e, 7).

Volviendo al ejemplo, el producto V(3) ® V(3) se define de la siguiente manera

al, )

pr2:VEB)@V(Q3) —|Vze Vs Vil — V(4)

a® ' @ a3 I — az 3=ty 30yl ) = ak(i,j)x d=sys — ak(i, j)c A=sgs

con « escalar no nulo, s = i+j — 1 y donde k(7,5) € F se obtiene del Cuadro[1.1]al introducir
f=a3"%"y g = 239y para la I-transveccién. Por otro lado el producto V(3) ®@V(4) se
define como sigue

B,

p2s: V(B @V[4) — V3oV Vs | — V(5)
a3—ibi®c4—jdj _>ﬁ( 3— zyz $4 7 ) ﬁk(l ]) 5—r r —)ﬂk(l ]) 5— rfr

con [ escalar no nulo, r = i+ j — 1 y donde k(i,j) € F se obtiene del Cuadro al
introducir f = 23 %y’ y g = 2* 7y para la l-transveccién. Notar que como t = 3 estos
son los unicos productos que es necesario definir pues po13 se define como —pi23. Ademads
p112 es antisimétrico. Notar que p113 es nulo por el Corolario m va que V(5) € A?my =
V(4) ®V(0).

b) Por otro lado podemos tomar my = V(0) := F - ¢. Se calcula sencillamente m; ® my = V(3).

La tnica eleccién posible es mz = V(3) := span(m?3, m?n, mn?,n3). En este caso la aplicacién
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que define el producto V(3) ® V(3) es

Pz VR OVE) — [Vaev, — Pyl v

a® 7 @ a* Y — a(@® Ty 2Tyl = ak(i,j) — ak(i, j)c

con « no nulo y donde k(i,5) € F se obtiene del Cuadro al introducir f = 237y’ y
g = x37JyJ para la 3-transveccién. Por otro lado el producto V(3) ® V(0) se define como
sigue

s VE) 9 V(0 — [V Vo 2 vy |y 7

a3—ibi®c — 6( 3—1 1 1)0 —ﬁ$3 i, N Bm3—ini

con 3 no nulo. Notar que como t = 3 estos son los tnicos productos que es necesario definir.
En este caso también p;13 es nulo puesto que V(3) € A%m; aplicando el Corolario m

PASO 2 En este paso comprobaremos si (a,b) en el espacio vectorial N = my & mgy @ mg definido
por (mg,mg) = (m1,mz) = (mg,m3) = (mz,m3) = 0y (a1,b1) = pria(ar ® b1), (a1,b2) =
p123(a; ® by) con a;,b; € m,;. Notar que segin el Teorema basta con que se verifique la

identidad ([2.3)).

a) En este caso debemos comprobar que Vf, g, h € V3 se cumple

ST aB((f,9) )1 =0e > ((f.9)1.h)1 =0

ciclica ciclica
(f.9,h) (f.9,h)

h
puesto que a8 # 0. Utilizando ahora la identidad de Gordan (]é % i’) para f, g, h (ver Cuadro
elementos de V3, se obtiene la siguiente identidad:

S92 h)o + ((F19)1, Wy = 3((F:B)a. o + ((F: W), (26

Si en la anterior expresién se cambia f por g se obtiene

1 1

5((g: 52 ko + (9, H1 )y = 5

5 ((9,h)2; flo + ((g,h)1, i (2.7)

Si en lugar de cambiar f por g se cambia f por h se obtiene

5 (0902, Do+ (. g)1, P = 5((hs P2, 9)o + (b F)1. 9. (28)

Cambiando de lado los dos términos de la igualdad (2.6 se tiene

S 2,0)0 -+ (2R, 91 = 5((F, )2, o+ ((F,9)1, ). (29

Ahora teniendo en cuenta que (a, b)x = (—1)*(b, a)x, observamos que ((a, b)a, c)o = ((b,a)a, ¢)o.
Asi, sumando las expresiones . . ) v ( ., obtenemos:

((gvf)lvh)l + ((hvg)h f)l + ((fv h)179)1 = ((f)g)l’h)l + ((g7h)17f)1 + ((haf)lag)la

pero como ((a,b)1,¢)1 = —((b,a)1,c)1 puede ser reescrita como

0 =2((f,9)1: )1 +2((g, 1)1, f)1 +2((h, )1, 9)1,

como queriamos probar.
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b) En este caso, la identidad (2.3)) es de la forma:

Z ((fag)?nh)o = 07 con fvgah S ‘/23
ciclica

(f,9,h)
Ahora bien,

Z (=, 29%)3,9%)0 = (2%, 29%)3, 4 )o + ((2y%,4°)3, 2*y)o + ((v°, 2%y)3, 29 )o =

ciclica

1 1
_(§7y3)0 + (O7x2y)0 =+ (vayz)O = _gyg 7& 0.

Por tanto, la elecciéon de médulos my = V(3), ma = V(0) y mg = V(3) no proporciona un
algebra de Lie.

PASO 3 Este paso solo es necesario realizarlo para el caso a).

Se tiene que QSI’Z’B(F)(V(BLV(4),V(5),a(-, 91,0,8(,)1) = sh(F) ® V(3) @ V(4) @ V(5) es un

algebra de Lie con 5 ideales en cadena:
0<V(B) <V aV(EB)<V@B)eVH) e V() < L.

En este caso los productos quedan definidos de la siguiente forma:

[a,b] = a(a,b); € V(4) sia,beV(3)

[a,b] = B(a,b); € V(5) sia€eV(3),beV(4)
[a,b] =0 sia,beV(4)

[a,b] =0 sia€eV(5)obe V()
[s1,82] = 8182 — S281 si s1, 82 € sly(F)

[s,a] = p1(s)(a) = —[a,s] sia €V (3),s € sla(F)
[s,a] = pa(s)(a) = —la,s] siaecV(4),sesl(F)
[s,a] = p3(s)(a) = —[a,s] siaeV(5),s e sl(F)

donde p1(s), p2(s) vy ps(s) actian como accién por derivaciones de slp(F) identificando V(d) con
V.

Observacién 2.2.3. Las férmulas [a,b] = (a,b); € V(4) sia,b € V(3), (si tomamos a = 1)
[s,a] = p1(s)(a) sia € V(3), s € sla(F) y [s,a] = p2(s)(a) sia € V(4), s € sla(F) del ejemplo
previo, y el producto [a,b] = 0sia € V(3), b € V(4) proporcionan el §lgebra de Lie L34 del
ejemplo inicial.

Ejemplo 2.2.4. Veamos ahora un ejemplo en el que el dlgebra simple utilizada es sp,(F), y
tomaremos t = 2, es decir estaremos intentando construir un algebra de Lie con 4-ideales en
cadena. Usamos la forma matricial de sp,(F) cuyo producto viene dado por el antisimetrizado del
producto de matrices, esto es: [4, B] = AB — BA.

PASO 1 En este caso hemos elegido como dlgebra de Lie simple sp,(F). Tomamos como sp,-médulo
irreducible m; = F* = V(\;). La accién de sp,(F) sobre F* es la natural p : sp,(F) — gl(F*),
esto es: A — Ta : F* — F* con Ty (b) = Ab. Ahora calculamos A?m; = V(X\3) @ V(0) y tomamos
ms = V(0) = Fz mddulo trivial para sp,(F). Debemos elegir las aplicaciones que definen el producto
de los diferentes elementos de N. Notar que las aplicaciones que definen los productos m; ® ms y
me ® my deben ser necesariamente nulas. Por lo tanto, solo necesitamos definir m; ® m; — ma, y
lo hacemos de la siguiente forma:

B:F*@F* > TF
(a,b) — a*' Sb
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PASO 2 La comprobacién de la identidad de Jacobi es trivial ya que, al operar tres elementos de
mq, se obtiene necesariamente 0.

PASO 3 El producto quedaria entonces definido de la siguiente forma.

[a,b] = B(a,b) = aT Sb sia,becm; =F

[a,b] =0 siaeFobemy=Fz
[A,B]= AB — BA si A, B € sp,(F)

[A,0] = p(A)(b) = —[b, A] sibemy, A€ sp,(F)
[A,0] =0 sib € may, A € sp,(F)

2.3. Construcciones con sly(F).

Tras haber introducido los Teoremas[2.1.0] y para la construccién de algebras de Lie cuyos
ideales forman una 3, 4, 5-cadena con factor de Levi simple S y radical nilpotente, nos centramos
en estudiar en profundidad las construcciones de 5-cadenas en el caso particular S = sly(F). Para
llevar a cabo esta construccién utilizaremos el modelo sly(F) dado por derivaciones parciales y los

modulos irreducibles V; como descritos en la subseccién y los sla-homomorfismos llamados
transvecciones introducidos en la Definicién [1.2.18] El Ejemplo nos sirve de guia.

Tanto los mdédulos como los productos seran elegidos siguiendo las pautas marcadas por el Paso
1 del Procedimiento de construccién De esta forma partiremos de un médulo m; = V(d;)
y elegiremos como my = V(d3) con dy = 2dy — 2k para algin impar k tal que 1 < k < dy y
como m3 = V(ds) donde ds = 3d; — 2k — 2r para algin r tal que |d; — 2k| < d3. Los productos
slp-invariantes p;;; vendran dados por las transvecciones en la forma:

Vdi®Vd_7‘4>le—{ (0 sidp # di+dj —2s

al-,)s sidi=d;+d; —2s

para algun escalar o € F. Hay que tener en cuenta que si ¢ = j entonces s debe ser necesariamente
impar. Como indica el Paso 2, en el espacio vectorial

N =V(d)) @ V(dy) ® V(d3)

definiremos el producto binario determinado por p112 = a(-, )k, p12s = B(-, ) con af £ 0y
P11z = 0(-, )1 81 2r = dy — 2(k — 1) para algin ! (en otro caso, la dnica posibilidad es p113 = 0).
Debemos comprobar el cumplimiento de la identidad de Jacobi, que nos llevara a concluir si los
productos proporcionan o no un &dlgebra de Lie en el espacio vectorial N. En caso afirmativo, el
espacio vectorial

L=sh(F)e N

tendrd sus productos definidos de acuerdo con lo establecido en el Paso 3. La Observacién [2.1.9
nos informa de que, en las construcciones, podemos suponer py13 = 0.

2.3.1. Lemas generales

Los lemas de esta seccién verifican si las distintas elecciones de pares (k,r) y (o, §) con aff # 0,
que indican sus enunciados, proporcionan un algebra de Lie en el espacio vectorial L = sly(F) @
V(n)® V(2n —2k) @ V(3n — 2k — 2r). En caso afirmativo, obtendremos el dlgebra de Lie

L= Ly,m(V(n),V(2n—2k),V(3n—2k—2r),a(-, )& 0,8(-, -).).

En la demostracién de cada uno de ellos, para comprobar la identidad de Jacobi sin pérdida de ge-
neralidad, supondremos que a = 8 = 1 (ver Ejemplo donde se justifica que este reescalamiento
siempre se puede hacer).

Lema 2.3.1. El espacio vectorial L = sla(F) @ V(n) ® V(2n —2) ® V(3n — 2) es un élgebra de Lie
para todo entero n > 1 usando como productos pii12 = (-, -)1 y p123 = B(-, *)o-
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Demostracion. Haciendo uso del Teorema [2.1.7] bastaria con comprobar que se verifica la identidad
para cualquier terna de elementos de V(n). Para probar dicha identidad haremos uso de
las transvecciones y trabajaremos con tres elementos cualesquiera f,g,h € V,. En este caso las
transvecciones que definen los productos son las dadas por k =1y r = 0. Esto es:

(' ) ')1 VoV, — Vo, o
()0 Vi ®@Vap_o — Vay_o

La féormula de Gordan dada por los valores gz iz n) proporciona la siguiente identidad:

n—1)\ /0 n\ (/1 n\ (1
(<2“)1())“f’ D)o = (323; Worg)s + (2251)((f,h)1,g)o,
0 0 1

que equivale a

((fag)lv ) ((fv ) )1+7((f7 )7 )

y como n # 0
1
((fv g)la h)O = 5((]03 h)la g)O + ((fa h)Oag)l- (210)
Si en la anterior ecuacién se cambia f por h, se obtiene
1
((h7g)17 f)o = 5((h7 f)17g)0 + ((h’7 f)Oag)l' (211)
Utilizando que ((f,h)1,9)0 = —((h, f)1,9)o por la antisimetria de la 1-transveccién, la anterior

ecuacién se puede reescribir como

(£.9)1 B0 = ~5((h D1z g)o + ((F: W)os ). (212)

mientras que como ((h,g)1, flo = —((g,”)1, oy (f,h)o = (h, f)o, la expresién equivale a
~ (9.1 o = 5 (ks F)1. 90 + ((f B)os 9. (213)

Si ahora restamos (2.13)-(2.12), obtenemos
7((97 h)lv f)O - ((f?g)lv h)O = ((h7 f)lmg)Oa

que coincide con la identidad buscada. O

Lema 2.3.2. El espacio vectorial L = sl3(F) & V(n) @V (2n—2) &V (3n —4) es un dlgebra de Lie
para todo entero n > 2 usando como productos p112 = a(- , )1 y p123 = B(- , *)1.

Demostracion. Haciendo uso del Teorema bastaria con comprobar que se verifica la identi-
dad para cualquier terna elementos de V(n). Para probar dicha identidad haremos uso de
las transvecciones y trabajaremos con tres elementos cualesquiera f,g,h € V,,. En este caso las
transvecciones que definen los productos son las dadas por kK =1y r = 1. Esto es:

(o) Va®Vy — Van o
(' ) ')1 : Vn ® Vv2n72 — ‘/Ein74

La férmula de Gordan dada por los valores (é 511 %) proporciona la siguiente identidad:

w((ﬂ g)u b+ w((ﬁ 9)2;h)o :w((f, h)1

("))
(2n0 1) (in 2) (2n0 1) ((f;h)2,9)o,

")

7 ) +
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que equivale a

(F,9)1 1)1 + 52 ((F. )2 o = (W1, 91 + oo (. h)2s 9o,

y como n > 2

%((ﬁg)z’ h)o + ((f.9)1,h)1 = %((fa h)2,9)o + ((f, 7)1, 9)1- (2.14)
Si en la anterior expresion se cambia f por g se obtiene
5 (9 F)2. 0o + (9. £)1 W1 = 5((g:h)as Do+ (9. D (215)

Si en lugar de cambiar f por g se cambia f por h se obtiene

1

5((hvg)27 f)O + ((hag)l, f)l = %((}% f)27g)0 + ((ha f)lag)l' (216)

Cambiando de lado los dos términos de la igualdad (2.14) se tiene

S 2,0)o + (k) 91 = 5((F )2, o+ ((F,9)r. ). (217)

Ahora teniendo en cuenta que (a,b)r = (—1)¥(b,a)s, observamos que ((a,b)2,c)o = ((b,a)2,¢)o
Teniendo esto en cuenta, y sumando las expresiones (2.15)), (2.16)) y (2.17]), obtenemos:

((gvf)lvh)l + ((hhg)la f)l + ((f7 h)lag)l = (<f7g)17h)1 + ((g?h)hf)l + ((h7f)17g)17

pero como ((a,b)1,¢)1 = —((b,a)1, )1 puede ser reescrita como
0_2((f7 ) )1+2(( h)17f)1+2((h7f)17g)17
que es la identidad que buscdbamos probar puesto que estamos en caracteristica 0. O

Lema 2.3.3. El espacio vectorial L = sla(F) ® V(n)® V(2n —6) & V(3n — 8) es un dlgebra de Lie
para todo entero n > 4 usando como productos p112 = a(- , )3y p123 = B(- , )1

Demostracion. Haciendo uso del Teorema bastaria con comprobar que se verifica la identi-
dad para cualquier terna elementos de V(n). Para probar dicha identidad haremos uso de
las transvecciones y trabajaremos con tres elementos cualesquiera f,g,h € V,. En este caso las
transvecciones que definen los productos son las dadas por k =3 y r = 1. Esto es:

(‘ ) ')3 : Vn & Vn — V2n76
(' ) ')1 : Vn & Vv2n76 — ‘/377,78

La féormula de Gordan dada por los valores (é; gz g) proporciona la siguiente identidad:

(")) L 90 L ()0 _
(s (5902 M2+ S5 (F9)ss b+ S35 ((F9)as o =
Co 0 (.. gra+ L2 1.,

(",9)6)
(2n0 3) <2n1 4) ((fa ) 4,9 ) 05

(*2”)

19)2 + g+

que equivale a

2(n—2) (n—2)(n-23)

((f:9)2,h)2 + (2n —5)(2n — 6)

1 (fr9)s, h)y +

((f:9)4,h)o =

(112902 + =27 g + o2 (B
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y como n > 4 esta expresion equivale a

((f:9)2,h)2 + ((£,9)3, h)1 + A((f, 9)as B)o = ((f, h)2, 9)2 + ((f, h)3, )1 + A((f3 h)as 9)os  (2.18)

donde A\ = % Si en la anterior expresion se intercambian f y g se obtiene

((9: )2, P2+ ((g, )3, )1 + A((g, f)a, h)o = ((g: h)2, f)2 + (9. )3, )1 + A(g, h)a, flo,  (2.19)
Si en su lugar se intercambian f y h se tiene

((h,9)2, )2 + ((hs9)3, f)1 + A(h, 9)a, flo = ((h, [z, 9)2 + ((B, f)3,9)1 + A((h, )1, 9)o,  (2.20)
Finalmente si se gira resultard més cémodo operar, obteniéndose

((f;h)1,9)1 + ((f;h)3,9)1 + A((f, R)as 9)o = ((f,9)2, h)2 + ((f,9)3, 7)1 + A((f, 9)as R)os,  (2:21)

Sumando (2.19)), (2.20) y (2.21) y haciendo uso de la propiedad (a,b)r = (—1)*(b,a)s de las
transvecciones, se obtiene

((fv ) )1 +2(( h>37f>1 +2(<h7f)37g)1

que es la identidad que buscdbamos probar puesto que estamos en caracteristica 0. O

Lema 2.3.4. El espacio vectorial L = sly(F) ® V(n) ® V(2n —2) ® V(3n — 8) es un dlgebra de Lie
para todo entero n > 3 usando como productos pi112 = a(-, )1 v p123 = (-, *)3.

Demostracion. Haciendo uso del Teorema bastaria con comprobar que se verifica la identi-
dad para cualquier terna elementos de V(n). Para probar dicha identidad haremos uso de
las transvecciones y trabajaremos con tres elementos cualesquiera f,g,h € V,. En este caso las
transvecciones que definen los productos son las dadas por k =1y r = 3. Esto es:

(' ) ')1 : Vn & Vn — V2n72

(' , ')3 Vo ®@ Voo —> V3p_s

Veremos que se cumple en general para todo n > 4, para el caso n = 3 se verd mas adelante como
un caso particular. Esta distincién es necesaria puesto que la férmula de Gordan que se ha elegido
no es valida si n = 3 ya que incumpliria que as + a3 <n, yaque 1 +3 =4 % 3.

La féormula de Gordan dada por los valores ( ) proporciona la siguiente identidad:

i{%f«ﬁ) M+ q;ﬂyaﬁ>,> = Co)) (5.1, gt

n—1\ (3 n—1\ (3 n—1\ (3
+((2n)2())((f7 ) 2,9 ) +%((‘f7h)37g)1+%((‘f’ ) 4,9 ) 0
1

que equivale a

«ﬁm&m1+;j%«ﬁm%mo=«ﬁmhm3+%Z‘g«ﬁm%mﬁ-
g 2= D22y g+ g HEZDE D)y, g,

(2n —3)(2n —4) (2n —4)(2n — 5)(2n — 6)

y como n > 4 esta expresién es equivalente a

((fa g)&vh)l—’_%((fv g)4ah)0 = ((fv h)lvg)3+g((fﬂ h)27g)2+)‘1((f7 h)3,9)1+>\2((f7 h)4vg)07 (222)
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donde A\; = 2:3((27;:133) y Ao = 4537?_1)5) son ambos no nulos por ser n > 4. Intercambiando f por g se
tiene

(9, £)3: 7)1+ (92 P)as o = (9., Ps + 5 (9, B2, £+ Mg, B, £1+Xal(g, B, Fo (2:23)

Si en ([2.22)) se intercambia f por h se obtiene

(s 9)s. £)1+ 5((hs9)a: £)o = (1 £)1, )57+ 5 (B £ 9)2-4 Ma((hs P, O +dal(h D)o (2:24)

Si en (2.22) se intercambia g por h se obtiene

((f,h)3,9)1 + %((.fv h)a,9)o = ((f,9)1,h)s + %((f, 9)2,h)2 + A1 ((f, 9)3, h)1 + A2((f, 9)a, h)o (2.25)
Si en se cambia f por g, g por h y h por f se obtiene

((g,h)3, [ +%((9,h)47f)0 = ((Qvf)lvh)?ri-g((gaf)2,h)2+/\1((97f)3,h)1 +X2((g, f)a, h)o (2.26)

Si en (2.22)) se cambia f por h, h por g y g por f se obtiene

((h £)3, 9017+ (0 £)1:9)0 = (s 9)1, s+ 5 ()2, D+ Ma(h 9)s, P+ Aal(hs9)a, o (227
Operando las anteriores expresiones de la siguiente forma:
B2 - ) + B2 - @20 + B2 - 2D,
v haciendo uso de la propiedad (a,b)x = (—1)*(b, a) de las transvecciones se llega a
2(M = DI((f,9)3,h)1 + (9, 1)s, )1 + ((hs [, 9)1] = 2((f, 9)1, )3 +2((g, 1)1, £ + 2((R, f)1, 9)s.
Por el Lema [2.3.3] ((f,9)3, h)1 + ((g, )3, f)1 + ((h, f)3,9)1 = 0. Luego:
0=((f;9)1,h)s + ((g,h)1, s + ((h, )1, 9)s,

que coincide con la identidad buscada.
Veamos ahora que esta identidad también se tiene para el caso n = 3. La férmula de Gordan

h
dada por los valores (% % %) para f, g, h € V3 proporciona la identidad

(. 902 1)z = =5 (. W2, 9)2 = ()1, 9. (2.28)
Intercambiando f por g se tiene
(9. £)2: )2 = ~5 (9, D)2, )2~ (9. W), P (229)

Si en ([2.28) se intercambia f por h se obtiene

((h,g9)2, f)2 = —%((h7f)279)2 = ((hy f)1,9)3- (2.30)

Si en (2.28)) se intercambia g por h se obtiene

((f h)2,9)2 = —%((f,g)z,h)z —((f,9)1,h)s. (2.31)

Si en ([2.28)) se cambia f por g, g por h y h por f se obtiene

1

((gvh)Za f)Z = _5((97.}()27 h)2 - ((gvf)lvh)S (232)
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Si en ([2.28)) se cambia f por h, h por g y g por f se obtiene

1
((hy )2, 9)2 = —5((7179)27 Pz = ((h.9)1, f)s. (2.33)
Operando las anteriores expresiones de la siguiente forma:
229 - @28 + @30 - @32) + @31) - @33),
y simplificando haciendo uso de la propiedad (a, b); = (—1)*(b,a);, de las transvecciones, se obtiene

0=—2((f,9)1,h)3 — 2((g, h)1, f)3 — 2((h, )1, 9)3,

que coincide con la identidad buscada. Quedando asi completamente probado el Lema. O

Los anteriores resultados buscaban todos ellos encontrar diferentes espacios vectoriales que
fueran dlgebras de Lie con productos no nulos pi12 y p123- A continuacién, mostramos una serie de
lemas que buscan lo contrario, es decir, encontrar espacios vectoriales que no cumplan la identidad
de Jacobi si los productos son no nulos, y por lo tanto que no sean algebras de Lie. Pero antes,
aclararemos algunas notaciones que utilizaremos en estos lemas.

Notacién 2.3.5. Sea L = sl @ V(n) ® V(2n — 2k) & V(3n — 2k — 2r) espacio vectorial, con
n>1k<ny3n—2k—2r < |n— 2k|. Las bases de los mddulos irreducibles que aparecen
en la descomposicién de L las representaremos como sigue. Para V(n) la base vendrd dada por
B(V(n)) := {vo,v1,...,vn}, para V(2n — 2k) como B(V (2n — 2k)) := {wp, w1, ..., Wan_2k} y Para
V(3n — 2k — 2r) como B(V(3n — 2k — 2r)) := {uo,u1, ..., Usn—26—2r}-

Notacion 2.3.6. Sea L = sl &V (n) ®V(2n — 2k) ® V(3n — 2k — 2r) espacio vectorial, con n > 1,
kE<ny3n—2k—2r <|n—2k|. Al par de enteros (k,r) lo llamamos par de transvecciones de
L. Esto se debe a que en este espacio vectorial el producto entre dos elementos de V,, viene dado
por la k-transveccion, y el producto entre un elemento de V,, y otro de Vs, _o viene dado por la
r-transveccion.

Lema 2.3.7. Sea un entero n > 2. El espacio vectorial L = sl(F) @ V(n) @V (2n—2) ® V(3n —6)
no es algebra de Lie si usamos como productos p112 = «(- , )1 y p123 = B(- , )2 salvo que a5 = 0.

Demostracion. Notar que en este caso el par de transvecciones es el (1,2). Para a,b,c € V(n), la
identidad de Jacobi vendria dada por

Z aB((a,b)1,c)2 = 0.
ciclica

(a,b,¢)

Si af # 0 la terna de elementos vg, v1,v2 € V(n) no verifica dicha identidad. En efecto:

2
((vo,v1)1,v2)2 = (ﬁw07v2)2 = muo
(01,02)1,00)> = (12, 0) :

V1,V vo)2 = (—w2, V)2 = Ug.
1,V2)1,%0)2 W2, Y0)2 n(2n —2)(2n — 3) 0
(o2, w1002 = (“2wr, o) = 5

V2,%0)1,V1)2 = n w1, V1)2 = n2(n — l)uo-
De forma que tenemos que
In — 12
Cgi:ca ((vo,v1)1,v2)2 = n2(2n — 3)(n — l)uo
(vo,v1,v2)

que es distinto de cero puesto que n > 2,n € Z y obviamente ug # 0. De forma que queda asi
probado que para cada n > 2 el espacio vectorial L = slo & V(n) ® V(2n — 2) & V(3n — 6) no es
algebra de Lie. O
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Lema 2.3.8. Sea un entero n > 4. El espacio vectorial L = sly(F) &V (n) &V (2n—2) &V (3n—10)
no es dlgebra de Lie si usamos como productos pi112 = a(- , -)1 y p123 = B(- , -)4 salvo que af = 0.

Demostracion. Notar que en este caso el par de transvecciones es el (1,4). Para a,b,c € V(n), la
identidad de Jacobi vendria dada por

> aB((a,b)1,¢)s =0.

ciclica
(a,b,c)

Si aff # 0 la terna de elementos v1,ve,v3 € V(n) no verifica dicha identidad. En efecto:

48
(b1 v2)1,03)a = (ﬁwQ’v3)4 T - DEn—2)2n-3)2n -4
B B 24(7n — 20)
(2 v )1, 0)a = (Cwn v)a = = s 5y — 2)2n — 5)
_9 96(2n — 5)

((v3,v1)1,v2)a = (77113,1;2)4 S "

n?(n—1)(2n — 2)(2n — 3)(2n — 4)

De forma que tenemos que

o o) oe)s = 72(3n — 8)(3n — 5)
lea (s, v2)1,09)0 = = 3 50 — 2y @0 — 3) (20 — )20 = 5))
(v1,v2,v3

Uy

que es distinto de cero puesto que n > 4,n € Z y obviamente u; # 0. De forma que queda asi
probado que para cada n > 4 el espacio vectorial L = sly & V(n) @ V(2n —2) @ V(3n — 10) no es
algebra de Lie. O

Lema 2.3.9. Sea un entero n > 5. El espacio vectorial L = sly(F)@V(n)®V(2n—-2)®V(3n—12)
no es algebra de Lie si usamos como productos pi112 = a(- , -)1 y p123 = B(- , )5 salvo que af = 0.

Demostracion. Notar que en este caso el par de transvecciones es el (1,5). Para a,b,c € V(n), la
identidad de Jacobi vendria dada por

Z aB((a,b)1,c)s = 0.

ciclica
(a,b,c)

Si af # 0 la terna de elementos vy, ve,v3 € V(n) no verifica dicha identidad. En efecto:

1 - 480(n — 3)
(v va)s = Crwva)s = Gy G5y an — 3)(2n — H(@n —6)""
_ _ 240(n — 3)
(20 )1,00)5 = (Cwav)s = S5y n — 8)(2n — 4) (20— B) (20— 6) ™"
-2 480(n — 3)

((v3,v1)1,v2)5 = (7103,122)5 = ( uQ.-

n—1)n%(2n — 2)(2n — 3)(2n — 4)(2n — 6)

De forma que tenemos que

~ 720(3n — 7)(n — 3)
z;a ((vn 021, 03)5 = 3350 =2y (2n — 8)(2n — 2)(@n — 5) (20 — 6)
(v1,v2,v3)

Uo,

que es distinto de cero puesto que n > 5,n € Z y obviamente ug # 0. De forma que queda asi
probado que para cada n > 5 el espacio vectorial L =slo @ V(n) @ V(2n — 2) ¢ V(3n — 12) no es
algebra de Lie. O
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Lema 2.3.10. Sea un entero n > 6. El espacio vectorial L = sly(F)®V(n)®V (2n—2)@V (3n—14)
no es algebra de Lie si usamos como productos p112 = «(- , )1 y p123 = B(- , -)6 salvo que a5 = 0.

Demostracion. Notar que en este caso el par de transvecciones es el (1,6). Para a,b,c € V(n), la
identidad de Jacobi vendria dada por

> ((a,b)1,c) = 0.
ciclica
(a;b,c)
Si af # 0 la terna de elementos vy, v3,v5 € V(n) no verifica dicha identidad. En efecto:

2 11520(n — 7)

(1, 08)1,05) = (S0, v8)s = oy =gy = ayn2(@n — 2)@n — D@2 = 6) 2
(s, v)1, v1)e = (Cwrsvi)e = Zrm—ovm = 3;(1207?%053?2; i1;)(2n —6)2n—17)"

4 B 2880(13n° — 79n + 126)
((vs, o)1, va)e = (S7ws,v3)e = =330 =502 (2n — 2)(2n = 3)(2n — 4)(2n = 5)(2n — 6)

Uus.

De forma que tenemos que
B 540(n — 7)(3n — 10)(3n — 8)(3n — 7)
> ((vavs)s = Tn2(n—1)2(n—2)2(n—3)(n— 4)(2n — 3)(2n — 5)(2n — 7)

ciclica
(v1,v3,v5

U,

que es distinto de cero para n # 7 entero y n > 6 y obviamente us # 0. Para el caso n = 7 la
3-tupla wvq, v3, v5 proporciona un ejemplo en el que no se cumple la identidad de Jacobi. En efecto,

1 2
((v2,v3)1,v5)6 + ((v3,v5)1,v2)6 + ((vs,v2)1,v3)6 = (w4, v5)s + (w7, v2)6+

7 7
3 1 5 5 13
(=7, vs)e = Gaztis + [agatis + 5rpts = frgpts 70

De forma que queda asi probado que para cada n > 6 el espacio vectorial L = sla &V (n) &V (2n —
2) @ V(3n — 14) no es algebra de Lie. O

Lema 2.3.11. Sea un entero n > 3. El espacio vectorial L = sla(F)®V(n)eV(2n—6) DV (3n—6)
no es algebra de Lie si usamos como productos pi112 = a(- , -)3 y p123 = B(- , +)o salvo que af = 0.

Demostracion. Notar que en este caso el par de transvecciones es el (3,0). Para a,b,c € V(n), la
identidad de Jacobi vendria dada por

> ((a,b)s,¢)0 = 0.
ciclica

(a,b,c)

Si aff # 0 la terna de elementos vy, v, v3 € V(n) no verifica dicha identidad. En efecto:

6
((v1,v2)3,v3)0 = (—mwo,vs)o = —mu&
-y o —12n-3)
((v2,v3)3,v1)0 = ((n —1)(n —2)n? 2:01)o (n—1)(n —2)n? >
. 12(n—3)  12(n—3)
((U37v1)371}2)0 - ((n — 1)(” — 2)n2 ’(1/1,1)2)0 - (n _ 1)(n _ 2)n2 us.

De forma que tenemos que

Y (v, 02)3,00)a = —ﬁu&

ciclica
(’Ul,’Uz,’Ug)
que es distinto de cero puesto que n > 3,n € Z y obviamente uz # 0. De forma que queda asi
probado que para cada n > 3 el espacio vectorial L = slo @ V(n) ® V(2n — 6) & V(3n — 6) no es
algebra de Lie. O
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Lema 2.3.12. Sea un entero n > 3. El espacio vectorial L = sly(F)®V (n)®V (2n—6)@V (3n—10)
no es dlgebra de Lie si usamos como productos pi112 = a(- , -)3 y p123 = B(- , -)2 salvo que af = 0.

Demostracion. Notar que en este caso el par de transvecciones es el (3,2). Para a,b,c € V(n), la
identidad de Jacobi vendria dada por

Z ((a, b)g,C)Q =0.
ciclica

(a,b,¢)

Si af # 0 la terna de elementos vy, ve,v3 € V(n) no verifica dicha identidad. En efecto:

6 36
((111,112)3,113)2 = (—mwo,UZi)Z = —m’ltl.
o 02 )a 01 ) — —12(n — 3) o ) = 12(3n — 14) v
((v2,v3)3,v1)2 ((n—l)(n—Q)n2 2,V1)2 (n—1)(n—2)n32n—7) v
((U37U1)3,U2)2 = ((n _121()727:_3)2)712 wq, U2)2 = - (TL — 1)24(i — 2)n3 uy.

De forma que tenemos que

12(3n — 8
D ((vr,v2)5,00)2 = = (n—2)(n E 1)2n2)(2n 7t

ciclica
(v1,v2,v3)

que es distinto de cero puesto que n > 4,n € Z y obviamente u; # 0. De forma que queda asf
probado que para cada n > 4 el espacio vectorial L = sly & V(n) @ V(2n — 6) @ V(3n — 10) no es
algebra de Lie. O

Ya hemos visto multitud de lemas que prueban que distintos espacios vectoriales son o no
algebras de Lie. El élgebra de Lie de dimensién més grande para un mdédulo irreducible V(n) =
N/N? es la que viene dada al tomar V(2n—2) = N2 /N3 y V(3n—2) = N3, luego determinada por
las transvecciones asociadas al par (k,r) = (1,0). Ahora el objetivo podria ser tratar de construir
las algebras de Lie de dimensiéon mas pequena. Si n es impar la dimensién minimal vendria dada
al tomar V(0) = N2/N3 y, en el caso par, al considerar V(2) = N2/N?3. Sin embargo, los espacios

vectoriales de dimensién minimal no son dlgebras de Lie si af # 0 de forma general.

Lema 2.3.13. Para cualquier entero impar n > 3 L = sl3(F) @ V(n) @ V(0) ® V(n) no es un
algebra de Lie si usamos como productos p112 = a(- , *)n ¥ P123 = B(- , -)o salvo que a8 = 0.

Demostracion. Notar que en este caso el par (k,r) correspondiente es el (n,0) y por tanto se
estan usando la n-transveccién y la O-transveccién respectivamente. Para el caso n = 3, la terna
de elementos de la base de V(n) formada por {v1,v2,v3} nos proporciona un contraejemplo para
probar que no se cumple la identidad de Jacobi y que por tanto no puede ser que L = slo &V (3) B
V(0) ® V(3) sea dlgebra de Lie. Esta afirmacién queda probada en el ejemplo Sin>5la
terna {v1,v2,v(n—1)} nos da un ejemplo en el que no se cumple la identidad de Jacobi. En efecto,

((v1,92)n, V(n-1))0 = (0,V(n-1))o = 0.
((v2,V(n—1))n>v1)0 = (0,v1)0 = 0.

((U(n—l)avl)naUQ)O = (57007@2)0 = EU2~

y sumando las tres expresiones anteriores se tiene que

1
Z ((v1,v2)n,V(n-1))2 = e #0.

ciclica
('Uly'UQ-,'U(nfl))

De forma que queda as{ probado que para cada n > 3 el par (n,0) no proporciona un dlgebra de
Lie si a8 # 0. O
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Lema 2.3.14. Para cualquier entero par 2¢ =n >4, L = sL(F) & V(n) ® V(2) & V(n + 2) no es
un dlgebra de Lie si usamos como productos p112 = a(- , “)n—1 y P123 = B(- , -)o salvo que af = 0.

Demostracion. Notar que en este caso el par (k,r) correspondiente es el (n — 1,0) y por tanto
se estdn usando la (n — 1)-transveccién y la O-transveccién respectivamente. Veamos que la terna
{vo, v3, v, } nos da un ejemplo en el que no se cumple la identidad de Jacobi. En efecto,

((U07Un)7L—1aUS)O = (’LU17U3)0 = Uy4.
((vn,v3)n—1,v0)0 = (0,v9)0 = 0.
((v3,v0)n—1,vn)0 = (0,v5)0 = 0.
y sumando las tres expresiones anteriores se tiene que

Z (v, Vn)n—1,v3)0 = ug # 0.

ciclica
(v0,vn,v3)

De forma que queda asi probado que para cada n > 6 el par (n — 1,0) no proporciona un &lgebra
de Lie si a8 # 0. O

Lema 2.3.15. Para cualquier entero par 2¢g =n > 6, L = slx(F) ® V(n) ® V(2) ® V(n) no es un
algebra de Lie si usamos como productos p112 = a(- , *)n—1 v p123 = 5(-, +)1 salvo que aff = 0.

Demostracion. Notar que en este caso el par (k,?") correspondiente es el (n -1, 1) y por tanto
se estdn usando la (n — 1)-transveccién y la 1-transveccién respectivamente. Veamos que la terna
{v0,Vn,v4} nos da un ejemplo en el que no se cumple la identidad de Jacobi. En efecto,

8—n
2n

((Uo,vn)n—hm)l = (w17v4)1 = Ug.-

((Vn, Va)n—1,v0)1 = (0,v9)1 = 0.
((v4,v0)n—1,vn)1 = (0,v,)1 = 0.
y sumando las tres expresiones anteriores se tiene que

8—n
E ((vo, Un)n—1,v4)1 = 5 uq # 0 paran > 6,n #£ 8.
ciclica n
V0,Vn,Vq

Para el caso n = 8 la terna de elementos {vg, vs, vs} proporciona un contraejemplo de la identidad
de Jacobi. En efecto,

((vo,v5)7,v8)1 + ((vs,v8)7,v0)1 + ((v8,0)7,v5)1 = (0,v8)1 + (0,v0)1 — (w1,v5)1 = —é% # 0.

De forma que queda asi probado que para cada n > 6 el par (n — 1, 1) no proporciona un dlgebra
de Lie si a8 # 0. O

Lema 2.3.16. Para cualquier entero par 2¢ =n > 6, L = sl3(F) @ V(n) ® V(2) & V(n — 2) no es
un algebra de Lie si usamos como productos p112 = a(- , )n—1 ¥ p123 = B(- , -)2 salvo que a5 = 0.

Demostracion. Notar que en este caso el par (k,r) correspondiente es el (n — 1,2) y por tanto
se estdn usando la (n — 1)-transveccién y la 2-transveccién respectivamente. Veamos que la terna
{v0, Un,v4} nos da un ejemplo en el que no se cumple la identidad de Jacobi. En efecto,

4(4 —n)

((UO7'U7L)7L—1aU4)2 = (UJ1,U4)2 = m

us.

((vn,v4)n—1,v0)2 = (0,v0)2 = 0.
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((7}4, vO)nfl7vn)2 = (O,Un)g =0.

y sumando las tres expresiones anteriores se tiene que

Z ((UO,Un)n_l,v4)2 = -

ciclica
(v0,0n,v4)

uz # 0 para n > 6.

De forma que queda asi probado que para cada n > 6 el par (n — 1,2) no proporciona un élgebra
de Lie si a8 # 0. O

Notar que el Lema [2.3.16| también se cumple para n = 4, pero esto es un caso particular del
Lema 23121

2.3.2. Clasificacién de las dlgebras con dim(N/N?) <7

Los lemas estudiados en el apartado anterior nos sugieren la idea de estudiar en profundidad
algunas algebras de Lie. En esta seccién estudiaremos cudles son todas las algebras de Lie no
resolubles con factor de Levi slz(F), con 5 ideales formando una cadena, y tal que dim(N/N?) < 7.
En el Epuadro se recogen todas ellas.

Veamos ahora que, en efecto, las dlgebras de Lie que aparecen en el Cuadro [2:1] 1o son, y que
ademds estas son todas. Recordar que un par de transvecciones (k,r) debe cumplir que 2n—2k > 0
y que 3n—2k—2r > |2n—2k—n| = |n—2k|. Estudiaremos ahora todos los pares que pueden aparecer
en la tabla y decidiremos si el espacio espacio vectorial L = slo &V (n)®V (2n—2k)&V (3n—2k—2r)
es algebra de Lie.

1. El par (1,0) proporciona un algebra de Lie para todo n > 1 por el Lema [2.3.1
2. El par (1, 1) proporciona un &lgebra de Lie para todo n > 2 por el Lemam
3. El par (1,2) no proporciona un &lgebra de Lie para todo n > 2 por el Lema [2.3.7
4. El par (1,3) proporciona un &lgebra de Lie para todo n > 3 por el Lemam
5. El par (1,4) no proporciona un &lgebra de Lie para todo n > 4 por el Lema [2.3.8
6. El par (1,5) no proporciona un &lgebra de Lie para todo n > 5 por el Lema [2.3.9
7. El par (1,6) no proporciona un algebra de Lie para todo n > 6 por el Lema
8. El par (3,0) no proporciona un &lgebra de Lie para todo n > 3 por el Lema
9. El par (3,1) proporciona un élgebra de Lie para todo n > 4 por el Lemam
10. El par (3,2) no proporciona un algebra de Lie para todo n > 4 por el Lema
11. El par (3,3) solo tiene sentido para n > 5 y en estos casos la 3-tupla v1, v, v3 proporciona

un contraejemplo de la identidad de Jacobi. En efecto, para n = 5,

3 2
((v1,v2)3,v3)3 + ((v2,v3)3,v1)3 + ((v3,v1)3,v2)3 = (*%wovvs)s + (*%wzvvl)?ﬂr

(2 ) 3 1 3
—wWi,V2)3 = Uy — —=Uy —
1,V2)3 0~ To5l0

1
% ~500 uo = —gguo 7 0.

500 50

Mientras que para n = 6,

1 1
((01,02)3,03)3 + ((U2703)37U1)3 + ((U37U1)3,U2)3 = (—%wo,v?,)?, + (—2*01027“1)34-

( 1 ) 1 1 1 1 20
5aW1,V2)3 = ————~U) — ———~U) — Uy = —5--UQ .
20 600 600 600 200

ILa segunda columna etiquetada con V'(s) contiene en realidad uno de los médulos que aparecen en la descom-
posicién en médulos irreducibles de A2V (n). Para un mismo n, la suma de los médulos V(s) de la segunda columna
proporciona la descomposicién en irreducibles de A2V (n).
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Cuadro 2.1: Algebras de Lie con 5 ideales en cadena y dim(N/N2) <7

‘ n ‘ V(s) ‘ A3V (n) V(n)@V(s) ‘ Cadena de ideales propios ‘ (k,7) ‘
1 V(0) 0 V(1) V@ V() V(@) (1,0)
V(2 vV V(4 (1,0)
2 V(2) V(0) V(4)eV(2) e V()
V(2 V() V(2 (1,1)
\E) V(4 V() (1,0)
5 | VW |y VineVveE) evE) e V) Ve Ve Ve 1,1)
\E) V(4 V() (1,3)
V(0) V(3) No posible -
V4 V) V(10 (1,0)
4 | V) V(2) ® V(6) V(A0) e V(8)---aV(2) V) Ve  VE) (1,1)
V(4 V(6) V(4 (1,3)
V(2) V(6)dV(4)aV(2) V@ V@ V@ (3,1)
V() V(8 V(13) (1,0)
V(8) V(I3)eV(11)---a V(3) V) Ve  vay (1,1)
5 V) e V() e V(3) V(5) V(8) V() (1,3)
V(5 V4 V(7 3,1
V() V() & V(7)-- & V(1) ©, 7% [0 ®1)
V() V(4 V(@) (3,4)
V(0) V(5) No posible B
Ve Va0  V(6) (1,0)
V(10) V(16) & V(14)--- & V(4) Ve Va0  vag (1,1)
6 V(12) @V (8) @ V(6) @
& V() e V() Ve Va0 V(10 (1,3)
V(6 V(6 V(10 3,1
V(6) V(12) & V(10)--- & V(0) S LA &
V(6) V(6) V() (3,5)
V(2) V()& V(6)dV(4) No posible -
12. El par (3,4) solo tiene sentido para n > 5. Para n = 5, se corresponde con el espacio vectorial

L=sLoV(5)®V(4)®dV(1l), que es dlgebra de Lie puesto que se verifica la identidad (2.3))

. ‘s p fagh
como se muestra a continuacion. La férmula de Gordan dada por los valores (5 55 | para
223

f,9,h € V5 proporciona la siguiente identidad:

((fag)3a h)4 = %((fa h)3,9)4 + ((fa h)27g)5'

Si en la anterior expresién se intercambia f por h se obtiene

(h,9)3: s = 5 (ks £ 9)s + (b, )2, 9)s,

(2.34)



2.3.

13.

14.

CONSTRUCCIONES CON & £,(F). 41

que puede ser reescrita como

~ (9.5 £)a = =5 (1) 9)a + ()2, 9)s (235)

y restando (2.34))-(2.35)) se obtiene
((fa 9)3, h)4 + ((ga h)3a f)4 = ((fa h)3a 9)47
que coincide con la identidad ([2.3]) buscada puesto que ((f, h)s3, g)a = —((h, f)3,9)a.

Para el caso n = 6 la 3-tupla vs, v3, v5, proporciona un caso en el que no se cumple la identidad
de Jacobi. En efecto,

1 1
((v2,v3)3,v5)a + ((v3,v5)3,v2)4 + ((vs,v2)3,v3)s = (—%U&,%M + (—2*07115,02)44-
1 1 1
(O7U3)4 = %Ug + %Ug = mﬂg # 0

El (3,5) solo tiene sentido para n = 6. El espacio vectorial correspondiente, L = sl & V(6) &
V(6) ® V(2), es dlgebra de Lie puesto que se verifica la identidad (2.3]). En efecto, la férmula

h
de Gordan dada por los valores (é g 2) para f, g, h € Vs proporciona la siguiente identidad:

(£, 900 1)s = 2((F W)as9)a + (£, W), 95 + ((F: )2, ) (2.36)
Intercambiando f por g se tiene

(9 £)a1)s = 2((0:h)ss Da+ (9,05, s+ (9, D)2, P (237)
Si en se intercambia f por h se obtiene

(. 9)1: s = 2, D )s + (B S35 + ((h, )2, 9)e. (239)
Si en se intercambia g por h se obtiene

(1)1, 9)s = 2((F. ) h)a + (£, 9)s, s + ((F. 9Dz P (2:39)
Si en se cambia f por g, g por h 'y h por f se obtiene

(9 W)s: F)s = 20, sk + (9, Plss s + (9, £, D, (2.40)
Si en ([2.36]) se cambia f por h, h por g y g por f se obtiene

(1 £ 901 = 2((hs9)a, £+ (s 9)s, s + (s D (2.41)

Operando las anteriores expresiones de la siguiente forma:
2.37) - @.30) + @.33) - 240 + @39 — @4D),
se llega a

0= 2((f7 9)35 h)5 + 2((97 h)37 f)5 + 2((ha f>3ag)53
que coincide con la identidad ([2.3)).

El par(3,6) solo tienen sentido para n = 6. En este caso, no proporciona un &dlgebra de Lie,
puesto que la 3-tupla vy, vs, vs proporciona un contraejemplo de la identidad de Jacobi. En
efecto,

1
((v1,v3)3,v5)6 + ((v3,v5)3,v1)6 + ((vs5,01)3,v3)6 = (—5=w1, V5)6 + (*?Owsvvz)fﬁ
1 1 1 1 1
(*éws,%)tﬁ = ﬁuo + muo + Eouo = Euo #0.
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15. El par (5,0) solo tiene sentido para n = 5,6. En estos casos, la 3-tupla vy, v4, U5 n0S propor-
ciona un contraejemplo de la identidad. Asi, paran =15

1 1
((v1,v4)5,v5)0+((va,v5)5,v1)0+((v5,v1)5, Va)o = (—gw0705)0+(07U1)0+(07U4)0 = 3o # 0.

Mientras que para n =6

1 1
((v1,v4)5,v5)0 + ((va, v5)5,v1)0 + ((vs,v1)5,v4)0 = (—Ewoavs)o + (0,v1)0 + (§w1, va)o =
1 1

PR S
BT g T g7

16. El par(5,1) solo tienen sentido para n = 6. En este caso, no proporciona un &lgebra de Lie,
puesto que la 3-tupla vy, vy, v5 proporciona un contraejemplo de la identidad de Jacobi. En
efecto,

(01, 00)5, v)1 + (02,05 )5 01)1 + (05, 01)55 00)1 = (=m0, V)1 + (0, 01)1 + (2wn,va)1 =

18 9
5) 1 1
— TO8U4 + 5*4U4 = _%u4 7£ 0.

17. El par(5,2) solo tienen sentido para n = 6. En este caso, no proporciona un &lgebra de Lie,
puesto que la 3-tupla vy, vy, v5 proporciona un contraejemplo de la identidad de Jacobi. En
efecto,

1 1
((v1,v4)5,05)2 + ((va, v5)5,v1)2 + ((vs,v1)5,V4)2 = (—Ewoﬂ)s)z + (0,v1)2 + (§w1, Vg)o =

1 4

1
— ?7'&3 — ﬁ'd:} = _Eug # 0.

De esta forma queda completamente demostrada la veracidad de la tabla.

2.3.3. Generacion de tablas

En esta tdltima seccién construiremos las tablas de multiplicar de algunas algebras de Lie cuyo
factor de Levi es el dlgebra simple slo(IF) y cuyo estructura de nilradical aparece en el Cuadro
Es decir, élgebras de la forma £ = sl(F) @ N, donde N serd un suma de mdédulos irreducibles de
s[5 (IF). Las tablas de multiplicar han sido generadas mediante el programa incluido en el anexo de
esta memoria. En los productos dados por las transvecciones hemos supuesto que a = = 1. La
introduccién de multiplos escalares no nulos de las transvecciones proporciona también algebras
de Lie.

e El dlgebra de Lie
L=sLF)eV(1)aV(0)® V(1) =slx(F) @ span{vg, v1) @ span{wg) & span{ug, u1)
viene dada por la multiplicacién

[vo, v1] = wo
[anwo] = Ug

[Ul, wo] =u1

e El dlgebra de Lie
L=sL(F)®V(2)dV(2)®V(2) =sl(F)® span{vg, v1,v2) & span(wg, wy, ws) ®span(ug, Ui, us)

viene dada por la multiplicacién
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1
[vo, v1] = iwo; [vg, V2] = wy; [v1,v2] = in
1
[vo, wn] = 5 U0 [vo, wa] = u1; [v1, wo] = 5o
1 1
[v1, wa] = 5 U2 [v2, wo] = —u1; [v2,w1] = 52

e El dlgebra de Lie

L=sLF)BVB)DV(4) @ V(7) =sk(F)® span(vg,v1,ve,vs) @ span{wp,wr,ws, ws, wq) B
@ span(ug, U1, Uz, Us, Ud, Us, Ug, U7)

viene dada por la multiplicacién

e El dlgebra de Lie

L£=sh(F)o V@) e V(2)eV(4) =sk(F)& span(vy, v1,v2,v3,v1) & span(wo, w, w2) &
@ span(ug, u, Uz, U3, Ug)

viene dada por la multiplicacién

[’Uo,’l)g] = ZU}O; [’1)0,’1}4] = Wy, [7)1,’02] = _ng
o1, 0] = — 2wy [or, 04] = Swa; [va, 5] = — =
V1,03 = —=wW71: V1,V = —W292: |V2,V = — =W
1,V3 8 1 1,V4 4 2 2, U3 8 2
[0, 1] = 2aug; o0, wa] = s [o1, wo] = —Suug; [v1, 3] = —
UO;wl - 216()7 'U07'LU2 _ulv Ul)wo - 4u07 ’Ul,U}] - 4U1
for, ws] [z, wo) o2, ws] [, wg] = —
U1, W = —U9,; |V2, W, = —=U1; |V, W = —Uus; |U3, W, = ——U
1, W2 4 2 2, WO 8 1 2, W2 2 3, 3, Wo 4 2
1 1 1
[vg, wq] = — s [vg, wa] = U [vg, wo] = —ug; [va, wr] = —

e El dlgebra de Lie

L=sL(F)dV(5)®V(4) dV(1) =sl(F)® span(vg, v1, v, V3, V4, V5) B
span(wo, wy, Wz, W3, 'lU4> D span(uo, U1>

viene dada por la multiplicacién
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['Uo,’l)g] = Towo’ [’UQ,’U4} = *5 Wi, [’0071)5] = W2
V1,V2| = ——=Wop; |V1,V3] = ——=W1; |V1,V4] = ——W2; |V1,V5] = W
12 50 O U 25 b 25 21 TR 50
[’1)2,'1}3] = ——25102; [1)2,’1)4] = ——25w3; [’02,1)5} = TOU)4; [’1)3,’04] = ——501114
Vo, W4 Up; V1, W3 5UO, V2, W3 lo’ul, V3, W1 1Ou0
V3, W2| = —< UL, |V4,Wo| = —Up; |Vq4,W2| = —ZU1; |V5,Wo| = U
3, W2 10 1 4, WO 5 0> 4, W2 5 1 5, Wo 1

e El algebra de Lie

£= E[Q(F) D V(G) D V(lO) S5 V(lO) = 5[2(]F) (&) Span<’Uo,’U1,’U2, 1}3,U4,U5,U5> ©®

S2) Span<w07wl’w27w37w4,w57w6,w77w8,w9,w10> @SpanWo,Ul,Uz,ua,u47u5>U6,U7,U8,U9,U10>

viene dada por la multiplicacién

[vg, v1] = Zwo; [vo,v2] = zwr; [vo,v3] = —wa; [v v]—gw
0)1_607 072_31’ 073_227 074_33
[vo, V5] = —wy; [vo, V6] = ws; [v1,v2] = Zwa; [v v]—lw
075_64a 0, V6] — Ws, 172_62’ 173_33
o1, 04] = <wi; [on,v5] = Fwss o1, 6] = 2w foz, va] = =
V1,04 = 6w47 V1,VU5] = 6w57 U1,V6] = 6w67 V2,V3| = 6w4
o2, v4] = w5 [v,v5] = s o2, 6] = 2w fog, va] = =
0271]4 - 3'[,05, ’U23U5 - 2w67 U27UG - 3w77 U37U4 - 6w6
1 1
[v3, 5] = 3T [vs, v6] = Jws; [vg, V5] = 58 [v4, v6] = 3o [vs, v6] = W0
1
[Uo,w3] = muoa [Uo,w4] = %UH [Uo,wf)] = Euz; ['U07w6] = 6U3
[vo, wr] = 214 [vo, wg] = 15 s’ [vo, wo] = G [vo, w10] = ur
1
[U17w2] = —%uo, [ths] = _Eula [U17w4] = —%uz, [01,105} = —%Us
[v1,w7] = —wus; [v1,ws] = —wug; [V w}*iuﬂv w ]*lu
1, 7*120 5 1, 8745 6 1, 9*10 77 1 10728
o, 1] = st [z wa] = s [, ws] = ——ugi [v,ws] = — g [ ws] = ——
Vo, W1| = —ug; [va, we] = ——uq; [vg, w3 = ——us; [ve, wa] = ——us; (v, W] = ——u
2, W1 50 0, 2, W2 295 1, 2, W3 600 2 2, W4 50 3 2, W5 180 4
1 2 1
[v2, we] = *Lusﬁ [V, wr] = *Luﬁ; [V2, wg] = ———u7; [v2, wo| = —usg; [va, wi0] = U
150 200 225 25 5
11 2
[Us,wo] = — 57 Uos ['U?nwl] = Ui [U3,w2] = Sanu2; [U3,w3] = 73@63; [vg,w4] = LU4
20 100 300 600 300
[v w]——iu'[v w]——ﬁu'[v ’LU]——EU'[’U w]——iu'[v w ]—iu
3, We] — 300 65 3, Wr| — 600 Ty 3, Wg8| — 300 89 3, W9| — 100 9, 3, W10| — 20 10
[v w]——}u'[v w}——EU'[v w]——iu'[v w]—LU'[v w]—iu
4, Wo| — 5 1, 4, W1| — 25 29 4, W2| — 225 39 4, W3| — 200 4 4, Wq4| — 150 5
1 4 1
[U4aw5] = @U& [U4aw6] = %Uﬁ [U47w7] = —@Us; [U4,w8} = —%U% [714,11)9] = —%Ulo
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1 3 7 7
[vs, wo] = _§U2§ [, w1] = —Eus; [Us, wa] = —£U4; [vs, w3] = —l—zous
1
[vs, ws] = 367 [vs, we] = 30U’ [vs, w7] = 1019 [vs, wg] = 90110
7
[ve, wo] = —u3; [ve, w1] = ~ 0%’ [ve, wa] = — 15U [ve, w3] = —o s
1 1 1 1

[U67w4] — _6u7; [U6)w5] = —Eug; [’UG,’LU6] = —%ugé [Uﬁywﬂ = _EOUIO






Conclusion

Al realizar este trabajo, he tenido la suerte de conocer un drea de las matematicas hasta
entonces desconocida para mi, las algebras de Lie, que me ha permitido tener una primera visén
de como es el mundo de la investigacion. Por un lado, la lectura de libros especificos de estructura
bésica y de teoria de representacion sobre algebras de Lie me ha mostrado que, como en grupos y
anillos, el punto de aprendizaje inicial en cualquier estructura algebraica esta formado por ejemplos,
subestructuras, estructura cociente y homomorfismos. Por otro lado, el estudio de algunos articulos
de investigacién me ha ayudado a mejorar tanto mi compresién lectora como mi forma de escribir
matematicas.

Esta memoria comienza estudiando los resultados més teéricos, para abordar el problema de
clasificacién de dlgebras de Lie con reticulo de ideales en cadena, y termina con la construccion de un
puiiado de ejemplos de baja dimensién (< 38) que muestran la complejidad de este problema incluso
en el caso de algebras con pocos ideales. Durante el verano estudié los conceptos béasicos, y fue
en septiembre cuando mi tutora, observando la teoria béasica, me propuso desarrollar un programa
para la construccién de dlgebras de Lie con factor de Levi sly(F) y reticulo de ideales en cadena.
Los ingredientes para la elaboracién del programa eran polinomios homogéneos y unas aplicaciones
lineales, llamadas transvecciones, que estaban definidas mediante derivaciones. Nada aparentemente
complicado. La definicién inicial de dlgebra de Lie obligaba al programa a la verificacion de la
identidad de Jacobi. Al mismo tiempo, seguia esforzdndome por entender los resultados bésicos y
algin concepto nuevo.

En enero, una vez que mi programa funcionaba, con ayuda de los ejemplos y de los resultados
bésicos estudiados anteriormente empezamos a desarrollar algunos de los lemas generales. Estos
nos informaron de las combinaciones de transvecciones que nos permitian definir dlgebras de Lie.
Fue entorno al mes de abril, cuando se produjo mi primer pequenio gran triunfo, habia encontrado
el Lema Una vez subido este primer escalén y demostrados otros lemas similares hubo que
completar la memoria con otros resultados més generales y la construccion de diversos ejemplos.

Finalmente, este trabajo me ha ensenado a escribir rigurosamente y me ha hecho darme cuenta
de lo importante que es tener una buena compresién lectora y una buena redacciéon para poder
hacer que otros entiendan y comprendan nuestras ideas.
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Anexo. Cédigo Mathematica para
construccion de algebras de Lie

En el siguiente anexo se incluye el cédigo fuente de los programas utilizados para comprobar
si los espacios vectoriales de la forma L = sla(F) @ V(n) ® V(2n — 2k) ® V(3n — 2k — 2r) y de la
forma L =slb(F)®V(n)®V(2n—2k)®V(3n—2k —2r) ® V(4n — 2k — 2r — 2p) son o no &lgebras
de Lie. Ademsds los programas permiten calcular las tablas de multiplicar de los distintos espacios
vectoriales. Tras el cédigo fuente, se incluye un ejemplo que muestra que pese a que en el trabajo
las tablas incluidas son pequenas, el programa desarrollado es capaz de calculos mucho mayores.
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Programa para el calculo de productos de algebras de Lie y com-
probacion de la identidad de Jacobi

n1= Transveccion[f_, g , k_, n_, m]:=

i = Exponent [f, y];

j = Exponent [g, Y]I;

If[f=01]] g==0, Return[0]];

If[k=0&%f ==g, Return[0]];
(m-Kk) ! (n-k)!

Return[ * *
m! n!
K k!
Z[(—l)a*—*D[f, {x, k-a}, {y, a}1 =D[g, {x, a}, {v, k—a}]]]];
e at=(k-a)!

n2:= Gener ar Product 0s3Step[n_, k_, r_1:=(

For[i =0, i <=n, i ++, For[j =0, j <=n, j++, Print["[v",i ,", v',j, "1=",
Transveccion[x® (n-i) *xy" (), x*(n-j) *y" (), k, n, n1111; (*V(n)xV(n)=*)
For[i =0, i <=n, i ++, For[j =0, ] =2*n-2%Kk, j++, Print["[v",i ,", w,j, "]="
Transveccion[x* (n-i) *xy* (), x*(2*n-2xk-j)*y™* (), r,n, 2n-2k]1111;
)
3= Compr obar | dJacobi 3Step[n_, k_, r_1:= (
Ok = True;

I f [EvenQ[k], Return[False]]; (*Si la k es par devuelvo fal sox)
For [c3si =0, c3si <=n, c3si ++,
For [c3sj =0, c3sj <=n, c3sj ++, For [c3sh =0, c3sh <=n, c3sh++,
| f [Exponent [Transvecci on[Transvecci on[x” (n-c3si) xy~c3si, x" (n-c3sj) »y”~c3sj,
k, n, n], x*(n-c3sh) xy~c3sh, r, 2n-2k, n] +
Transvecci on[Transveccion[x” (n-c¢3sj) *y~c3sj, x" (n-c3sh) *xy~c3sh, k, n, n],
XN (n-c3si) xy™c3si, r, 2n-2Kk, n] +
Transvecci on[Transvecci on[x” (n -c3sh) xy~c3sh, x» (n-c3si) *xy~c3si, k, n, n],
XN (n-c3sj) xy™c3sj, r, 2n-2Kk, n], x] # -Infinity, Ok = Fal se; Break; 1111;
Print [Ck];
)

n41= Gener ar Product os4Step[n_, k_, r_, p_1:= (
If[r+p-k<0, Print["r+p-k<0. RESULTADO | NVALI DO']; Break; ];

(*V(n)xV(n) =)
For[i =0, i <=n, i ++, For[j =0, j <=n, j ++, Print["[v", i ,", v', |,
"1= ", Transveccion[X* (N-i)»y~ (i), Xx*(n-])*y~ (), k, n, n1111;
(*V(n)xV(2n-2k) %)
For[i =0, i <=n, i ++, For[j =0, ] =2*n-2%Kk, j++, Print["[v",i ,", w,j, "]="

Transveccion[x* (n-i) *xy" (), Xx*(2*n-2xk-j)*y* (), r,n, 2n-2k]1111;
(*V(N)xV(3n-2k-2r) %)
For[i =0, i <=n, i ++,
For[j =0, ] <3*nN-2%xK-2%r, j++, Print["[v",i ,", u",j, "1=", Transveccion[
XAn=-i)*y™ (@), x*B*n-2%xKk-2%r-j)*y*(), p,n, 3n-2k-2r1111;
(*V(2n-2k) xV (2n-2K) *)
For[i =0, i <=2*n-2xKk, i ++,
For[j =0, j <2*n-2x%K, j++, Print["[w,i ,", w,j, "1=", Transveccion]|
XN (2*n-2%xK-i)*y" (i), X*2*n-2xk-j)*y* (), r+p-k, 2n-2k, 2n-2Kk1111;
(*V(2n-2k) xV (2n-2Kk) *)
)



2 | ProgramalLimpiov2.nb

niei= Conpr obar | dJacobi 4Step[n_, k_, r_, p_1:=(
Ck = True;
(*V(n)xV(n)xV(n) %)
Ifr+p-k<0, Print["r+p-k<0. RESULTADO | NVALI DO']; Returnf[Fal se]l;
Print[v" (", n, ")-=>V(", 2*xn-2xk, ")-->V(",
3*nN-2%xK-2%r, ")-->V(", 4*¥nN-2xk-2%r -2%p, ")"1;
I f [EvenQ[k], Return[Fal se]]; (*Si la k es par devuel vo fal sox)
For [c4si =0, c4si <=n, c4si ++,
For [c4sj =0, c4sj <=n, c4sj ++, For [c4sh =0, c4sh <=n, c4sh++,
| f [Exponent [Transvecci on[Transvecci on[x” (n -c4si) xy”~cdsi, x™ (n-c4sj) »y”~cdsj,
k, n, n], X~ (n-c4sh) xy~cdsh, r, 2n-2k, n] + Transvecci on[Transvecci on[
XN (n-c4sj) xy~cdsj, x™ (n-c4dsh) xy~cdsh, k, n, n], x" (n-c4si) xy”~c4si,
r, 2n-2k, n] +Transvecci on[Transvecci on[Xx” (n - c4sh) =y~ c4sh,
X" (n-c4si) xy~cdsi, k, n, n], x*(n-c4sj) xy~c4dsj, r, 2n-2k, n], X] #
-Infinity, Print["Falla en (n,n,n) ", c4si, c4sj, c4sh]y;
Return[Fal sel; 1111; (*V(N)XV(n)xV(r) )
For [c4si =0, c4si <=n, c4si ++, For [c4s] =0, c4sj <=n, c4Sj ++,
For [c4sh =0, c4sh < 2%xn-2=xk, c4sh++,
| f [Exponent [Transvecci on[Transvecci on[x”" (n -c4si) xy”~cdsi, x™ (n-c4sj) xy”~c4sj,
k, n, n], x*(2*n-2xk-c4sh) xy~cdsh, p+r -k, 2n-2k, 2n-2k] +
Transvecci on[Transvecci on[x” (n-c4sj ) xy~c4sj, X" (2x*n -2 xk -c4sh) »y~c4sh,
r,n 2n-2kj, x~(n-c4si) xy~cdsi, p, 3n-2k-2r, n] +
Transvecci on[Transvecci on[x" (2%*n -2 %k -c4sh) xy~c4sh, x” (n-c4si) »xy~c4si,
r,2n-2Kk, n], x~(n-c4sj) xy~cdsj, p, 3n-2k-2r, n], x] #-Infinity,
Print["Falla en (n,n,r) ", c4si, c4sj, c4sh]; Return[Fal sel;1111;

Print [Ck];
)



El algebra de Lie £ = sly(F) & V(17) @ V(32) ¢ V(47) viene dada por la multiplicacién

[vo,Uﬂ = T?wo; [Uo,vz] = ﬁwﬁ [UO,U?,] = T?wz; [Uo,v4] ﬁws
8
['UO,'UE)} = 5 W4; [UO) UG] — Ws; [’UO7’U7} - We; [U07U8] — w7
17 17 17 17
10 11 12
[Uo,v.t)] 17w8, [Uo,vlo] 17w9, [Uo,vu] 17w10, [U07U12] ﬁwn
[ ] 13 [ ] 14 [ ] 15 [ ] 16
Vg, V13| = ——wWi9; Vg,V —w Vg, V15| = ——W14; |Vo, V1g| = =W
0, V13 17 125 0, V14 17 135 0, V15 17 14, 0; V16 17 15
1 2 3
[Uo,vw] = Wise; [01,1}2] = ﬁwz; [U17U3] = 1—7w3; [1}1,114] = ﬁw4
[U1705} = ﬁws; [Ul,%] = ﬁwﬁv [Ulvvﬂ 17107» [Ul,vs] = %ws
1 11
[’01,1)9] 1871097 [’01,”010] = %wlo; ['Ul,vlﬂ = Tgwn; [U1,’U12] = ﬁw
12 1 14 1
[’01,1)13] = 75 W1i3; [711,014] = jw14; [017015] = 5 Wis; [01,1116] = £w16
17 17 17 17
1 1 2
[711,017} 1(751017, [1)27@3} = 1—7w4; [1227114] = ﬁw5; [02705] = %w6
4 5 6 7
[Uz,ve] = ﬁwﬂ [02707] 17w87 [U1,U7] 17109, [Ulvq)S] = ﬁwm
[v2,v10] = 8w [va,v11] = 9w [v2,v12] = 1Ow [va,v ]—Ew
2, V10 17 115 (V2,011 17 125 |V2, V12 17 135 |U2,V13] = 17
12 13 14 15
[V2,v14] = = wis; [V2,v15] = ——wie; [V2, Vig) = —Swir; [V2,v17] = Wi
17 17 17 17
1 2 3 4
[1)371)4} = ﬁwe; [U3,U5] = ﬁwﬂ [1)371)6} 177~U87 [U3,U7] = ﬁwg
5 6 7 8
[vg, v8] = 77105 [vs,vg] = 7715 [vs,v10] = 77 W1z [v3, v11] = 7Y
[vv]—gw'[vv]—l—ow'[vv]—gw'[vv]—gw
3, V12| — 17 14, 3, U13] — 17 15, 3, V14| — 17 165 3, Ul5] — 17
o3, v16] = 1o [ty 0n7] = ~mwros [vs, 5] = =i [v1, 6] =
U37U16 - 17w181 7J-?)a/l}l7 - 17w197 'U4,'U5 - 17'UJ8, U47U6 17w9
3 4 5 6
[U4,U7] 1710107 [U47U8] = ﬁwn; [1)47119] = ﬁwu; [U47U10] = ﬁwm

7 8 9 10

['U47U11] -5 Wi14; [/U43,U12] —Wis; [U4,'013] — W16, [’114,1)14] = T?w

17 17 17
(o4, 015) = T2w1s; [v4, 016] = —2wro; [v4, v17] = ~owao; [v5, v6] = —
Vg,V w Vg, U = —W19; |Vg4,V = —W90n: |Vs,V = —w
4, V15 17 185 4, U16 17 19, 4, V17 17 205 5, U6 17
(o5, v7] = w115 [us, 08] = ~swra; [v5, 0] = ~=wns; [v5, v10] =
Vs, U — W Vs, U, = —wW192; |VUs,V = —wW13; |V, V = —Ww
5, U7 17 115 5, U8 17 125 5, U9 17 135 5, V10 17 14
6 7 8 9
[U5,U11] 171015, [05,1112] 171016, [05,013] 17w17, [U5,U14] = ﬁww
10 11 12 1
[vs, v15) = 17 W1; [vs, v16) = T7 W20 [vs, v17] = T7W2Ls [ve, v7] = T Wiz
o, 8] = —wiz; [v6, v9] = s [v5, 010] = ~mtrs; [V, v11] = —
Ve, V8| = 17w13a Ve, V9| = 17w14a Vs, V10| = 1711)15, Ve, V11| = 17’[1)16
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[ve, V12] = 17T [v6, v13] = 77 W1s; [vs,v14] =
10 11
[ve, v16] = T7 W2t [ve, v17] = T7 W22 [v7, v8] =
3 4
[v7,v10] = 17 W16; [v7,v11] = T7 W17 [v7,v12] =
7 8
[U77U14] 17w201 [U7,U15] 17w217 [’U7vvl6] =
1 2
[Us,vg] 171016, [08,010] 17w17, [U&Uu] =
5 6
[U87U13] 171020, [US,UM] 17w217 [U87015] =
9 1
[U&Ul?] 171024, [’09,1110] 17?1118, [U9,U11] =
4 5
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