
Iván Pérez-Aradros Martínez

María del Pilar Benito Clavijo

Facultad de Ciencia y Tecnología

Grado en Matemáticas

2015-2016

Título

Director/es

Facultad

Titulación

Departamento

TRABAJO FIN DE GRADO

Curso Académico

Álgebras de Lie con retículo de ideales en cadena

Autor/es



© El autor
© Universidad de La Rioja, Servicio de Publicaciones, 2016

publicaciones.unirioja.es
E-mail: publicaciones@unirioja.es 

Álgebras de Lie con retículo de ideales en cadena, trabajo fin de grado
de Iván Pérez-Aradros Martínez, dirigido por María del Pilar Benito Clavijo (publicado por 

la Universidad de La Rioja), se difunde bajo una Licencia
Creative Commons Reconocimiento-NoComercial-SinObraDerivada 3.0 Unported.

 Permisos que vayan más allá de lo cubierto por esta licencia pueden solicitarse a los 
titulares del copyright.



 

 

Facultad de Ciencia y Tecnología 

 

TRABAJO FIN DE GRADO 

Grado en Matemáticas 

Álgebras de Lie con retículo de ideales en cadena 

Alumno:  

 Iván Pérez-Aradros Martínez  

Tutores:  

María del Pilar Benito Clavijo 

  

 

Logroño,  Junio, 2016 

 



Universidad de La Rioja

Facultad de Ciencia y Tecnoloǵıa
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Resumen

En este trabajo nos centramos en álgebras de Lie que tienen un número finito de ideales.
Usando teoŕıa de representación del álgebra de Lie simple sl2(F) hemos desarrollado un algoritmo
computacional que nos permite construir álgebras de Lie no resolubles cuyo ret́ıculo de ideales es
una n cadena con n = 3, 4, 5. El algoritmo está basado en resultados de estructura de álgebras de Lie
cuyo ret́ıculo forma una cadena incluidos en [6] y en resultados clásicos de teoŕıa de representación
del álgebra de Lie simple sl2(F) de dimensión 3 descrita en [3].
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Abstract

In this paper we focus on Lie algebras in which the number of ideals is finite. Using represen-
tation theory of the simple classical Lie algebra sl2(F) we develop a computer algorithm which
let us to construct nonsolvable Lie algebras in which its lattice is a chain of length 3, 4 or 5. The
algorithm is based on preliminary structure results of Lie algebras in which its lattice is a chain,
included in [6] and on classical results of representation theory of the simple Lie algebra sl2(F) of
dimension 3 described in [3].
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Introducción

Las álgebras de Lie se originan con el objetivo de comprender aspectos desconocidos tanto del
estudio y análisis de objetos dentro de la geometŕıa, como de los grupos de Lie o las variedades
diferenciales. El matemático noruego Sophus Lie (1842-1899) concibió una idea muy original: de-
biera haber para las ecuaciones diferenciales algo análogo a la teoŕıa de Galois de las ecuaciones
algebraicas.

Será en Alemania donde Wilhelm Killing (1847-1923) desarrolle el siguiente trabajo realmente
sustancial. En 1888 este matemático alemán sentó las bases de una teoŕıa de estructuras para
álgebras de Lie, y dio la clasificación de todas las álbebras de Lie simples de dimensión finita.

La culminación a estos estudios la aportó Ellie Cartan (1869-1951), que tras ordenar y clasificar
el trabajo previo de Friedrich Engel (1861-1941) y Killing, dio la clasificación definitiva de las
álgebras de Lie simples, identificando las cuatro familias principales y los cinco casos excepcionales.

La siguiente contribución para conseguir clasificar las álgebras de Lie es la de un matemático
italiano, Eugenio Elia Levi(1883-1917) que en 1905 desarrolla lo que hoy conocemos como Teorema
de Levi. Según este, toda álgebra finito dimensional L puede ser descompuesta como suma directa
de una subálgebra de Lie semisimple S ⊆ L y el radical resoluble R de L. Puesto que en los trabajos
de Engel y Killing se clasifican las álgebras simples, también quedarán clasificadas las álgebras de
Lie semisimples (que descomponen como suma directa de álgebras de Lie simples). No obstante,
resta aśı el enorme trabajo de dar una clasificación para el resto de álgebras de Lie.

Figura 1: De izquierda a derecha: Sophius Lie, Wilhelm Killing, Ellie Cartan, Friedrich Engel y Eugenio Elia Levi.

En este Trabajo Fin de Grado analizaremos un tipo concreto de álgebras, las álgebras de Lie
cuyo ret́ıculo de ideales forma una cadena. La estructura general de las álgebras de Lie cuyo ret́ıculo
de ideales es una n-cadena (n arbitrario) se estudia en [6]. En este trabajo se caracterizan este tipo
de álgebras consiguiendo la clasificación completa de las resolubles sobre cuerpos algebraicamente
cerrados [6, Theorem 3.4]. En el caso no resoluble, en [7] se muestran construcciones expĺıcitas de
álgebras de este tipo de álgebras. Las construcciones dadas permiten clasificar las álgebras de Lie
con factor de Levi sl2(F) y cuyo ret́ıculo es una 4-cadena. El objetivo central de esta memoria es,
tomando como punto de partida los resultados en [7], dar un paso más estudiando las posibles
construcciones de las álgebras de este tipo cuyo ret́ıculo sea una 5-cadena.

Para abordar el objetivo, introduciremos las herramientas básicas tanto de estructura de álge-
bras de Lie (subestructuras, cocientes y homomorfismos) como de teoŕıa de representación de
álgebras simples. En las construcciones jugarán un papel importante la identidad de Jacobi que
define un álgebra de Lie y la teoŕıa de representación de sl2(F). La forma clásica de introducir el
álgebra de Lie sl2(F) es mediante matrices 2 × 2 de traza 0. En esta memoria la presentaremos
como subálgebra de derivaciones del anillo de polinomios en dos variables F[x, y]. Esta presenta-
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2 INTRODUCCIÓN

ción permite describir los sl2-módulos irreducibles mediante polinomios homogéneos y establecer
productos binarios sl2-invariantes entre módulos irreducibles usando las llamadas transvecciones.
La verificación de la identidad de Jacobi en las construcciones que proponemos y que más de un
quebradero de cabeza nos ha dado, descansa fuertemente en las llamadas identidades de Gordan.
Todos estos conceptos integran el Caṕıtulo 1 de esta memoria.

En el Caṕıtulo 2 de la memoria nos centraremos en el análisis de los resultados de estructura
de [6] y en las construcciones derivadas para el caso de álgebras no resolubles con cadenas de 3, 4
y 5 ideales. Las álgebras de Lie con 3 ideales son extensiones escindidas nulas de un álgebra de Lie
o bien 1-dimensional (caso resoluble) o bien simple (caso no resoluble) y un módulo irreducible.
El problema de construcción tiene fácil solución. En la construcción de las que tienen 4 ideales
en cadena la verificación de la identidad de Jacobi es trivial. El problema fundamental está en la
construcción de álgebras no resolubles con 5 ideales. Por tanto, dedicaremos todo nuestro esfuerzo a
la construcción expĺıcita de álgebras no resolubles con cadenas de 5-ideales y factor de Levi sl2(F).
La construcción de diversos ejemplos mediante un programa implementado en Mathematica e
incluido en el anexo de esta memoria, fue el punto de partida para la obtención de una serie de
lemas incluidos en la Sección 2.3 sobre condiciones de existencia de álgebras este tipo. Finalmente,
el Cuadro 2.1 muestra una clasificación completa de aquellas que cumplen que dim (N/N2) ≤ 7 con
N radical del álgebra de Lie. Los resultados de este caṕıtulo, explican y ampĺıan las construcciones
dadas en [7] e ilustran que el problema de clasificación de álgebras de Lie no resolubles con n ideales
para n ≥ 5 es dif́ıcil de abordar.



Caṕıtulo 1

Álgebras de Lie

Como en cualquier área de las matemáticas lo primero que necesitamos para poder comprender
el funcionamiento de una estructura es estudiar sus definiciones y analizar las principales carac-
teŕısticas de sus ejemplos. Los ejemplos en una estructura, si están bien elegidos, suelen motivar de
forma natural, la necesidad de algunos resultados. Con este objetivo nos adentraremos en el Caṕıtu-
lo 1, en el cual se recogen las definiciones, los teoremas de estructura básicos y las herramientas de
teoŕıa de representación que nos van a permitir adentrarnos en el problema de la clasificación de
álgebras de Lie con ret́ıculo de ideales en cadena en el que se centra este trabajo.

1.1. Conceptos y teoremas básicos.

En esta sección vamos a introducir las definiciones y resultados que utilizaremos para el desa-
rrollo del Trabajo Fin de Grado. Los contenidos básicos incluidos aparecen en los caṕıtulos 1, 2, 3,
4, 7 y 8 de [1] y han sido ampliados mediante [2] y [4].

Definición 1.1.1. Un álgebra de Lie L sobre un cuerpo F es un F-espacio vectorial junto con un
producto, que llamaremos corchete de Lie,

[−,−] : L× L→ L

satisfaciendo las siguientes propiedades:

1) [−,−] es bilineal.

2) [x, x] = 0 para todo x ∈ L.

3) Identidad de Jacobi. Para todo x, y, z ∈ L se cumple:

[[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0 (1.1)

La propiedad 2) implica que [x, y] = −[y, x] para todo x, y ∈ L, es decir, el producto en L es
antisimétrico. Si además la caracteŕıstica de F es distinta de 2, se tiene la implicación en el otro
sentido.

Las propiedades del producto vectorial del espacio 3-dimensional real proporcionan un sencillo
ejemplo de álgebra de Lie: El espacio eucĺıdeo R3 con el corchete de Lie dado por el producto
vectorial satisface 1), 2) y 3) de la Definición 1.1.1. Veamos ejemplos más generales.

Ejemplo 1.1.2. Sea V un F-espacio vectorial y EndFV el F-espacio vectorial de los endomorfismos
de V , esto es, de las aplicaciones lineales f : V → V . En EndFV definimos el corchete de Lie [−,−]
en la forma:

[x, y] = x ◦ y − y ◦ x,

3



4 CAPÍTULO 1. ÁLGEBRAS DE LIE

donde ◦ es la composición de aplicaciones. El corchete [x, y] satisface 1), 2) y 3) de la Definición
1.1.1, por tanto (EndFV, [x, y]) es un álgebra de Lie que se conoce como álgebra general lineal1. La
notación que habitualmente se emplea es End(V )− o gl(V ).

A menudo es más útil trabajar con matrices que con aplicaciones lineales. De esta forma se
introduce gl(n,F) como el espacio vectorial de matrices n × n con entradas en F. En este espacio
vectorial se define el corchete de Lie como:

[x, y] = xy − yx

donde xy es el producto usual de las matrices x e y. El álgebra gl(n,F) aparece al fijar una base
en un espacio vectorial n-dimensional, y permite representar las aplicaciones de gl(V ) mediante su
matriz coordenada.

Notación 1.1.3. En general, dados U, V subconjuntos del álgebra de Lie L, la expresión [U, V ]
denotará:

[U, V ] = spanF〈[u, v] : u ∈ U, v ∈ V 〉 =

{
n∑
i=1

ti[ui, vi] : ui ∈ U, vi ∈ V, ti ∈ F

}
.

El conjunto U +V = {u+ v | u ∈ U, v ∈ V }. Si U y V son subespacios entonces U +V también
lo es y se dice subespacio suma de U y V . �

Definición 1.1.4. Sea L un álgebra de Lie. Una subálgebra de L es un subespacio vectorial M ⊆ L
tal que [M,M ] ⊆M , es decir [x, y] ∈M para todo x, y ∈M .

Ejemplo 1.1.5. Una forma general de construir subálgebras de gl(n,F) viene dada al fijar cualquier
matriz S ∈ gl(n,F). Para una tal matriz S fija, el conjunto:

glS(n,F) := {x ∈ gl(n,F) | xtS + Sx = 0}

es una subálgebra de gl(n,F). En efecto, sean x, y ∈ glS(n,F), es decir, cumplen que xtS+Sx = 0,
y que ytS + Sy = 0. Veamos que se tiene que [x, y]tS + S[x, y] = 0, aśı, [x, y] ∈ glS(n,F).

[x, y]tS + S[x, y] = (xy − yx)tS + S(xy − yx) = ytxtS − xtytS + Sxy − Syx =

= ytxtS − xtytS − xtSy + ytSx = ytxtS − xtytS + xtytS − ytxtS = 0

puesto que xtS = −Sx y que ytS = −Sy.

Definición 1.1.6. Sea L un álgebra de Lie. Un ideal de L es un subespacio vectorial M ⊆ L tal
que [L,M ] ⊆M , es decir, [x, y] ∈M para todo x ∈ L, y ∈M .

Los subespacios 1-dimensionales de un álgebra de Lie son subálgebras gracias a la identidad 2)
de la Definición 1.1.1. Todo ideal es subálgebra, pero el rećıproco no es cierto en general. Uno de
los ideales más importantes de un álgebra de Lie L es su centro. El centro de un álgebra de Lie L
se define como:

Z(L) := {x ∈ L tal que [x, y] = 0 para todo y ∈ L}.

Además, cualquier subespacio vectorial contenido en el centro es un ideal. Es fácil comprobar que
la suma y la intersección de ideales proporcionan nuevos ideales, este hecho es muy importante
en la Sección 1.3. La intersección de subálgebras es subálgebra, pero su suma no. Sin embargo, la
suma de ideal y subálgebra proporciona una subálgebra.

Definición 1.1.7. Se dice que un álgebra de Lie L es descomponible si puede ser descompuesta
en suma directa de dos ideales. En caso contrario se dice que L es indescomponible.

1En general una F-álgebra A es un F-espacio vectorial con un producto interno xy. Si el producto satisface la
identidad (xy)z = x(yz) se dice que A es un F-álgebra asociativa. La F-álgebra A− con producto [x, y] = xy− yx es
de Lie. Los ejemplos dados en 1.1.2 se corresponden con A = End(V, V ) o con A = Mn(F) ya que los endomorfismos
de un F-espacio vectorial y las matrices de orden n× n son F-álgebras asociativas.



1.1. CONCEPTOS Y TEOREMAS BÁSICOS. 5

Lema 1.1.8. Sea L un álgebra de Lie y sea I un ideal de L. El cociente L/I es un álgebra de Lie
cuyo corchete de Lie se define de la siguiente forma

[x+ I, y + I] = [x, y] + I.

Definición 1.1.9. Sean L y M álgebras de Lie. Una aplicación ϕ : L → M se dice que es un
homomorfismo de álgebras de Lie si

ϕ([x, y]) = [ϕ(x), ϕ(y)] para todo x, y ∈ L.

Un homomorfismo biyectivo de álgebras de Lie es un isomorfismo.

Junto con la definición de homomorfismo de álgebras de Lie aparecen los conceptos de núcleo
Ker ϕ e imagen Imϕ. Además se cumple que el núcleo de un homomorfismo ϕ : L → M es un
ideal de L y la imagen es una subálgebra de M . Como un álgebra de Lie es un anillo, tenemos las
correspondientes versiones de los llamados Teoremas de isomorf́ıa para anillos.

Ejemplo 1.1.10. Sea L un álgebra de Lie. La aplicación

ad : L→ gl(L), adLx = [x,−].

Esto es, adLx(y) = [x, y] para todo y ∈ L. Esta aplicación es un homomorfismo de álgebras de
Lie conocido como homomorfismo adjunto. Observamos que el núcleo de este homomorfismo, Ker
ad = {x ∈ L | [x, L] = 0} = Z(L) y el conjunto imagen de la aplicación ad, Im ad = {adLx | x ∈
L} = adLL. Aplicando el primer Teorema de isomorf́ıa tenemos:

L/Z(L) ∼= adLL. (1.2)

Se dice automorfismo a todo isomorfismo de L en L. El conjunto formado por todos los automor-
fismos de L se denota por AutL y tiene estructura de grupo con la composición. Los automorfismos
de la forma exp(adLx)2 para adLx nilpotente3 se dicen automorfismos internos.

Definición 1.1.11. Sea L un álgebra sobre un cuerpo F. Una derivación de L es una aplicación
F-lineal D : L→ L tal que

D(ab) = aD(b) +D(a)b para todo a, b ∈ L.

Sea DerL el conjunto de derivaciones de L. Este conjunto es cerrado por suma y por producto
escalar y contiene al cero. Por tanto, es un subespacio vectorial de gl(L). Además para todo
d1, d2 ∈ DerL el producto [d1, d2] = d1d2 − d2d1 ∈ DerL. En efecto, sean a, b ∈ [d1, d2]. Como se
tiene que

d1d2(a · b) = d1(ad2(b) + d2(a)b) = ad1d2(b) + bd1d2(a)

d2d1(a · b) = d2(ad1(b) + d1(a)b) = ad2d1(b) + bd2d1(a),

deducimos que

[d1, d2](a · b) = (d1d2 − d2d1)(a · b) = ad1d2(b)− ad2d1(b) + bd1d2(a)− bd2d1(a) =

a[d1, d2](b) + b[d1, d2](a)

y aśı, [d1, d2] = d1d2 − d2d1 ∈ DerL. Por tanto, DerL es una subálgebra de gl(L).

Para cualquier elemento x de un álgebra de Lie, las aplicaciones adLx introducidas en el Ejem-
plo 1.1.10, son derivaciones gracias a la identidad de Jacobi. Este tipo de derivaciones se dicen
derivaciones internas. Además, para cualquier d ∈ DerL se cumple que [d, adLx] = adLd(x). El
conjunto formado por todas las derivaciones internas de L, Inner L = {adLx|x ∈ L}. La igualdad
[d, adLx] = adLd(x) nos dice que Inner L es un ideal de Der L. Además, usando (1.2) tenemos que
Inner L ∼= L/Z(L).

2La exponencial de la adjunta se define como exp(adLx) = 1 + adLx +
(adLx)2

2
+

(adLx)3

3!
+

(adLx)4

4!
+ . . .

3Una aplicación lineal f : A→ A se dice nilpotente si existe n ≥ 1 tal que fn = 0.



6 CAPÍTULO 1. ÁLGEBRAS DE LIE

Definición 1.1.12. Sea L un álgebra de Lie. La serie derivada de L es la serie de ideales de la
forma

L(1) = L′, L(k) = [L(k−1), L(k−1)] para k ≥ 2.

Además L ⊇ L(1) ⊇ L(2) ⊇ . . . . Se dice que L es resoluble si L(m) = 0 para algún m ≥ 1. Al menor
m tal que L(m) = 0 (luego L(m−1) 6= 0) se le dice ı́ndice de resolubilidad de L.

Definición 1.1.13. Sea L un álgebra de Lie. La serie central descendente de L es la serie de ideales
de la forma

L1 = L, Lk = [L,Lk−1] para k ≥ 2.

Además L ⊇ L2 ⊇ L3 ⊇ . . . . Se dice que L es nilpotente si Lm = 0 para algún m ≥ 1. Al menor m
tal que Lm = 0 (luego Lm−1 6= 0) se le dice ı́ndice de nilpotencia de L.

Definición 1.1.14. Sea L un álgebra de Lie con centro Z(L). Denotamos por Z1(L) = 0 y sea
Zi(L) el ideal de L tal que Z(L/Zi−1(L)) = Zi(L)/Zi−1(L) para i ≥ 2. La serie central ascendente
de L es la serie formada por los ideales anteriores. Además Z1(L) ⊆ Z2(L) ⊆ Z3(L) ⊆ · · · ⊆ L.

Observamos que L es nilpotente si y solo si L = Zm(L) para algún m ≥ 1. En este caso, las
series central ascendente y descendente tienen el mismo número de términos, que es igual al ı́ndice
de nilpotencia de L.

Definición 1.1.15. Sea L un álgebra de Lie. Se llama radical de L a su ideal resoluble más grande,
y se denota R(L). Se llama nilradical de L y se denota por N(L) al ideal de L que resulta de sumar
todos los ideales nilpotentes de L.

Proposición 1.1.16. Sea un álgebra de Lie L con nilradical N . Se tiene que los términos N i y
Zi(N) de las series centrales descendente y ascendente de N son ideales de L.

Demostración. Veamos en primer lugar que Z(N) es un ideal de L. Notar que esto es cierto si
y solo si [L,Z(N)] ⊆ Z(N). Es decir, bastaŕıa con comprobar que para todo a ∈ L y para todo
x ∈ Z(N) el producto de Lie [a, x] ∈ Z(N). Esto es, que para todo n ∈ N se cumpla [[a, x], n] = 0.
Por la identidad de Jacobi

[[a, x], n] = −[[n, a], x]− [[x, n], a] = [[a, n], x] + [a, [x, n]] = 0,

puesto que [[a, n], x] = 0 porque x ∈ Z(N), [a, n] ∈ N por ser ideal y [x, n] = 0 ya que x ∈ Z(N)
y n ∈ N . Sea I un ideal de L tal que I ⊆ N . Dado que N es el ideal nilpotente más grande y
que N/I es ideal del álgebra L/I, tenemos que N(L/I) = N/I, y consecuentemente que Z(N/I)
es ideal de L/I. Gracias a este hecho, y a que los ideales de L/I son de la forma B/I con B ideal

de L que contiene a I, usando la definición de Zi(N) = Zi(N)
Zi−1(N) = Z(N/Zi−1(N)) por recursividad

llegamos a que Zi(N) es ideal.

Veamos ahora que los términos N i son ideales de L. Notar que N2 = [N,N ] es ideal de L si
y solo si [[N,N ], L] ⊆ [N,N ]. Esto es cierto gracias a la identidad de Jacobi pues [[N,N ], L] =
[[N,L], N ] + [[L,N ], N ] y [N,L] ⊆ N por ser N ideal. Recursivamente y de forma análoga, se
prueba que N i es ideal de L utilizando en cada caso que [N i−1, N ] = N i y que N i−1 es ideal de
L.

Además, se puede probar que todo ideal de N tiene intersección no trivial con Z(N).

Definición 1.1.17. Un álgebra de Lie no nula L, se dice que es semisimple si no tiene ideales
resolubles distintos de cero, o equivalentemente, si R(L) = 0. Además se dice que L es simple si no
tiene ideales propios y L2 6= 0.

Proposición 1.1.18. Toda álgebra de Lie semisimple de dimensión finita se puede expresar de
forma única como suma directa de ideales que, como álgebras de Lie, son simples. De este modo,
si S es semisimple y descompone en suma de n ideales, S = S1 ⊕ · · · ⊕ Sn, los ideales de S son de
la forma Si1 ⊕ · · · ⊕ Sit para 1 ≤ i1 < . . . < it ≤ n. Por tanto, el número de ideales de S es 2n.
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Sobre cuerpos algebraicamente cerrados las álgebras de Lie simples 4 salvo isomorfismos se
describen en el siguiente resultado.

Teorema 1.1.19. Con cinco excepciones todo álgebra de Lie de dimensión finita sobre un cuerpo F
algebraicamente cerrado es isomorfa a una de las álgebras de Lie clásicas, que son sl(n,F), so(n,F)
y sp(n,F). Las cinco álgebras de Lie excepcionales son conocidas como E6, E7, E8, F4 y G2.

Veamos ahora cómo son las álgebra de Lie simples clásicas llamadas aśı porque se pueden
modelizar de forma natural como subálgebras de gl(n,L). Las excepcionales son más complicadas
y exceden a los objetivos de este trabajo.

En primer lugar sl(n,F) está formada por el conjunto de matrices de tamaño n× n de traza 0
y se denomina álgebra especial lineal.

Las otras dos familias se pueden construir como subálgebras de tipo glS(n,F) para alguna
matriz S ∈ gl(n,F) como vimos en el Ejemplo 1.1.5.

Las álgebras so(n,F) se dicen ortogonales lineales. Para su definición distinguimos dos casos
dependiendo de la paridad de n. Si n = 2l, la matriz que usaremos es la matriz ortogonal simétrica
S =

(
0 Il
Il 0

)
. Al imponer la condición xtS + Sx = 0, llegamos a la siguiente descripción detallada

de sus elementos:

so(2l,F) = {
(
A1 A2

A3 A4

)
: AT1 = −A4, A

T
2 = −A2, A

T
3 = −A3}.

Si n = 2l + 1, se toma S =
(

1 0 0
0 0 Il
0 Il 0

)
. En este caso las matrices que integran el álgebra ortogonal

son de la forma:

so(2l + 1,F) = {
(

0 α1 α2

α3 A1 A2

α3 A3 A4

)
: AT1 = −A4, A

T
2 = −A2, A

T
3 = −A3, α3 = −αT2 , α4 = −αT1 }.

Las álgebras de Lie sp(n,F) se definen solo para n = 2l. Se pueden modelizar usando la matriz
ortogonal antisimétrica S =

(
0 Il
−Il 0

)
y las matrices que la integran son de la forma:

sp(2l,F) = {
(
A1 A2

A3 A4

)
: AT1 = −A4, A

T
2 = A2, A

T
3 = A3}.

Estas álgebras de Lie se conocen como álgebras simplécticas.

Los dos últimos teoremas clásicos en Teoŕıa de Lie reducen la clasificación de las álgebras de Lie
a la clasificación de semisimples y resolubles y y plantean la necesidad de la teoŕıa de representación.

Teorema 1.1.20. (Teorema de Levi) Sea L un álgebra de Lie de dimensión finita sobre un cuerpo
F de caracteŕıstica cero. Entonces existe una subálgebra semisimple S ⊆ L tal que L = S ⊕ R,
donde R es el radical de L.

Se denomina descomposición de Levi a la descomposición anterior L = S ⊕R y factor de Levi
de L al álgebra semisimple S. Notar que el radical resoluble es único pero los factores de Levi no.
Además dos factores de Levi de un álgebra de Lie L son isomorfos como consecuencia del Teorema
1.1.21. Más aún, para S1 álgebra de Lie semisimple, existe f =exp (ad z) homomorfismo interno
tal que f(S1) ⊆ S donde S es un factor de Levi. Este Teorema establece que cualquier álgebra de
Lie semisimple de un álgebra de Lie se puede sumergir en un factor de Levi.

Teorema 1.1.21. (Malcev-Harish-Chandra) Sea L un álgebra de Lie de dimensión finita sobre un
cuerpo F de caracteŕıstica cero con descomposición de Levi L = S⊕R(L). Para cualquier subálgebra
semisimple S1 de L, siempre existe un ϕ automorfismo interno de L, tal que ϕ(S1) ⊆ S.

1.2. Teoŕıa de representación

La Teoŕıa de representación juega un papel central en la Teoŕıa de Lie. En un nivel de iniciación,
que es el que precisamos, los métodos que se necesitan están basados en Álgebra Lineal. Los

4La clasificación fue dada por W. Killing a finales del S. XIX. Además de las clásicas, inicialmente Killing
proporcionó 6 excepcionales, dos de ellas eran la misma álgebra con apariencia distinta.



8 CAPÍTULO 1. ÁLGEBRAS DE LIE

resultados que incluimos en esta sección aparecen en el Caṕıtulo 7 de [1] y han sido completados
con [2]. En la parte final incluimos las nociones de transvección e identidad de Gordan que aparecen
en [3].

Definición 1.2.1. Sea L un álgebra de Lie sobre un cuerpo F. Una representación de L es un
homomorfismo de álgebras de Lie

ϕ : L→ gl(V ),

donde V es un espacio vectorial de dimensión finita sobre F. Si ϕ es una aplicación inyectiva,
equivalentemente, Kerϕ = {0} la representación se dice que es fiel.

Ejemplo 1.2.2. Sea L un álgebra de Lie sobre un cuerpo F. Veamos algunos ejemplos de repre-
sentaciones conocidas.

a) La aplicación ad: L → gl(L) es una representación de L, que se dice representación adjunta
de L.

b) Si L es una subálgebra de gl(V ) la aplicación inclusión i : L → gl(V ) es una representación
y se conoce como representación natural de L.

c) Se define la representación trivial de L como ϕ : L→ gl(F) donde ϕ(x) = 0 para todo x ∈ L.

d) Las representaciones 1-dimensionales de las álgebras de Lie semisimples son triviales.

Las representaciones permiten construir nuevas álgebras de Lie a partir de viejas. Dada una
representación ϕ : L→ gl(V ), en el espacio vectorial suma directa de L y V, L(L, V, ϕ) = L⊕ϕ V
el producto (s, s′ ∈ L, v, w ∈ V )

< s+ v, s′ + w >ϕ= [s, s′] + ϕ(s)(w)− ϕ(s′)(v)

define una estructura de álgebra de Lie llamada extensión escindida nula de L y V . Observamos
que V es un ideal abeliano de L(L, V, ϕ). En el caso particular de que L sea semisimple, L es un
factor de Levi y V es el radical resoluble de L(L, V, ϕ) que es nilpotente.

Definición 1.2.3. Sea L un álgebra de Lie sobre un cuerpo F. Un L-módulo o módulo de L es un
F-espacio vectorial V junto con una aplicación bilineal

L× V → V (x, v)→ x · v

satisfaciendo la condición

[x, y] · v = x · (y · v)− y · (x · y) para todo x, y ∈ L y v ∈ V.

Dado un L-módulo V se puede obtener su representación asociada ϕ : L → gl(V ) imponiendo
ϕ(x)(v) = x · v para todo x ∈ L, v ∈ V . Rećıprocamente, dada una representación ϕ : L → gl(V )
la aplicación bilineal L × V → V con x · v = ϕ(x)(v) define una estructura de módulos sobre V .
Por tanto, representación y L-módulo son un mismo concepto con dos presentaciones distintas.

Definición 1.2.4. Sea L un álgebra de Lie, U y V dos L-módulos. Una aplicación lineal θ : U → V
es un homomorfismo de L-módulos si

θ(x · u) = x · θ(u) para todo u ∈ U y x ∈ L.

Como cabe esperar, un homomorfismo de L-módulos biyectivo es un isomorfismo.

Definición 1.2.5. Sea un álgebra de Lie L y V un módulo de L. Un submódulo de V es un
subespacio vectorial W ⊆ V que es L-invariante, es decir, x · w ∈W para todo x ∈ L,w ∈W .

Usando pares de módulos o módulos y submódulos, es posible construir nuevos módulos me-
diante sumas, productos tensoriales y cocientes.
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Definición 1.2.6. El producto tensor5 de dos espacios vectoriales V y W sobre un cuerpo F, es
un espacio vectorial V ⊗W junto con una aplicación bilineal

ϕ : V ×W → V ⊗W, (v, w)→ v ⊗ w,

que es universal: para cualquier aplicación bilineal β : V ×W → U sobre un espacio vectorial U ,
existe una única aplicación lineal de V ⊗W en U y que lleva v ⊗ w a β(v, w).

Definición 1.2.7. La potencia Λ2V exterior 2-alternada6 de un espacio vectorial V viene dada
por una aplicación bilineal alternante

ϕ : V × V → Λ2V, (v1, v2)→ v1 ∧ v2,

que es universal. Esto es, para cualquier β : V × V → U aplicación bilineal alternante, hay una
única aplicación lineal de Λ2V en U que lleve v1 ∧ v2 en β(v1, v2).

Dados V y W L-módulos sobre el espacio vectorial V ⊗W podemos definir una estructura de
L-módulo de la forma:

x ◦ (v ⊗ w) = (x · v)⊗ w + v ⊗ x • w

donde x · v y x • w son las representaciones de V y W respectivamente. Si V = W , el espacio
vectorial 2-alternado Λ2V se puede ver como submódulo del producto tensor ⊗2V .

Definición 1.2.8. Sea L un álgebra de Lie, y sea W un submódulo de un L-módulo V. Se puede
dar estructura de L-módulo al espacio vectorial cociente V/W definiendo la operación

x · (v +W ) := (x · v) +W para x ∈ L y v ∈ V.

A este L-módulo se le dice cociente de V por W .

Definición 1.2.9. Sea V un módulo no nulo. Se dice que V es irreducible si no posee submódulos
propios, en caso contrario se dice que V es reducible. Finalmente, se dice que V es completamente
reducible cuando puede ser descompuesto como suma directa de módulos irreducibles.

Definición 1.2.10. Se dice que un L-módulo V es indescomponible si no existen dos submódulos
propios U y W tales que V = U ⊕W .

Teorema 1.2.11. (Teorema de Weyl) Los módulos de un álgebra de Lie semisimple sobre un cuerpo
F de caracteŕıstica cero son completamente reducibles. Es más, el número de módulos irreducibles de
cualquier descomposición en suma de irreducibles es invariante y, salvo reordenación, los módulos
que aparecen son isomorfos.

Finalmente establecemos el primer Teorema de isomorf́ıa para módulos y el Lema de Schur.

Lema 1.2.12. Sea θ : U → V un homomorfismo de L-módulos para un álgebra de Lie L.

a) Ker θ es un submódulo de U y Im θ es un submódulo de V .

b) V/Ker θ es isomorfo a Im θ.

Teorema 1.2.13. (Lema de Schur) Sea L un álgebra de Lie de dimensión finita sobre un cuerpo
F algebraicamente cerrado. Sean U y V L-módulos irreducibles.

a) Un homomorfismo de L-módulos θ : U → V que no es nulo es un isomorfismo.

b) Si el cuerpo es algebraicamente cerrado, una aplicación lineal θ : V → V es un homomorfismo
de L-módulos si y solo si θ = λ1V para algún λ ∈ F.

5El producto tensor de n espacios vectoriales V1 ⊗ · · · ⊗ Vn se puede definir para cualquier n ≥ 2 de forma
universal, análogamente a lo hecho para el caso n = 2.

6La potencia exterior n-alternada ΛnV de un espacio vectorial V se puede definir para cualquier n ≥ 2 de forma
universal, análogamente a lo hecho para el caso n = 2.
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1.2.1. Representaciones de sl2(F).

El álgebra simple clásica de menor tamaño es el álgebra sl2(F) 7 especial lineal de matrices
2× 2. Una base para este álgebra es la formada por las matrices e, f, h :

e =

(
0 1
0 0

)
, f =

(
0 0
1 0

)
, h =

(
1 0
0 −1

)
El corchete de Lie queda determinado entonces por [e, f ] = h, [h, e] = 2e, [h, f ] = −2f .

Considerando el espacio vectorial F[x, y] de polinomios en dos indeterminadas x, y con coefi-
cientes en F, se denota por Vd al subespacio de polinomios homogéneos de grado d. Notar que
entonces V0 es el espacio vectorial de polinomios constantes, esto es V0 = F · 1. Para d ≥ 1, Vd
tiene como base {xd, xd−1y, . . . , xyd−1, yd} y, por tanto, la dimensión de Vd es d + 1. Además, la
aplicación lineal ϕd : sl2(F)→ gl(Vd) definida como

ϕd(e) = x
∂

∂y
, ϕd(f) = y

∂

∂x
, ϕd(h) = x

∂

∂x
− y ∂

∂y
,

es una representación de sl2(F). Mediante esta representación, los subespacios Vd pueden ser vistos
como sl2-módulos. Además Vd es un sl2-módulo irreducible para todo d ≥ 0. Una forma eficaz de
presentar la representación ϕd de sl2(F) sobre el modulo Vd la proporciona el diagrama inferior.
En este diagrama las flechas a derecha se refieren a ϕd(e), esto es, el efecto sobre los distintos xiyj

de la base Vd. Las flechas que van a izquierda se refieren a ϕd(f), y las flechas que salen y entran
al mismo nodo hacen referencia a ϕd(h).

Ejemplo 1.2.14. El sl2-módulo V3 tiene base {x3, x2y, xy2, y3}. Veamos cómo actúa la represen-
tación ϕ3 : sl2(F) → gl(V3) descrita con cada uno de los elementos de la base. Para ello se deben
usar ϕd(e), ϕd(f) y ϕd(h), notando que ϕd(x)(v) = x · v:

e · x3 = x
∂(x3)

∂y
= 0, e · x2y = x3, e · xy2 = 2x2y, e · y3 = 3xy2

f · x3 = y
∂(x3)

∂x
= 3x2y, f · x2Y = 2xy2, f · xy2 = y3, f · y3 = 0

h · x3 = x
∂(x3)

∂x
− y ∂(x3)

∂y
= 3x3, h · x2y = x2y, h · xy2 = −xy2, h · y3 = −3y3

Lo que nos lleva al diagrama:

7El espacio R3 con el producto corchete [u, v] = u ∧ v es un R-álgebra de Lie isomorfa a sl2(R).
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Para sl2(F), el apartado b) del Lema 1.2.13 sigue siendo válido si F arbitrario.

Lema 1.2.15. Sea V un sl2-módulo finito-dimensional e irreducible sobre un cuerpo F arbitrario
de caracteŕıstica 0. Una aplicación θ : V → V es un homomorfismo de sl2-módulos si y solo si θ es
un múltiplo escalar de la transformación identidad; esto es, θ = λ1V para algún λ ∈ F.

El siguiente resultado nos permite descomponer el módulo producto tensor de dos sl2-módulos
en suma de irreducibles.

Lema 1.2.16. Sea sl2(F) álgebra de Lie simple. Sean Vn y Vm sl2-módulos irreducibles con m ≤ n.
Se conoce como fórmula de Clebsch-Gordan a la descomposición

Vn ⊗F Vm ∼= Vn+m ⊕ Vn+m−2 ⊕ . . .⊕ Vn−m.

La 2-potencia alternada descompone en la forma: Λ2Vn = ⊕V2n−2k para k ≤ n impar.

Notación 1.2.17. Para un sl2-módulo irreducible Vd consideraremos como base el conjunto
B(Vd) := {v0 := xd, v1 := xd−1y, . . . , vd := yd}. �

El conjunto formado por todos los homomorfismos de S-módulos es un espacio vectorial con las
operaciones naturales de suma de aplicaciones lineales y producto por un escalar. El Lema 1.2.13
garantiza que para dos S-módulos irreducibles V y W sobre un cuerpo algebraicamente cerrado F
se tiene que

dim HomS(V,W ) =

{
1 si V ∼= W
0 en otro caso

Sin embargo cuando se trata de representaciones de S = sl2(F) la restricción de que el cuerpo
sea algebraicamente cerrado no es necesaria como asegura el Lema 1.2.15. Con este resultado, la
definición de producto tensor, y la descomposición del mismo dada en el Lema 1.2.16 se concluye
que HomS(Vn ⊗F Vm, Vn+m−2q) es un espacio vectorial de dimensión 1. Por tanto, para describir
este subespacio en estos casos solamente será necesario encontrar un homomorfismo no nulo, puesto
que los demás serán múltiplos de este por un escalar λ ∈ F. Para determinar homomorfismos no
nulos disponemos de unas aplicaciones lineales llamadas transvecciones que son introducidas en la
Definición 1.2.18.

Definición 1.2.18. La k-transvección es una aplicación (· , ·)k : Vn × Vm → Vn+m−2k que se
describe mediante la expresión:

(f, g)k =
(m− k)!

m!

(n− k)!

n!

k∑
i=0

(−1)i
(
k
i

)
∂kf

∂xk−i∂yi
∂kg

∂xi∂yk−i
,

donde 0 ≤ k ≤ n, con n ≤ m. Conviene remarcar que en el caso k = 0, (f, g)0 es el producto usual
de polinomios.

Las transvecciones son bilineales gracias a la linealidad de las derivadas parciales. Por tanto,
usando la propiedad universal del producto tensor podemos, sin pérdida de generalidad, considerar
(· , ·)k : Vn ⊗ Vm → Vn+m−2k. Usando la acción por derivación de sl2(F) sobre Vn, Vm y Vn+m−2k,
tenemos que dado x ∈ sl2(F), f ∈ Vn y g ∈ Vm se cumple la identidad x • (f, g)k = (x · f, g)k +
(f, x · g)k. Esto implica que (· , ·)k es un homomorfismo de sl2-módulos de Vn ⊗ Vm en Vm+n−2k

usando la Definición 1.2.6 de módulo producto tensor y da una demostración del apartado a) del
Lema 1.2.19. A continuación enunciamos dicho Lema, que contiene además otras propiedades de
las transvecciones, probadas en [3], que nos serán de gran utilidad más adelante.

Lema 1.2.19. Sea sl2(F) álgebra de Lie simple. Sean Vn y Vm sl2-módulos irreducibles con m ≤ n,
de polinomios homogéneos de grados n y m,

a) Para cada 0 ≤ k ≤ m, la k-ésima transvección (· , ·)k : Vn ⊗F Vm → Vn+m−2k es un homo-
morfismo de sl2-módulos.
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b) En el caso n = m, la k-ésima transvección proporciona un homomorfismo simétrico si k es
par y antisimétrico en el caso k impar, es decir (a, b)k = (−1)k(b, a).

c) El conjunto Hn,m,s =Homsl2(F)(Vn ⊗ Vm, Vs) tiene dimensión ≤ 1. Más aún,

Hn,m,s =

{
spanF〈(· , ·)k〉 si s = n+m− 2k, 0 ≤ k ≤ m

0 en otro caso

Tan importante como las transvecciones, la segunda herramienta que será de utilidad en el
Caṕıtulo 2 de la memoria nos la proporciona la siguiente definición.

Definición 1.2.20. Sean f ∈ Vn, g ∈ Vm y h ∈ Vp, y sean α1, α2 y α3 enteros no negativos que
verifican que α1 + α2 ≤ p, α2 + α3 ≤ m, α3 + α1 ≤ n, con α1 = 0 o α2 + α3 = m. Entonces se
cumple que:

∑
i≥0

(
n−α1−α3

i

)(
α2

i

)(
m+n−2α3−i+1

i

) ((f, g)α3+i, h)α1+α2−i = (−1)α1

∑
i≥0

(
p−α1−α2

i

)(
α3

i

)(
m+p−2α2−i+1

i

) ((f, h)α2+i, h)α1+α3−i.

La identidad que aparece en 1.2.20 aparece en la Introducción de [3], se conoce en la literatura
como identidad de Gordan y se denota tradicionalmente en la forma: f g h

m n p
α1 α2 α3

 .

Sean Vn y Vm dos módulos irreducibles del álgebra de Lie simple sl2(F) con m ≤ n. Recordamos
que una k-transvección tendrá sentido si k es un entero tal que 0 ≤ k ≤ m. Para f ∈ Vn y g ∈ Vm,
el Cuadro 1.1 recoge la fórmula para las k-transvecciones con 0 ≤ k ≤ 6 que utilizaremos en el
Caṕıtulo 2. En el Cuadro 1.2 se recogen algunas de las identidades de Gordan que también se
utilizarán en el Caṕıtulo 2. En dichas identidades se consideran f, g, h ∈ Vn para algún n ≥ 0.

Cuadro 1.1: Fórmulas de las k-transvecciones con 0 ≤ k ≤ 6

Fórmula de la k-transvección

(f, g)0 = fg

(f, g)1 = 1
m

1
n (∂f∂x

∂g
∂y −

∂f
∂y

∂g
∂x )

(f, g)2 = 1
m(m−1)

1
n(n−1) (∂

2f
∂x2

∂2g
∂y2 − 2 ∂2f

∂x∂y
∂2g
∂x∂y + ∂2f

∂y2
∂2g
∂x2 )

(f, g)3 = (m−3)!
m!

(n−3)!
n! (∂

3f
∂x3

∂3g
∂y3 − 3 ∂3f

∂x2∂y
∂3g
∂x∂y2 + 3 ∂3f

∂x∂y2
∂3g
∂x2∂y −

∂3f
∂y3

∂3g
∂x3 )

(f, g)4 = (m−4)!
m!

(n−4)!
n! (∂

4f
∂x4

∂4g
∂y4 − 4 ∂4f

∂x3∂y
∂4g
∂x∂y3 + 6 ∂4f

∂x2∂y2
∂4g

∂x2∂y2 − 4 ∂4f
∂x∂y3

∂4g
∂x3∂y + ∂4f

∂y4
∂4g
∂x4 )

(f, g)5 = (m−5)!
m!

(n−5)!
n! (∂

5f
∂x5

∂5g
∂y5 − 5 ∂5f

∂x4∂y
∂5g
∂x∂y4 + 10 ∂5f

∂x3∂y2
∂5g

∂x2∂y3 − 10 ∂5f
∂x2∂y3

∂5g
∂x3∂y2 +

+5 ∂5f
∂x∂y4

∂5g
∂x4∂y −

∂5f
∂y5

∂5g
∂x5 )

(f, g)6 = (m−6)!
m!

(n−6)!
n! (∂

6f
∂x6

∂6g
∂y6 − 6 ∂6f

∂x5∂y
∂6g
∂x∂y5 + 15 ∂6f

∂x4∂y2
∂6g

∂x2∂y4 − 20 ∂6f
∂x3∂y3

∂6g
∂x3∂y3 +

+15 ∂6f
∂x2∂y4

∂6g
∂x4∂y2 − 6 ∂6f

∂x∂y5
∂6g
∂x5∂y + ∂6f

∂y6
∂6g
∂x6 )
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Cuadro 1.2: Algunas identidades de Gordan

Identidad de Gordan(
f g h
n n n
0 0 1

)
: ((f, g)1, h)0 = 1

2 ((f, h)1, g)0 + ((f, h)0, g)1 para n ≥ 1(
f g h
n n n
0 1 1

)
: 1

2 ((f, g)2, h)0 + ((f, g)1, h)1 = 1
2 ((f, h)2, g)0 + ((f, h)1, g)1 para n ≥ 2(

f g h
n n n
0 2 2

)
: ((f, g)2, h)2 + ((f, g)3, h)1 + (n−2)(n−3)

(2n−5)(2n−6) ((f, g)4, h)0 = ((f, h)1, g)1 + ((f, h)3, g)1+

(n−2)(n−3)
(2n−5)(2n−6) ((f, h)4, g)0, para n ≥ 4(

f g h
n n n
0 1 3

)
: ((f, g)3, h)1 + 1

2 ((f, g)4, h)0 = ((f, h)1, g)3 + 3
2 ((f, h)2, g)2 + 3(n−1)

2(2n−3) ((f, h)3, g)1+

(n−1)
4(2n−5) ((f, h)4, g)0, para n ≥ 4(

f g h
3 3 3
1 1 2

)
: ((f, g)2, h)2 = − 1

2 ((f, h)2, g)2 + ((f, h)1, g)3(
f g h
5 5 5
2 2 3

)
: ((f, g)3, h)4 = 1

2 ((f, h)3, g)4 + ((f, h)2, g)5(
f g h
6 6 6
2 2 4

)
: ((f, g)4, h)4 = 2

7 ((f, h)4, g)4 + ((f, h)3, g)5 + ((f, h)2, g)6

1.3. Ret́ıculos de ideales de álgebras de Lie

El último ingrediente que necesitamos para abordar el problema objeto del trabajo es la noción
de ret́ıculo de ideales en álgebras de Lie.

En teoŕıa de conjuntos, un ret́ıculo, red o lattice es un conjunto parcialmente ordenado (P,≤)
en el cual, para cada par de elementos, existen un supremo8 y un ı́nfimo9. Si denotamos por L(L) el
conjunto de ideales de un álgebra de Lie L, observamos que este conjunto es parcialmente ordenado
mediante la inclusión. Además, como la suma e intersección de ideales es un ideal, para cada par
de ideales I y J , el ideal suma I + J = {a+ b : a ∈ I, b ∈ J} es un supremo y el ideal intersección
un ı́nfimo. Por tanto, el conjunto de ideales de cualquier álgebra de Lie tiene estructura de ret́ıculo.

Cuando el álgebra de Lie tiene un número finito de ideales, el conjunto L(L) tiene asociado
un Diagrama de Hasse, que es una representación gráfica simplificada de L(L) mediante aristas
y nodos. Los ideales se representan mediante nodos y se dibuja una arista ascendente entre dos
ideales solo si uno de los ideales está contenido en el otro, sin haber otros ideales intermedios.

En general, el ret́ıculo de ideales de un álgebra de Lie no tiene por qué ser finito. Si consideramos
un álgebra de Lie abeliana 2-dimensional, Lx,y = F·x⊕F·y, los ideales son los subespacios vectoriales
y, si el cuerpo base es infinito, la familia uniparamétrica de subespacios I(λ) = F < x + λy >
proporciona una familia infinita de ideales. Por tanto, L(Lx,y), no es finito.

Ejemplo 1.3.1. El ret́ıculo de ideales del álgebra de Lie trivial L = 0 es el que aparece en el
apartado I del Cuadro 1.3. El álgebra de Lie 1-dimensional L = F · x tiene como ideales a 0 y L.
Por tanto, su ret́ıculo de ideales es la 2-cadena del apartado II del Cuadro 1.3. Las álgebras simples
tienen el mismo ret́ıculo de ideales que la abeliana 1-dimensional. Las álgebras de Lie semisimples
que descomponen como suma de dos ideales simples tienen exactamente 22 = 4 ideales conforme
a la Proposición 1.1.18. Por tanto, su ret́ıculo de ideales coincide con IV(b) del Cuadro 1.3. Las
álgebras suma directa de ideal abeliano 1-dimensional e ideal simple también tiene como ret́ıculo
IV(b). �

Los comentarios y ejemplos previos nos dicen que los ret́ıculos de ideales no son finitos y que
determinan parcialmente la estructura del álgebra. Ahora bien, ¿qué restricciones hay que imponer

8Para cada dos a y b elementos de L existe un único elemento c de L que cumple que c ≥ a y c ≥ b siendo el más
pequeño que cumple esta condición.

9Para cada dos a y b elementos de L existe un único elemento c de L que cumple que c ≤ a y c ≤ b siendo el más
grande que cumple esta condición.
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a un álgebra de Lie L para que su ret́ıculo de ideales sea finito? Y, en tal caso, ¿qué posibles
diagramas de Hasse L de n ≥ 3 nodos pueden aparecer como ret́ıculos de ideales para un álgebra de
Lie L? La segunda pregunta para n ≤ 5 se responde en el siguiente lema, de sencilla demostración,
que aparece en [8, Lemma 2.1].

Lema 1.3.2. Sea L un álgebra de Lie tal que L(L) es un ret́ıculos de n elementos con 1 ≤ n ≤ 5.
Entonces, L(L) es uno de los ret́ıculos mostrados en el Cuadro 1.3.

I II III IV(a) IV(b) V(a) V(b) V(c)

{0} �F ·x
�S simple

�F · x ⊕ S1

�S2 ⊕ S3

Si simples

L = A ⊕ V ;

A = F·x⊕S1

o A = S2 ⊕
S3 y V ideal
abeliano A-
irreducible

L = B ⊕ V ;

B = F · x o
B = S y V
2-irreducible
ideal abe-
liano

Álgebras de Lie asociadas

Cuadro 1.3: Ret́ıculos de ideales para álgebras de Lie con hasta 5 ideales y álgebras asociadas.

En [8, Theorem 2.3], se describe además la estructura de todas las álgebras de Lie con, a lo más,
5 ideales y se trabaja el problema de su existencia mediante construcciones expĺıcitas. Si exclúımos
los ret́ıculos de ideales de tipo I, II, III, IV(a) y V(a), tenemos que:

• Las álgebras de Lie que tienen ret́ıculo de ideales de tipo IV(b) son suma directa de dos
ideales simples ó suma directa de un ideal de dimensión 1 y un ideal simple.

• Las álgebras de Lie que tienen ret́ıculo de ideales de tipo V(b) descomponen en la forma
L = V ⊕ S donde V es un ideal abeliano no nulo, S es un álgebra de Lie como descrita en el
botón anterior y V , como subespacio adLS-invariante que es, tiene estructura de S-módulo
y debe ser irreducible y fiel.

• Las álgebras de Lie que tienen ret́ıculo de ideales de tipo V(c) descomponen en la forma
L = V ⊕ S donde V es un ideal abeliano no nulo, S es un álgebra de Lie simple o de
dimensión 1. Como subespacio adLS-invariante que es, V tiene estructura de S-módulo y
debe descomponer en suma directa de dos submódulos irreducibles, fieles y no isomorfos.

Las álgebras con ret́ıculos de tipo V(b) y V(c) son extensiones escindidas nulas de un álgebra
de Lie por un módulo. Las extensiones escindidas nulas son las ejemplos más naturales de álgebras
de Lie no resolubles y no semisimples.

Cuando un ret́ıculo de ideales L está completamente ordenado mediante la inclusión, se dice
que es una cadena de ideales (n-cadena si el número de ideales es exactamente n). Los ret́ıculos de
ideales de tipo I, II, III, IV(a) y V(a) son n-cadenas con 1 ≤ n ≤ 5. En [6] se estudia el problema de
determinar la estructura de un álgebra de Lie cuyo ret́ıculo de ideales es una cadena y se clasifican
las álgebras resolubles de este tipo sobre cuerpos algebraicamente cerrados mediante bases y tablas
de multiplicar. En el Caṕıtulo 2 trabajaremos las construcciones expĺıcitas de álgebras no resolubles
cuyos ideales son n-cadenas con n = 3, 4, 5.



Caṕıtulo 2

Álgebras de Lie con ret́ıculo de
ideales en cadena

En este caṕıtulo nos centraremos en el análisis de la estructura y en construcciones derivadas
de la misma para el caso de álgebras no resolubles con cadenas de 3, 4 y 5 ideales. Este es el
objetivo de la sección 2.1. Los ejemplos de la sección 2.2, nos conducen a la sección 2.3 donde se
trabajan las construcciones expĺıcitas de álgebras con cadenas de 5-ideales y factor de Levi sl2(F).
Mediante el uso de las transvecciones y las identidades de Gordan introducidas en la subsección
1.2.1 del Caṕıtulo 1, hemos implementado un programa (ver anexo) en Mathematica que permite
definir productos binarios comprobando si la identidad de Jacobi es satisfecha o no. Mediante el
programa hemos constrúıdo múltiples ejemplos de álgebras de Lie con 5-ideales. El estudio de las
caracteŕısticas de los distintos ejemplos nos ha llevado a la demostración de una serie de lemas
generales sobre condiciones de existencia de álgebras con 5 ideales en cadena, que aparecen en
la subsección 2.3.1, y a partir de ellos a la clasificación de las álgebras de Lie no resolubles con
5-ideales en cadena, con nilradical N tal que dim (N/N2) ≤ 7 y factor de Levi sl2(F).

2.1. Resultados genéricos.

Empezamos esta sección enunciando y probando un Teorema que describe el caso más pequeño,
la clasificación de las álgebras de Lie no resolubles con 3 ideales.

Teorema 2.1.1. Toda álgebra de Lie no resoluble con 3 ideales es una extensión escindida nula
de un álgebra de Lie simple S con producto ss′ y un S-módulo irreducible no trivial V. Esto es, si
ρ : S → gl(V ) es la representación de V , L = S ⊕ V con producto

〈s+ v, s′ + v′〉 = ss′ + ρ(s)(v′)− ρ(s′)(v), donde s, s′ ∈ S y v, v′ ∈ V.

En este caso, los ideales de L forman la cadena 0 < V < L.

Demostración. Sea L álgebra de Lie con 3 ideales.

(1) Por el Teorema de Levi se puede descomponer L como L = S⊕R(L) donde R(L) es el radical
resoluble de L. Veamos entonces que R es un álgebra de Lie no nula y abeliana, es decir,
R(L) 6= 0 y R(L)2 = 0. Por comodidad denotaremos R(L) = R. Si R = 0, entonces o R es
simple en cuyo caso tiene solo dos ideales, o R es semisimple con más de 3 ideales por 1.1.18.

Para ver que R es abeliana basta tener en cuenta que R2 ⊆ R y que R2 es un ideal de L ya
que, utilizando la identidad de Jacobi, se tiene:

[R2, L] = [[R,R], L] = [[R,L], R] + [[L,R], R] ⊆ R2.

Como los ideales de L son exactamente 3 con R 6= 0 y R 6= L, entonces o bien R2 = R o bien
R2 = 0. No se puede dar R2 = R puesto que R es el radical resoluble de L, consecuentemente
R2 = 0. Aśı queda probado que R es abeliana.

15
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(2) Como R es un ideal de L, para cada x ∈ L se tiene que adx(a) = [x, a] ∈ R para todo a ∈ R.
De esta forma, R es un S-módulo usando la representación adjunta de L restringida a R

ad : sl2(F)→ gl(R)

x −→ adRx

Veamos ahora que R es un S-módulo irreducible. Supongamos para ello que R es reducible,
es decir, R = V ⊕U con V y U submódulos propios. Se tiene que [S,U ] ⊆ U y que [S, V ] ⊆ V .
Luego U es ideal de L ya que [L,U ] = [S⊕R,U ] = [S,U ]⊕ [R,U ] ⊆ U, pues [R,U ] ⊆ R2 = 0
y [S,U ] ⊆ U por ser submódulo. De forma análoga se prueba que V también es un ideal de
L. Como V 6= U se obtiene una contradicción puesto que en L tendŕıamos al menos 5 ideales
(0, L, U, V,R). Aśı, queda probado que R es un S-módulo, y es irreducible.

Veamos que R es no trivial. Si lo fuera S seŕıa ideal de L ya que

[L, S] = [S ⊕R,S] = [S, S]⊕ [R,S] ⊆ S.

Pero este no puede ocurrir porque en L aparecen {0}, L, R y S como ideales lo que supone
una contradicción. De este modo L es una extensión escindida nula de S y su radical R.

Finalmente si tomamos L = S ⊕ V extensión escindida nula de S y V irreducible, el álgebra
tiene exactamente 3 ideales: {0}, V y L. En efecto, tomamos 0 6= I ideal de L. Si I ⊆ V , por ser
V irreducible, como I es S-submódulo, se tiene I = V . Si I 6⊆ V entonces o bien I ∩ V = V o bien
I ∩ V = 0 por irreducibilidad de V .

Si I ∩ V = V , entonces V está contenido propiamente en I. De V ⊂ I, tenemos:

I = I ∩ L = (I ∩ V )⊕ (I ∩ S) = V ⊕ (I ∩ S) = V ⊕ S = L,

donde hemos tenido en cuenta que 0 6= I ∩ S = S porque I ∩ S es ideal de S y S es simple.

Si I ∩V = 0, entonces I⊕V ⊆ L, luego (I⊕V )∩S es ideal de S. Ahora, o bien (I⊕V )∩S = 0,
en cuyo caso I ⊕ V ⊕ S ⊆ L, que es absurdo, o bien (I ⊕ V ) ∩ S = S. En este caso S ⊆ I ⊕ V y
consecuentemente S⊕V ⊆ I⊕V ⊆ L que implica L = I⊕V . Pero como L = L2 = I2⊕[I, V ]⊕V 2 =
I2 ⊆ I se llega a una contradicción.

En efecto L = L2 ya que

L2 = [S ⊕ V, S ⊕ V ] = [S, S]⊕ [S, V ]⊕ [V, S]⊕ [V, V ] = S ⊕ V.

En la última igualdad basta tener en cuenta que S2 = S y [S, V ] = V por ser [S, V ] S-submódulo
de V que es irreducible y [S, V ] 6= 0.

Comentarios 2.1.2. De acuerdo con [8], las álgebras de Lie resolubles con exactamente 3-ideales
son extensiones escindidas nulas L = V ⊕ F · x de un espacio vectorial V y un álgebra de Lie
1-dimensional F · x. El espacio vectorial V es un ideal abeliano, luego los productos no nulos de
L están determinados por adL x : V → V , que como transformación lineal, debe ser inyectiva y
tal que V sea un subespacio adL x-irreducible. Esta última condición equivale a que el polinomio
mı́nimo y el caracteŕıstico de adL x coincidan y sea un irreducible en el anillo de polinomios F[X].
Como f = adL x ∈ End (V ), el producto en estas álgebras está definido en la forma general
(λ, µ ∈ F y v, w ∈ V ):

< v + λf,w + µf >= λf(w)− µf(v).

acorde con la expansión del producto del caso no resoluble que aparece en el Teorema 2.1.1 si
identificamos F · x con la subálgebra (abeliana) S = F · f de End(V )− y la acción ρ : S → gl(V )
donde ρ es la inclusión. �

De acuerdo con [6, Teorema 2.2], las álgebras de Lie no resolubles cuyo ret́ıculo de ideales es
una cadena se pueden caracterizar de la siguiente forma general:
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Teorema 2.1.3. Sea L un álgebra de Lie no resoluble sobre un cuerpo de caracteŕıstica cero.
Los ideales de L forman una cadena de ideales si y solo si L es un álgebra simple o es la suma
semidirecta de un ideal nilpotente N distinto de cero y un álgebra simple S tal que N/N2 es un
S-módulo fiel y Zi(N)/Zi−1(N) son S-módulos irreducibles a través de la representación adjunta.
Además, en este caso, los términos de la serie central descendente de N coinciden con los términos
de la serie central ascendente y, si t+ 1 es el ı́ndice de nilpotencia de N , los ideales de L son los
t+ 2 ideales siguientes:

0 < N t < . . . < N i < . . . < N < L.

A la vista de este resultado, las álgebras de Lie no resolubles con ideales en cadena tienen radical
resoluble nilpotente y su descomposición de Levi L = S⊕N es no trivial, esto es, [S,N ] 6= 0. Sobre
estas descomposiciones en [5] se prueba lo siguiente:

Teorema 2.1.4. Sea L un álgebra de Lie con producto [x, y], radical resoluble nilpotente N con
ı́ndice de nilpotencia (t+1) y descomposición de Levi no trivial L = S⊕N para algún álgebra de Lie
semisimple S. Entonces, existe una descomposición no trivial de N en suma directa de S-módulos:

N = m1 ⊕m2 ⊕m3 ⊕ · · · ⊕mt,

donde N j = mj ⊕ N j+1, mj ⊆ [mj−1,m1] tal que m1 es un S-módulo fiel y para 2 ≤ j ≤ t, el
submódulo mj descompone como suma directa de un conjunto de componentes irreducibles de la
representación del producto tensor m1⊗mj−1. Además m2 es un submódulo del módulo 2-alternado
Λ2m1.

De los dos teoremas previos extraemos las siguientes conclusiones:

Conclusiones 2.1.5. Sea L es un álgebra de Lie no resoluble con producto [a, b] y factor de Levi
S simple. Si L tiene exactamente t+ 2 ideales, y estos forman una cadena entonces:

(C1) El radical resoluble de L coincide con el nilradical N y su ı́ndice de nilpotencia es t+ 1. Aśı,
N t+1 = 0 y N t 6= 0.

(C2) Podemos encontrar una descomposición de N como suma directa de módulos irreducibles
para la subálgebra S que tiene exactamente t módulos m1,m2, . . . ,mt, esto es:

N = m1 ⊕m2 ⊕m3 ⊕ · · · ⊕mt,

Estos módulos deben satisfacer:

(1) N j = mj ⊕N j+1 y N t+2−j = Zj(N).

(2) mj+1 ⊆ span〈[a, b] : a ∈ m1, b ∈ mj〉 para j ≥ 1.

(3) El S-módulo m1 es fiel.

(4) Los módulos mj para j ≥ 2 son módulos irreducibles de entre los que aparecen en
la representación del producto tensor m1 ⊗ mj−1. Además m2 debe estar entre los
submódulos del módulo 2-alternado Λ2m1 ⊆ m1 ⊗m1.

(C3) El producto de Lie en N está completamente determinado, usando linealidad, por los pro-
ductos [ai, aj ] ∈ N i+j con ai ∈ mi, aj ∈ mj para i, j = 1, . . . t. De hecho,

[ai, aj ] = [ai, aj ]i+j + · · ·+ [ai, aj ]t,

donde [ai, aj ]k ∈ mk representa la proyección del producto [ai, aj ] de L sobre cada componente
irreducible mk de N . Estas proyecciones determinan una familia de aplicaciones pijk, con
1 ≤ i, j ≤ t y k ≥ i+ j. Esto es:

pijk : mi ⊗mj → L → mk

ai ⊗ aj → [ai, aj ]→ [ai, aj ]k
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Estas aplicaciones son homomorfismos de S-módulos ya que

[s, [ai, aj ]] =
∑
k≥i+j

[s, [ai, aj ]k] =
∑
k≥i+j

([[s, ai]i, aj ]k + [ai, [s, aj ]j ]k) = [[s, ai], aj ] + [ai, [s, aj ]].

Además, pijk = −pjik, es decir, son antisimétricas. Observamos también que las aplicaciones
p1jj+1 : m1 ⊗mj → mj+1 deben ser no nulas.

(C4) Sean ai ∈ mi, aj ∈ mj y ak ∈ mk, la relación que define la identidad de Jacobi es

[[ai, aj ], ak] + [[aj , ak], ai] + [[ak, ai], aj ] = 0

que teniendo en cuenta la expresión de los productos, es equivalente a

t∑
l=s+k

t∑
s=i+j

pskl(pijs(ai, aj), ak) +
t∑

m=n+i

t∑
n=j+k

pnim(pjkn(aj , ak), ai)+

+
t∑

b=c+j

t∑
c=k+i

pcjb(pkic(ak, ai), aj) = 0.

Las conclusiones previas derivadas de los resultados de estructura nos llevan a una simple
caracterización de las álgebras de Lie cuyos ideales forman una 4-cadena y una 5-cadena.

Teorema 2.1.6. Sean S un álgebra de Lie simple con producto [s, s′]. Sean m1 y m2 S-módulos
irreducibles con representaciones ρi : S → gl(mi) para i = 1, 2 con ρ1 fiel.

Para cualquier aplicación antisimétrica y no nula p : m1⊗m1 → m2 que sea homomorfismo de
S-módulos, el espacio vectorial LS(m1,m2, p) = S ⊕m1 ⊕m2 con el producto

〈s+ v + w, s′ + v′ + w′〉 = [s, s′] + ρ1(s)(v′) + ρ2(s)(w′) + p(v, v′)− ρ1(s′)(v)− ρ2(s′)(w), (2.1)

para s, s′ ∈ S, v, v′ ∈ m1 y w,w′ ∈ m2, proporciona un álgebra de Lie con 4 ideales dispuestos en
la cadena:

0 < m2 < m1 ⊕m2 < L.

Además, toda álgebra de Lie no resoluble con 4 ideales en cadena coincide con una de las descritas
anteriormente.

Demostración. Por comodidad escribiremos ρ1(s)(v) = s · v, y ρ2(s)(v) = s � v. Observamos que
el hecho de que ρ1 sea representación equivale a que [s, s′] · v = s · (s′ · v) − s′ · (s · v) para
s, s′ ∈ S y v ∈ m1. Notar que lo mismo ocurre con ρ2. Además, m1 ⊗m1 es S-módulo mediante
la representación s • v ⊗ w = (s · v) ⊗ w + v ⊗ s · w para v, w ∈ m1 y s ∈ S de acuerdo con
1.2.1. También observamos que decir que p : m1 ⊗ m1 → m2 sea homomorfismo equivale a que
s� p(v ⊗ w) = p(s • v ⊗ w) = p((s · v)⊗ w) + p(v ⊗ s · w).

Veamos ahora que L es álgebra de Lie. Para ello, bastaŕıa con comprobar la identidad de Jacobi
para ternas de elementos (a, b, c) ∈ S ∪ m1 ∪ m2, pues la antisimetŕıa está garantizada desde la
definición del producto. En efecto:

〈s+ v + w, s′ + v′ + w′〉 = [s, s′] + ρ1(s)(v′) + ρ2(s)(w′) + p(v, v′)− ρ1(s′)(v)− ρ2(s′)(w) =

= −[s′, s]− ρ1(s′)(v)− ρ2(s′)(w)− p(v′, v) + ρ1(s)(v′) + ρ2(s)(w′) = −〈s′ + v′ +w′, s+ v +w〉.
(2.2)

Para comprobar la identidad de Jacobi analizamos los diferentes casos:

1) Sean s, s′, s′′ ∈ S. Se cumple trivialmente puesto que S es un álgebra de Lie, introducida
como subálgebra de L: 〈〈s, s′〉, s′′〉 = [[s, s′], s′′].
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2) Sean s, s′ ∈ S y v ∈ m1. Como m1 es un S-módulo la identidad es inmediata:

〈〈s, s′〉, v〉+ 〈〈v, s〉, s′〉+ 〈〈s′, v〉, s〉 = [s, s′] · v + s′ · (s · v)− s · (s′ · v) = 0.

De igual forma se verifica la identidad si v ∈ m2 por ser m2 un S-módulo.

3) Sean s ∈ S y v, v′ ∈ m1.

〈〈s, v〉, v′〉+ 〈〈v, v′〉, s〉+ 〈〈v′, s〉, v〉 = p(s · v ⊗ v′)− s� p(v ⊗ v′)− p(s · v′ ⊗ v) = 0,

por ser p homomorfismo de S-módulos antisimétrico. En este caso la antisimetŕıa se utiliza
para p(v ⊗ s · v′) = −p(s · v′ ⊗ v).

3.1) Sean s ∈ S, v ∈ m1 y v′ ∈ m2.

〈〈s, v〉, v′〉+ 〈〈v, v′〉, s〉+ 〈〈v′, s〉, v〉 = 0,

puesto que cada sumando es 0 por ser productos de un elemento de m1 y otro de m2,
(〈〈s, v〉, v′〉 = 〈〈v′, s〉, v〉 = 0), o anidarlo 〈v, v′〉 = 0.

3.2) Sean s ∈ S, y v, v′ ∈ m2.

〈〈s, v〉, v′〉+ 〈〈v, v′〉, s〉+ 〈〈v′, s〉, v〉 = 0,

puesto que cada sumando es cero por ser productos de dos elementos de m2, o anidarlo.

4) Sean v, v′, v′′ ∈ m1.

〈〈v, v′〉, v′′〉+ 〈〈v′, v′′〉, v〉+ 〈〈v′′, v〉, v′〉 = 〈p(v, v′), v′′〉+ 〈p(v′, v′′), v〉+ 〈p(v′′, v), v′〉 = 0,

puesto que en cada sumando se está haciendo el producto de un elemento de m2 y otro de
m1.

4.1) Si en el caso anterior al menos uno de los elementos está en m2, se verifica trivialmente puesto
que el producto de un elemento de m2 por otro de m2 o de m1 es nulo.

Observamos que L verifica las siguientes propiedades.

a) Se tiene que L2 = L. En efecto,

L2 = 〈S, S〉+ 〈S,m1〉+ 〈S,m2〉+ 〈m1,m1〉 = S2 ⊕m1 ⊕m2 = L,

donde se ha utilizado que S2 = S por ser S simple. También se ha tenido en cuenta que 〈S,m1〉 =
m1. En efecto, 〈S,m1〉 ⊆ m1 y es no nulo por ser m1 fiel. Luego como 〈S,m1〉 es un submódulo
de m1 irreducible, 〈S,m1〉 = m1. En efecto, 〈S,m1〉 es submódulo de m1 puesto que s′ · (s · v) =
[s′, s] · v + s · (s′ · v) se garantiza al cumplirse la identidad de Jacobi. Además, 〈m1,m1〉 = m2,
pues p : m1 ⊗m1 → m2 es homomorfismo de S-módulos, no nulo, y tanto Ker p, como Im p son
submódulos. Aśı, como p es no nula, 0 6= Im p ⊆ m2 y como m2 es irreducible, Im p = 〈m1,m1〉 =
m2.

b) Ocurre que m1 ⊕m2 = N es ideal 3 nilpotente de L. En primer lugar veamos que es ideal de L:

〈L,m1 ⊕m2〉 = 〈S,m1〉+ 〈m1,m1〉+ 〈S,m2〉 = m1 ⊕m2 = N.

Además N es 3-nilpotente puesto que N2 = 〈m1,m1〉 = m2 y N3 = 〈N,N2〉 = 〈m1⊕m2,m2〉 = 0.
Como N es el mayor ideal resoluble (y nilpotente) de L entonces N = R(L) = N(L) es el radical
resoluble de L.

Luego L = S ⊕ N con S simple y N nilpotente (N3 = 0). Veamos cual es la cadena central
ascendente de N . Se tiene que Z2(N) = Z(N) y como m2 ⊆ Z2(N) = Z(N), entonces Z(N) =
m2 ⊕ Z(N) ∩m1. Ahora Z(N) ∩m1 es un S-módulo de L por ser Z(N) un ideal de L.

Como m1 es irreducible y 0 ⊆ Z(N) ∩ m1 ⊆ m1, entonces o bien Z(N) ∩ m1 = m1 o bien
Z(N) ∩m1 = 0.
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Si Z(N) ∩m1 = m1, entonces Z(N) = m1 ⊕m2 = N . En este caso N2 = 0, lo que es absurdo.

Luego Z(N)∩m1 = 0 y en ese caso Z(N) = Z2(N) = m2 = N2 6= N . Aśı, Z3(N)
Z2(N) = Z(N/Z2(N)) y

Z3(N) debe coincidir con N pues las series centrales descendentes y ascendentes tienen el mismo
número de términos, en este caso un total de 3. Por tanto, N/N2 = Z3(N)/Z2(N) = m1⊕m2

m2

∼= m1

que es S-módulo irreducible y fiel y Z2(N)/Z1(N) ∼= m2. Por el Teorema 2.1.3 el resultado es
cierto.

Veamos ahora que toda álgebra de Lie no resoluble con 4 ideales en cadena coincide con una de
las anteriores. Sea L con 4 ideales en cadena y producto [a, b]. Aplicando el Teorema 2.1.3 tenemos
que L = S ⊕N , donde N = R(L) el radical resoluble de L es nilpotente, y S es un álgebra de Lie
simple y N3 = 0. El nilradical N es S-módulo mediante la representación adjunta restringida a N :

ρ = ad : S → gl(N), adNs(n) = [s, n],

por ser N un ideal. Como N2 ⊆ N y N2 es ideal de L, N2 es S-submódulo de N . Por el Teorema
de Weyl, ρ es una representación completamente reducible, luego existe un S-submódulo m1 tal
que N = m1 ⊕ N2. Aśı para todo a ∈ m1 y para todo s ∈ S, ρ(s)(a) = [s, a] ∈ m1. Luego del
Teorema 2.1.3 tenemos que la representación

ρ1 : S → gl(m1)

dada como ρ1(s)(a) = [s, a] es irreducible y fiel, y la representación

ρ2 : S → gl(m2)

dada por ρ2(s)(b) = [s, b] es irreducible. Por otro lado, la aplicación

p : m1 ⊗m1 → m2 = N2

(a, b)→ [a, b]

está bien definida, es no nula pues 0 6= N2 = [m1,m1] y es antisimétrica pues [a, b] = −[b, a].
Además p es un homomorfismo de S-módulos gracias a que se cumple la identidad de Jacobi en L.
En efecto:

s · p(a, b) = p(s · a, b) + p(a, s · b) = [s · a, b] + [a, s · b],
que equivale a

[[s, a], b] + [a, [s, b]] = [s, [a, b]],

que es cierto por la identidad de Jacobi. Aśı observamos que L = LS(m1, N
2 = m2, p) donde

S es un factor de Levi de L, m1 y m2 submódulos de la representación adjunta de L tales que
N = m1⊕m2 y m2 = N2, p el producto de Lie restringido a m1⊗m1, lo que prueba la afirmación
final.

Teorema 2.1.7. Sea S un álgebra de Lie simple con producto [s, s′]. Sean m1, m2 y m3 S-módulos
irreducibles con representaciones ρi : S → gl(mi) para i = 1, 2, 3 con ρ1 fiel.

Sean cualesquiera homomorfismos de S-módulos p112 : m1⊗m1 → m2 antisimétrico y no nulo,
p113 : m1 ⊗m1 → m3 antisimétrico, y p123 : m1 ⊗m2 → m3 no nulo, que además verifican para
toda terna de elementos v, v′, v′′ ∈ m1 la identidad:

p123(v′′, p112(v, v′)) + p123(v, p112(v′, v′′)) + p123(v′, p112(v′′, v)) = 0. (2.3)

El espacio vectorial LS(m1,m2,m3, p112, p113, p123) = S ⊕m1 ⊕m2 ⊕m3 con el producto

〈s+ v + w + u, s′ + v′ + w′ + u′〉 = [s, s′] + ρ1(s)(v′) + ρ2(s)(w′) + ρ3(s)(u′) + p112(v, v′)+

+ p113(v, v′) + p123(v, w′)− p123(v′, w)− ρ1(s′)(v)− ρ2(s′)(w)− ρ3(s′)(u),

para s, s′ ∈ S, v, v′ ∈ m1, w,w′ ∈ m2 y u, u′ ∈ m3, proporciona un álgebra de Lie con 5 ideales
dispuestos en la cadena:

0 < m3 < m2 ⊕m3 < m1 ⊕m2 ⊕m3 < L.

Además, toda álgebra de Lie no resoluble con 5 ideales en cadena coincide con una de las descritas
anteriormente.
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Demostración. Por comodidad escribiremos ρ1(s)(v) = s · v, ρ2(s)(v) = s � v y ρ3(s)(v) = s ◦ v.
Observamos que el hecho de que ρ1 sea representación equivale a que [s, s′] ·v = s · (s′ ·v)−s′ · (s ·v)
para s, s′ ∈ S y v ∈ m1. Notar que lo mismo ocurre con ρ2 y con ρ3. Además, m1 ⊗ m1 es S-
módulo mediante la representación s • v ⊗ w = (s · v) ⊗ w + v ⊗ s · w para v, w ∈ m1 y s ∈ S.
También observamos que decir que p112 : m1 ⊗ m1 → m2 sea homomorfismo equivale a que
s � p112(v ⊗ w) = p112(s • v ⊗ w) = p112((s · v) ⊗ w) + p112(v ⊗ s � w). De forma análoga,
observamos que m1⊗m2 es S-modulo mediante la representación s • v⊗ u = (s · v)⊗ u+ v⊗ s� u
para v ∈ m1, u ∈ m2 y s ∈ S. Como p123 : m1 ⊗ m2 → m3 es homomorfismo de S-módulos
s ◦ p123(v ⊗ w) = p123(s • v ⊗ w) = p123((s · v)⊗ w) + p123(v ⊗ s� w).

Veamos ahora que L es álgebra de Lie. Para ello, bastaŕıa con comprobar la identidad de Jacobi
para ternas de elementos (a, b, c) ∈ S ∪m1 ∪m2 ∪m3, pues la antisimetŕıa está garantizada desde
la definición del producto. En efecto:

〈s+ v + w + u, s′ + v′ + w′ + u′〉 = [s, s′] + ρ1(s)(v′) + ρ2(s)(w′) + ρ3(s)(u′) + p112(v, v′)+

+ p123(v, w′)− p123(v′, w)− ρ1(s′)(v)− ρ2(s′)(w)− ρ3(s′)(u) =

= −[s′, s]− ρ1(s′)(v)− ρ2(s′)(w)− ρ3(s′)(u)− p112(v′, v)− p123(v′, w) + p123(v, w′)+

+ ρ1(s)(v′) + ρ2(s)(w′) + ρ3(s)(u′) = −〈s′ + v′ + w′ + u′, s+ v + w + u〉. (2.4)

Para comprobar la identidad de Jacobi analizamos los diferentes casos:

1) Sean s, s′, s′′ ∈ S. Se cumple trivialmente puesto que S es un álgebra de Lie, introducida
como subálgebra de L: 〈〈s, s′〉, s′′〉 = [[s, s′], s′′].

2) Sean s, s′ ∈ S y v ∈ m1. Como m1 es un S-módulo la identidad es inmediata:

〈〈s, s′〉, v〉+ 〈〈v, s〉, s′〉+ 〈〈s′, v〉, s〉 = [s, s′] · v + s′ · (s · v)− s · (s′ · v) = 0.

De igual forma se verifica la identidad si v ∈ m2 o si v ∈ m3 por ser m2 y m3 S-módulos.

3) Sean s ∈ S y v, v′ ∈ m1.

〈〈s, v〉, v′〉+ 〈〈v, v′〉, s〉+ 〈〈v′, s〉, v〉 = p112(s · v ⊗ v′)− s� p112(v ⊗ v′)− p112(s · v′ ⊗ v)+

+ p113(s · v ⊗ v′)− s ◦ p113(v ⊗ v′)− p113(s · v′ ⊗ v) = 0, (2.5)

por ser p112 y p113 homomorfismos de S-módulos antisimétricos. En este caso la antisimetŕıa
se utiliza para p112(v ⊗ s · v′) = −p112(s · v′ ⊗ v) y análogamente con p113.

3.1) Sean s ∈ S v ∈ m1 y v′ ∈ m2.

〈〈s, v〉, v′〉+ 〈〈v, v′〉, s〉+ 〈〈v′, s〉, v〉 = p123(s · v ⊗ v′)− s ◦ p123(v ⊗ v′) + p123(v ⊗ s� v′) = 0,

por ser p123 homomorfismo de S-módulos.

3.2) Sean s ∈ S, v ∈ m1 y v′ ∈ m3.

〈〈s, v〉, v′〉+ 〈〈v, v′〉, s〉+ 〈〈v′, s〉, v〉 = 0,

puesto que cada sumando es 0 por ser productos de un elemento de m1 y otro de m3,
(〈〈s, v〉, v′〉 = 〈〈v′, s〉, v〉 = 0), o anidarlo (〈v, v′〉 = 0).

3.3) Sean s ∈ S y v, v′ ∈ m2.

〈〈s, v〉, v′〉+ 〈〈v, v′〉, s〉+ 〈〈v′, s〉, v〉 = 0,

puesto que cada sumando es 0 por ser productos de dos elementos de m2 o anidarlo.

3.4) Sean s ∈ S, v ∈ m2 y v′ ∈ m3.

〈〈s, v〉, v′〉+ 〈〈v, v′〉, s〉+ 〈〈v′, s〉, v〉 = 0,

puesto que cada sumando es 0 por ser productos de un elemento de m2 y otro de m3 o
anidarlo.
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3.5) Sean s ∈ S, v, v′ ∈ m3.

〈〈s, v〉, v′〉+ 〈〈v, v′〉, s〉+ 〈〈v′, s〉, v〉 = 0,

puesto que cada sumando es 0 por ser productos de dos elementos de m3 o anidarlo.

4) Sean v, v′, v′′ ∈ m1.

〈〈v, v′〉, v′′〉+ 〈〈v′, v′′〉, v〉+ 〈〈v′′, v〉, v′〉 = 〈p112(v, v′), v′′〉+ 〈p112(v′, v′′), v〉+
+ 〈p112(v′′, v), v′〉+ 〈p113(v, v′), v′′〉+ 〈p113(v′, v′′), v〉+ 〈p113(v′′, v), v′〉 =

= −p123(v′′, p112(v, v′))− p123(v, p112(v′, v′′))− p123(v′, p112(v′′, v)) = 0,

por la condición (2.3) que se exige en el enunciado.

4.1) Sean v, v′ ∈ m1 y v′′ ∈ m2.

〈〈v, v′〉, v′′〉+ 〈〈v′, v′′〉, v〉+ 〈〈v′′, v〉, v′〉 = 〈p112(v, v′), v′′〉+ 〈p113(v, v′), v′′〉+
+ 〈p123(v′, v′′), v〉 − 〈p123(v, v′′), v′〉 = 0,

puesto que en cada sumando se está haciendo el producto de un elemento de m3 y otro de
m1, un elemento de m3 y otro de m2, o de dos elementos de m2.

4.2) Si en el caso anterior al menos uno de los elementos está en m3, se verifica trivialmente puesto
que el producto de un elemento de m3 por otro de m1, de m2 o de m3 es nulo. Si se toman
dos o más elementos de m2 el producto de esos tres elementos también seŕıa necesariamente
nulo.

Observamos que L verifica las siguientes propiedades.

a) Se tiene que L2 = L. En efecto,

L2 = 〈S, S〉+ 〈S,m1〉+ 〈S,m2〉+ 〈S,m3〉+ 〈m1,m1〉+ 〈m1,m2〉 = S2 ⊕m1 ⊕m2 ⊕m3 = L,

donde se ha utilizado que S2 = S por ser S simple. También se ha tenido en cuenta que 〈S,m1〉 =
m1. En efecto, 〈S,m1〉 ⊆ m1 y es no nulo por serm1 fiel. Luego como 〈S,m1〉 es un submódulo dem1

irreducible, 〈S,m1〉 = m1. Además, 〈m1,m1〉 = m2, pues p112 : m1 ⊗m1 → m2 es homomorfismo
de S-módulos, no nulo, y Ker p112, Im p112 son submódulos. Por tanto, 0 6= Im p112 ⊆ m2 y
como m2 es irreducible y Im p112 = 〈m1,m1〉 = m2. De forma similar, 〈m1,m2〉 = m3 por ser
p123 : m1 ⊗m2 → m3 homomorfismo de S-módulos no nulo.

b) Ocurre que m1 ⊕m2 ⊕m3 = N es ideal 4 nilpotente de L tal que N2 = m2 ⊕m3 y N3 = m3.
En primer lugar veamos que es ideal de L:

〈L,m1 ⊕m2 ⊕m3〉 = 〈S,m1〉+ 〈S,m2〉+ 〈S,m3〉+ 〈m1,m1〉+ 〈m1,m2〉 = m1 ⊕m2 ⊕m3 = N.

Además N es 4-nilpotente puesto que N2 = 〈N,N〉 = 〈m1,m1〉 + 〈m1,m2〉 = m2 ⊕m3. Además
N3 = 〈N,N2〉 = 〈m1,m2〉+ 〈m2,m1〉 = m3. Finalmente N4 = 〈N,N3〉 = 0. Como N es el mayor
ideal resoluble (y nilpotente) de L entonces N = R(L) = N(L) es el radical resoluble de L.

Luego L = S ⊕ N con S simple y N nilpotente (N4 = 0). Veamos cuál es la cadena central
ascendente de N . Se tiene que Z2(N) = Z(N) y que m3 ⊆ Z2(N). Además, Z2(N) y Z3(N) son
ideales de N . Por tanto, son S-submódulos de N y cumplen que 0 6= Z2(N) 6= Z3(N) 6= Z4(N) = N
pues la serie central descendente y la serie central ascendente tienen el mismo número de términos,
en este caso un total de 4. Por el Teorema de Weyl existen a1 y a2 submódulos tal que N =
Z4(N) = Z3(N)⊕ a1 = Z2(N)⊕ a2 ⊕ a1. Como N tiene exactamente 3 componentes irreducibles
Z2(N) = N3, a1 y a2 deben ser irreducibles y por tanto m3 = Z2(N).

Aśı, Z3(N)
Z2(N) = Z(N/Z2(N)) y Z4(N) debe coincidir con N . Ahora N2 ⊆ Z3(N) 6= Z4(N) = N

y N/N2 = m1⊕m2⊕m3

m2⊕m3

∼= m1 irreducible y fiel, luego N2 = Z3(N). Además, Z3(N)/Z2(N) =
m2⊕m3

m3

∼= m2 y Z2(N)/Z1(N) ∼= m3 . Por el Teorema 2.1.3 el resultado es cierto.
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Veamos ahora que toda álgebra de Lie no resoluble con 5 ideales en cadena coincide con una
de las anteriores. Sea L con 5 ideales en cadena y producto [a, b]. Aplicando el Teorema 2.1.3
L = S ⊕ N , donde N = R(L) el radical resoluble de L es nilpotente, y S es un álgebra de Lie
simple, N4 = 0 y N3 6= 0. La cadena de ideales es además 0 < N3 < N2 < N < L.

El nilradical N es S-módulo mediante la representación adjunta restringida a N :

ρ = ad : S → gl(N), adNs(n) = [s, n],

por ser N un ideal. Como N2 ⊆ N y N2 es ideal de L, N2 es S-submódulo de N . Por el Teorema de
Weyl, ρ es una representación completamente reducible, luego existe un S-submódulo m1 tal que
N = m1⊕N2. De igual forma, como N3 es S-submódulo de N2, pues es ideal de L y N3 ⊆ N2, por
el Teorema de Weyl N2 = m2 ⊕N3. Escribimos N3 = m3 y observamos que para todo a ∈ m1 y
para todo s ∈ S, ρ(s)(a) = [s, a] ∈ m1; lo mismo ocurre para b ∈ m2 y c ∈ m3. Luego del Teorema
2.1.3 tenemos que

ρ1 : S → gl(m1)

dada como ρ1(s)(a) = [s, a] es irreducible y fiel,

ρ2 : S → gl(m2)

dada por ρ2(s)(b) = [s, b] es irreducible,

ρ3 : S → gl(m3)

dada por ρ3(s)(c) = [s, c] es irreducible. Por otro lado [a, b] = [a, b]2 + [a, b]3 donde [a, b]i son las
proyecciones del producto [a, b] sobre mi para i = 2, 3. La aplicación

p112 : m1 ⊗m1 → m2 ⊆ N2

(a, b) → [a, b]2

está bien definida, es no nula pues N3 6= N2 = m2 ⊕ N3 y si p112 = 0 entonces N2 = N3, que
supondŕıa una contradicción. También es antisimétrica pues [a, b] = −[b, a]. Además p112 es un
homomorfismo de S-módulos gracias a que se cumple la identidad de Jacobi en L aplicada a s ∈ S
y a, b ∈ m1. En efecto:

s · p112(a, b) = p112(s · a, b) + p112(a, s · b) = [s · a, b] + [a, s · b].

Por la identidad de Jacobi sabemos que [s, [a, b]] = [[s, a], b] + [a, [s, b]]. Además se cumple que
[s, [a, b]] = [s, [a, b]2] + [s, [a, b]3], [[s, a], b] = [[s, a], b]2 + [[s, a], b]3 y [a, [s, b]] = [a, [s, b]]2 + [a, [s, b]]3,
y que [s, [a, b]]i ∈ mi para i = 2, 3. Ahora igualando las componentes llegamos a que [s, [a, b]]2 =
[[s, a], b]2 + [a, [s, b]]2 y a que [s, [a, b]]3 = [[s, a], b]3 + [a, [s, b]]3.

Razonando de forma análoga también deducimos que la aplicación

p113 : m1 ⊗m1 → m3 ⊆ N2

(a, b) → [a, b]3

es un homomorfismo de S-módulos, antisimétrico. Finalmente, la aplicación

p123 : m1 ⊗m2 → m3 = N3

(a, b) → [a, b]

está bien definida, es no nula pues [m1,m2] = [N,N2] = N3 6= 0 y es homomorfismo de S-módulos
gracias a la identidad de Jacobi aplicada a s ∈ S, a ∈ m1 y b ∈ m2 con un razonamiento análogo
al realizado para p112.

Aśı, observamos que L = LS(m1,m2 ⊕ m3,m3, p112, p113, p123) donde S es un factor de Levi
de L, m1,m2 y m3 submódulos de la representación adjunta de L tal que N = m1 ⊕ m2 ⊕ m3,
N2 = m2 ⊕ m3 y N3 = m3, p112 la proyección en m2 del producto de Lie de L restringido a
m1⊗m1, p113 la proyección en m3 del producto de Lie de L restringido a m1⊗m1, y p123 producto
de Lie restringido a m1 ⊗m2, lo que prueba la afirmación final.
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Corolario 2.1.8. Sea un álgebra de Lie LS(m1,m2,m3, p112, p113, p123) con S, mi para i = 1, 2, 3
y pijk : mi ⊗ mj → mk como se definen en el Teorema 2.1.7. Entonces m2 es un submódulo
irreducible de Λ2m1 y m3 es un submódulo de m1⊗m2. Además, si m3 no es submódulo de Λ2m1,
entonces el producto p113 es nulo.

Demostración. Para i = 2, 3 los S-homomorfismos de módulos p11i : m1 ⊗ m1 → mi son anti-
simétricos. Aplicando la propiedad universal de la 2-potencia alternada Λ2m1 estas aplicaciones
proporcionan S-homomorfismos ˆp11i : Λ2m1 → mi. El primer Teorema de isomorf́ıa de módulos
nos dice que Λ2m1/Ker ˆp11i

∼= Im ˆp11i = Im p11i, con Im p11i ⊆ mi. Como Im p112 6= 0, m2 = Im
p112 por ser m2 S-irreducible.

Ahora, por el Teorema de Weyl Λ2m1 = Ker ˆp112 ⊕M , donde el submódulo M contiene una
copia isomorfa a m2. De la descomposición en S-módulos Λ2m1 = Ker ˆp113 ⊕M ′ obtenemos que
m3 debe aparecer entre los submódulos de Λ2m1 si Im p113 6= 0. Por tanto, si m3 6⊆ Λ2m1, p113 es
nula.

Observación 2.1.9. Si m1,m2,m3 son S-irreducibles con m1 fiel y p112 : m1 ⊗m1 → m2, p123 :
m1 ⊗ m2 → m3 satisfacen las condiciones del Teorema 2.1.7, LS(m1,m2,m3, p112, 0, p123) es un
álgebra de Lie con 5 ideales en cadena. Es más, toda álgebra de Lie

LS(m1,m2,m3, p112, p113, p123)

con producto 〈a, b〉′ aparece al modificar el producto 〈a, b〉 de LS(m1,m2,m3, p112, 0, p123) en la
forma

〈a, b〉′ =

{
〈a, b〉+ p113(a, b) si a, b ∈ m1

〈a, b〉 en otro caso.

Desde los Teoremas de estructura 2.1.3 y 2.1.4 y las conclusiones 2.1.5 podemos establecer un
procedimiento general de construcción de álgebras cuyos ideales forman una cadena de longitud
arbitaria.

Procedimiento de construcción 2.1.10. Para construir álgebras de Lie no resolubles con t+ 2
ideales formando una cadena, seguiremos los siguientes pasos.

PASO 1 Búsqueda de un factor de Levi S, módulos mi y productos pijk:

a) Seleccionamos un álgebra de Lie S simple con producto a� b.

b) Fijamos un S-módulo irreducible y fiel m1 y si t ≥ 2 elegimos un módulo irreducible m2 entre
los irreducibles de la descomposición de Λ2m1.

c) Para t ≥ 3, y seleccionado mj , elegimos como mj+1 un submódulo irreducible de m1 ⊗mj .

d) Seleccionamos una familia de aplicaciones pijk : mi ⊗mj → mk que sean homomorfismos de
S-módulos para las posibles ternas (i, j, k) ∈ {1, . . . t}, tales que i+ j ≤ k ≤ t (entenderemos
que pijk = 0sii + j > t). Estas aplicaciones deben verificar pijk(a, b) = −pjik(b, a) y que
p1jj+1 sean no nulas.

PASO 2 En el espacio vectorial N = m1 ⊕m2 ⊕ · · · ⊕mt definiremos un producto binario 〈a, b〉
reduciéndolo, por linealidad, a sumas de productos 〈ai, aj〉 con ai ∈ mi y aj ∈ mj . Es decir:

〈ai, aj〉 = piji+j(ai, aj) + piji+j+1(ai, aj) + · · ·+ pijt(ai, aj).

Además, comprobaremos si se cumple:

∑
ćıclica

(ai,aj ,ak)

〈〈ai, aj〉ak〉 = 0.
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PASO 3 Si el Paso 2 se ha completado, en el espacio vectorial L = S ⊕N el producto [a, b] queda
definido en la forma 

[a, b] = 〈a, b〉 si a, b ∈ N
[a, b] = a� b si a, b ∈ S
[s, ak] = ρk(s)(ak) = −[ak, s] si ak ∈ mk, s ∈ S

donde ρk : S → gl(mk) es la representación de mk para k = 1, . . . t es antisimétrico y satisface la
identidad de Jacobi. Por tanto, L = S⊕N es un álgebra de Lie no resoluble con exactamente t+ 2
ideales en cadena ya que observamos que:

• Para todo j ≥ 2 se cumple mj ⊆ 〈⊕tk=jmk gracias a que p1jj+1 son no nulas. En particular,

N j = mj ⊕ · · · ⊕mt con j ≥ 1.

• N t = 〈N,N t−1〉 = 〈m1,mt−1〉 6= 0 y N t+1 = 0.

• N es de Lie nilpotente con ı́ndice de nilpotencia n+ 1.

• N j = Zt+2−j por ser N j/N j+1 irreducible y porque la serie central ascendente y descendente
tienen el mismo número de términos.

2.2. Ejemplos de construcciones.

Veamos ahora algunos ejemplos que ayudarán a aclarar las explicaciones dadas en la Sección
2.1 para la construcción de álgebras de Lie con ideales en cadena.

Ejemplo 2.2.1. El álgebra de Lie

L3,4 = sl2(F)⊕ V (3)⊕ V (4) = span〈e, f, h〉 ⊕ span〈v0, v1〉 ⊕ span〈w0〉

queda definida por los productos no nulos:

[e, f ] = −[f, e] = h; [h, e] = −[e, h] = 2e; [h, f ] = −[f, h] = −2f

[h,wi] = −[wi, h] = h · wi para 0 ≤ i ≤ 4; [h, vi] = −[vi, h] = h · vi para 0 ≤ i ≤ 3

[e, wi] = −[wi, h] = e · wi para 0 ≤ i ≤ 4; [h, vi] = −[vi, h] = e · vi para 0 ≤ i ≤ 3

[f, wi] = −[wi, h] = f · wi para 0 ≤ i ≤ 4; [h, vi] = −[vi, h] = f · vi para 0 ≤ i ≤ 3

[v0, v1] = −[v1, v0] = w0; [v0, v2] = −[v2, v0] =
1

2
w1; [v0, v3] = −[v3, v0] =

1

6
w2

[v1, v2] = −[v2, v1] =
1

2
w2; [v1, v3] = −[v3, v1] =

1

2
w3; [v2, v3] = −[v3, v2] = w4

Este ejemplo es un caso particular de la construcción general Ln,k = sl2(F) ⊕ V (n) ⊕ V (2n − 2k)
con k impar tratada en [7]. En estas construcciones, el uso de la identidad de Jacobi lleva a una
fórmula recursiva de los productos de los elementos de la base estándar de V (n). Aśı se definen los
productos no nulos

[v0, vi] =
(n− k)(n− k − 1) . . . (n− i+ 1)

m(m− 1) . . . (m− i+ k + 1)
wi−k para k < i ≤ n.

El resto de productos se calculan recursivamente mediante la fórmula:

[vi, vj ] =
1

i
[f, [vi−1, vj ]]−

j + 1

i
[vi−1, vj+1] con vn+1 = 0.
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Las herramientas introducidas en la subsección 1.2.1 nos permiten realizar construcciones más
regladas para el caso de 4 ideales que explican las fórmulas del producto del ejemplo previo. Las
vamos a ver aplicadas al caso de 5-ideales.

Ejemplo 2.2.2. Tanteamos posibles construcciones de álgebras de Lie con 5 ideales usando el
álgebra de Lie simple sl2(F) con base dada por las derivadas parciales x ∂

∂y , y
∂
∂x y x ∂

∂x − y ∂
∂y

cuyos módulos irreduciles y homomorfismos de sl2-módulos están descritos en la Sección 1.2.1 del
Caṕıtulo 1. Recordemos que los módulos sl2-irreducibles de dimensión d + 1 se pueden modelizar
mediante polinomios homogéneos en la forma Vd := 〈xd, xd−1y, . . . , yd〉. Además, el Lema 1.2.19
apartado c) describe el subespacio de homomorfismos de sl2-módulos como nulo, excepto en el caso
s = n + m − 2k donde los homomorfismos f : Vn ⊗ Vm → Vs son de la forma f = α(· , ·)k con
α ∈ F y (· , ·)k es la k-ésima transvección.

PASO 1 . Tomamos S = sl2(F) y tomamos m1 = V (3) := span〈a3, a2b, ab2, b3〉 como sl2-módulo
irreducible fiel. Desde la fórmula de Clebsch-Gordan 1.2.16 descomponemos m1 ⊗ m1 = V (6) ⊕
V (4) ⊕ V (2) ⊕ V (0), y deducimos entonces que Λ2m1 = V (4) ⊕ V (0). Ahora hay dos posibles
elecciones de m2.

a) Tomamos m2 = V (4) := span〈c4, c3d, c2d2, cd3, d4〉 y desde Clebsch-Gordan, descomponemos
m1⊗m2 = V (7)⊕V (5)⊕V (3)⊕V (1). De las distintas posibilidades de irreducibles, elegimos
m3 = V (5) := span〈e5, e4f, . . . , f5〉.
La familia de aplicaciones que definen productos entre los distintos módulos y que deben ser
sl2-homomorfismos son de la forma α(· , ·)k con α ∈ F.

Para utilizar las transvecciones identificaremos los distintos módulos V (d) con los correspon-
dientes submódulos isomorfos Vd. Esto es, para n,m y p = n + m − 2k tenemos (· , ·)k :
Vn ⊗ Vm → Vn+m−2k como se definió en 1.2.18. Aśı,

V (n)⊗ V (m) −→ Vn ⊗ Vm
α(· , ·)k−−−−−−−−−−−−−→ Vn+m−2k −→ V (n+m− 2k)

aibj ⊗ ckds −→ αxiyj ⊗ xkys −→ α(xiyj , xkys)k = q(x, y)→ q(e, f)

donde q(x, y) serán un polinomio en las variables x e y y V (n+m− 2k) = span〈ei, f j〉.
Volviendo al ejemplo, el producto V (3)⊗ V (3) se define de la siguiente manera

p112 : V (3)⊗ V (3) −→ V3 ⊗ V3
α(· , ·)1−−−−−−−−−−−−−−−−−→ V4 −→ V (4)

a3−ibi ⊗ a3−jbj −→ α(x3−iyi, x3−jyj)1 = αk(i, j)x4−sys −→ αk(i, j)c4−sds

con α escalar no nulo, s = i+ j−1 y donde k(i, j) ∈ F se obtiene del Cuadro 1.1 al introducir
f = x3−iyi y g = x3−jyj para la 1-transvección. Por otro lado el producto V (3) ⊗ V (4) se
define como sigue

p123 : V (3)⊗ V (4) −→ V3 ⊗ V4
β(· , ·)1−−−−−−−−−−−−−−−−−→ V5 −→ V (5)

a3−ibi ⊗ c4−jdj −→ β(x3−iyi, x4−jyj)1 = βk(i, j)x5−ryr −→ βk(i, j)e5−rfr

con β escalar no nulo, r = i + j − 1 y donde k(i, j) ∈ F se obtiene del Cuadro 1.1 al
introducir f = x3−iyi y g = x4−jyj para la 1-transvección. Notar que como t = 3 estos
son los únicos productos que es necesario definir pues p213 se define como −p123. Además
p112 es antisimétrico. Notar que p113 es nulo por el Corolario 2.1.8 ya que V (5) 6⊆ Λ2m1 =
V (4)⊕ V (0).

b) Por otro lado podemos tomar m2 = V (0) := F · c. Se calcula sencillamente m1 ⊗m2 = V (3).
La única elección posible es m3 = V (3) := span〈m3,m2n,mn2, n3〉. En este caso la aplicación
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que define el producto V (3)⊗ V (3) es:

p112 : V (3)⊗ V (3) −→ V3 ⊗ V3
β(· , ·)3−−−−−−−−−−−→ V0 −→ V (0)

a3−ibi ⊗ a3−jbj −→ α(x3−iyi, x3−jyj)3 = αk(i, j) −→ αk(i, j)c

con α no nulo y donde k(i, j) ∈ F se obtiene del Cuadro 1.1 al introducir f = x3−iyi y
g = x3−jyj para la 3-transvección. Por otro lado el producto V (3) ⊗ V (0) se define como
sigue

p123 : V (3)⊗ V (0) −→ V3 ⊗ V0
β(· , ·)0−−−−−−−−→ V3 −→ V (3)

a3−ibi ⊗ c −→ β(x3−iyi, 1)0 = βx3−iyi −→ βm3−ini

con β no nulo. Notar que como t = 3 estos son los únicos productos que es necesario definir.
En este caso también p113 es nulo puesto que V (3) 6⊆ Λ2m1 aplicando el Corolario 2.1.8.

PASO 2 En este paso comprobaremos si 〈a, b〉 en el espacio vectorial N = m1⊕m2⊕m3 definido
por 〈m2,m2〉 = 〈m1,m3〉 = 〈m2,m3〉 = 〈m3,m3〉 = 0 y 〈a1, b1〉 = p112(a1 ⊗ b1), 〈a1, b2〉 =
p123(a1 ⊗ b2) con ai, bi ∈ mi. Notar que según el Teorema 2.1.7 basta con que se verifique la
identidad (2.3).

a) En este caso debemos comprobar que ∀f, g, h ∈ V3 se cumple∑
ćıclica
(f,g,h)

αβ((f, g)1, h)1 = 0⇔
∑

ćıclica
(f,g,h)

((f, g)1, h)1 = 0

puesto que αβ 6= 0. Utilizando ahora la identidad de Gordan
(
f g h
3 3 3
0 1 1

)
para f, g, h (ver Cuadro

1.2) elementos de V3, se obtiene la siguiente identidad:

1

2
((f, g)2, h)0 + ((f, g)1, h)1 =

1

2
((f, h)2, g)0 + ((f, h)1, g)1. (2.6)

Si en la anterior expresión se cambia f por g se obtiene

1

2
((g, f)2, h)0 + ((g, f)1, h)1 =

1

2
((g, h)2, f)0 + ((g, h)1, f)1. (2.7)

Si en lugar de cambiar f por g se cambia f por h se obtiene

1

2
((h, g)2, f)0 + ((h, g)1, f)1 =

1

2
((h, f)2, g)0 + ((h, f)1, g)1. (2.8)

Cambiando de lado los dos términos de la igualdad (2.6) se tiene

1

2
((f, h)2, g)0 + ((f, h)1, g)1 =

1

2
((f, g)2, h)0 + ((f, g)1, h)1. (2.9)

Ahora teniendo en cuenta que (a, b)k = (−1)k(b, a)k, observamos que ((a, b)2, c)0 = ((b, a)2, c)0.
Aśı, sumando las expresiones (2.7), (2.8) y (2.9), obtenemos:

((g, f)1, h)1 + ((h, g)1, f)1 + ((f, h)1, g)1 = ((f, g)1, h)1 + ((g, h)1, f)1 + ((h, f)1, g)1,

pero como ((a, b)1, c)1 = −((b, a)1, c)1 puede ser reescrita como

0 = 2((f, g)1, h)1 + 2((g, h)1, f)1 + 2((h, f)1, g)1,

como queŕıamos probar.
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b) En este caso, la identidad (2.3) es de la forma:∑
ćıclica
(f,g,h)

((f, g)3, h)0 = 0, con f, g, h ∈ V3.

Ahora bien,∑
ćıclica

((x2y, xy2)3, y
3)0 = ((x2y, xy2)3, y

3)0 + ((xy2, y3)3, x
2y)0 + ((y3, x2y)3, xy

2)0 =

−(
1

3
, y3)0 + (0, x2y)0 + (0, xy2)0 = −1

3
y3 6= 0.

Por tanto, la elección de módulos m1 = V (3), m2 = V (0) y m3 = V (3) no proporciona un
álgebra de Lie.

PASO 3 Este paso solo es necesario realizarlo para el caso a).

Se tiene que Lα,βsl2(F)(V (3), V (4), V (5), α(·, ·)1, 0, β(·, ·)1) = sl2(F) ⊕ V (3) ⊕ V (4) ⊕ V (5) es un

álgebra de Lie con 5 ideales en cadena:

0 < V (5) < V (4)⊕ V (5) < V (3)⊕ V (4)⊕ V (5) < L.

En este caso los productos quedan definidos de la siguiente forma:

[a, b] = α(a, b)1 ∈ V (4) si a, b ∈ V (3)

[a, b] = β(a, b)1 ∈ V (5) si a ∈ V (3), b ∈ V (4)

[a, b] = 0 si a, b ∈ V (4)

[a, b] = 0 si a ∈ V (5) o b ∈ V (5)

[s1, s2] = s1s2 − s2s1 si s1, s2 ∈ sl2(F)

[s, a] = ρ1(s)(a) = −[a, s] si a ∈ V (3), s ∈ sl2(F)

[s, a] = ρ2(s)(a) = −[a, s] si a ∈ V (4), s ∈ sl2(F)

[s, a] = ρ3(s)(a) = −[a, s] si a ∈ V (5), s ∈ sl2(F)

donde ρ1(s), ρ2(s) y ρ3(s) actúan como acción por derivaciones de sl2(F) identificando V (d) con
Vd.

Observación 2.2.3. Las fórmulas [a, b] = (a, b)1 ∈ V (4) si a, b ∈ V (3), (si tomamos α = 1)
[s, a] = ρ1(s)(a) si a ∈ V (3), s ∈ sl2(F) y [s, a] = ρ2(s)(a) si a ∈ V (4), s ∈ sl2(F) del ejemplo
previo, y el producto [a, b] = 0 si a ∈ V (3), b ∈ V (4) proporcionan el álgebra de Lie L3,4 del
ejemplo inicial.

Ejemplo 2.2.4. Veamos ahora un ejemplo en el que el álgebra simple utilizada es sp4(F), y
tomaremos t = 2, es decir estaremos intentando construir un álgebra de Lie con 4-ideales en
cadena. Usamos la forma matricial de sp4(F) cuyo producto viene dado por el antisimetrizado del
producto de matrices, esto es: [A,B] = AB −BA.

PASO 1 En este caso hemos elegido como álgebra de Lie simple sp4(F). Tomamos como sp4-módulo
irreducible m1 = F4 = V (λ1). La acción de sp4(F) sobre F4 es la natural ρ : sp4(F) −→ gl(F4),
esto es: A −→ TA : F4 → F4 con TA(b) = Ab. Ahora calculamos Λ2m1 = V (λ2)⊕ V (0) y tomamos
m2 = V (0) = Fz módulo trivial para sp4(F). Debemos elegir las aplicaciones que definen el producto
de los diferentes elementos de N . Notar que las aplicaciones que definen los productos m1 ⊗m2 y
m2 ⊗m2 deben ser necesariamente nulas. Por lo tanto, solo necesitamos definir m1 ⊗m1 → m2, y
lo hacemos de la siguiente forma:

B : F4 ⊗ F4 → F
(a, b)→ aTSb
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PASO 2 La comprobación de la identidad de Jacobi es trivial ya que, al operar tres elementos de
m1, se obtiene necesariamente 0.

PASO 3 El producto quedaŕıa entonces definido de la siguiente forma.

[a, b] = B(a, b) = aTSb si a, b ∈ m1 = F4

[a, b] = 0 si a ∈ F o b ∈ m2 = Fz
[A,B] = AB −BA si A,B ∈ sp4(F)

[A, b] = ρ(A)(b) = −[b, A] si b ∈ m1, A ∈ sp4(F)

[A, b] = 0 si b ∈ m2, A ∈ sp4(F)

2.3. Construcciones con sl2(F).

Tras haber introducido los Teoremas 2.1.6 y 2.1.7 para la construcción de álgebras de Lie cuyos
ideales forman una 3, 4, 5-cadena con factor de Levi simple S y radical nilpotente, nos centramos
en estudiar en profundidad las construcciones de 5-cadenas en el caso particular S = sl2(F). Para
llevar a cabo esta construcción utilizaremos el modelo sl2(F) dado por derivaciones parciales y los
módulos irreducibles Vd como descritos en la subsección 1.2.1 y los sl2-homomorfismos llamados
transvecciones introducidos en la Definición 1.2.18. El Ejemplo 2.2.2 nos sirve de gúıa.

Tanto los módulos como los productos serán elegidos siguiendo las pautas marcadas por el Paso
1 del Procedimiento de construcción 2.1.10. De esta forma partiremos de un módulo m1 = V (d1)
y elegiremos como m2 = V (d2) con d2 = 2d1 − 2k para algún impar k tal que 1 ≤ k ≤ d1 y
como m3 = V (d3) donde d3 = 3d1 − 2k − 2r para algún r tal que |d1 − 2k| ≤ d3. Los productos
sl2-invariantes pijl vendrán dados por las transvecciones en la forma:

Vdi ⊗ Vdj → Vdl =

{
0 si dl 6= di + dj − 2s

α(· , ·)s si dl = di + dj − 2s

para algún escalar α ∈ F. Hay que tener en cuenta que si i = j entonces s debe ser necesariamente
impar. Como indica el Paso 2, en el espacio vectorial

N = V (d1)⊕ V (d2)⊕ V (d3)

definiremos el producto binario determinado por p112 = α(· , ·)k, p123 = β(· , ·)r con αβ 6= 0 y
p113 = δ(· , ·)l si 2r = d1 − 2(k − l) para algún l (en otro caso, la única posibilidad es p113 = 0).
Debemos comprobar el cumplimiento de la identidad de Jacobi, que nos llevará a concluir si los
productos proporcionan o no un álgebra de Lie en el espacio vectorial N . En caso afirmativo, el
espacio vectorial

L = sl2(F)⊕N

tendrá sus productos definidos de acuerdo con lo establecido en el Paso 3. La Observación 2.1.9
nos informa de que, en las construcciones, podemos suponer p113 = 0.

2.3.1. Lemas generales

Los lemas de esta sección verifican si las distintas elecciones de pares (k, r) y (α, β) con αβ 6= 0,
que indican sus enunciados, proporcionan un álgebra de Lie en el espacio vectorial L = sl2(F) ⊕
V (n)⊕ V (2n− 2k)⊕ V (3n− 2k − 2r). En caso afirmativo, obtendremos el álgebra de Lie

L = Lsl2(F)(V (n), V (2n− 2k), V (3n− 2k − 2r), α(· , ·)k, 0, β(· , ·)r).

En la demostración de cada uno de ellos, para comprobar la identidad de Jacobi sin pérdida de ge-
neralidad, supondremos que α = β = 1 (ver Ejemplo 2.2.2 donde se justifica que este reescalamiento
siempre se puede hacer).

Lema 2.3.1. El espacio vectorial L = sl2(F)⊕V (n)⊕V (2n− 2)⊕V (3n− 2) es un álgebra de Lie
para todo entero n ≥ 1 usando como productos p112 = α(· , ·)1 y p123 = β(· , ·)0.
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Demostración. Haciendo uso del Teorema 2.1.7 bastaŕıa con comprobar que se verifica la identidad
(2.3) para cualquier terna de elementos de V (n). Para probar dicha identidad haremos uso de
las transvecciones y trabajaremos con tres elementos cualesquiera f, g, h ∈ Vn. En este caso las
transvecciones que definen los productos son las dadas por k = 1 y r = 0. Esto es:

(· , ·)1 : Vn ⊗ Vn −→ V2n−2

(· , ·)0 : Vn ⊗ V2n−2 −→ V3n−2

La fórmula de Gordan dada por los valores
(
f g h
n n n
0 0 1

)
proporciona la siguiente identidad:(

n−1
0

)(
0
0

)(
2n−1

0

) ((f, g)1, h)0 =

(
n
0

)(
1
0

)(
2n+1

0

) ((f, h)0, g)1 +

(
n
1

)(
1
1

)(
2n
1

) ((f, h)1, g)0,

que equivale a

((f, g)1, h)0 = ((f, h)0, g)1 +
n

2n
((f, h)1, g)0,

y como n 6= 0

((f, g)1, h)0 =
1

2
((f, h)1, g)0 + ((f, h)0, g)1. (2.10)

Si en la anterior ecuación se cambia f por h, se obtiene

((h, g)1, f)0 =
1

2
((h, f)1, g)0 + ((h, f)0, g)1. (2.11)

Utilizando que ((f, h)1, g)0 = −((h, f)1, g)0 por la antisimetŕıa de la 1-transvección, la anterior
ecuación se puede reescribir como

((f, g)1, h)0 = −1

2
((h, f)1, g)0 + ((f, h)0, g)1, (2.12)

mientras que como ((h, g)1, f)0 = −((g, h)1, f)0 y (f, h)0 = (h, f)0, la expresión (2.11) equivale a

− ((g, h)1, f)0 =
1

2
((h, f)1, g)0 + ((f, h)0, g)1. (2.13)

Si ahora restamos (2.13)-(2.12), obtenemos

−((g, h)1, f)0 − ((f, g)1, h)0 = ((h, f)1, g)0,

que coincide con la identidad buscada.

Lema 2.3.2. El espacio vectorial L = sl2(F)⊕V (n)⊕V (2n− 2)⊕V (3n− 4) es un álgebra de Lie
para todo entero n ≥ 2 usando como productos p112 = α(· , ·)1 y p123 = β(· , ·)1.

Demostración. Haciendo uso del Teorema 2.1.7 bastaŕıa con comprobar que se verifica la identi-
dad (2.3) para cualquier terna elementos de V (n). Para probar dicha identidad haremos uso de
las transvecciones y trabajaremos con tres elementos cualesquiera f, g, h ∈ Vn. En este caso las
transvecciones que definen los productos son las dadas por k = 1 y r = 1. Esto es:

(· , ·)1 : Vn ⊗ Vn −→ V2n−2

(· , ·)1 : Vn ⊗ V2n−2 −→ V3n−4

La fórmula de Gordan dada por los valores
(
f g h
n n n
0 1 1

)
proporciona la siguiente identidad:

(
n−1

0

)(
1
0

)(
2n−1

0

) ((f, g)1, h)1 +

(
n−1

1

)(
1
1

)(
2n−2

1

) ((f, g)2, h)0 =

(
n−1

0

)(
1
0

)(
2n−1

0

) ((f, h)1, g)1 +

(
n−1

1

)(
1
1

)(
2n−2

1

) ((f, h)2, g)0,
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que equivale a

((f, g)1, h)1 +
n− 1

2n− 2
((f, g)2, h)0 = ((f, h)1, g)1 +

n− 1

2n− 2
((f, h)2, g)0,

y como n ≥ 2
1

2
((f, g)2, h)0 + ((f, g)1, h)1 =

1

2
((f, h)2, g)0 + ((f, h)1, g)1. (2.14)

Si en la anterior expresión se cambia f por g se obtiene

1

2
((g, f)2, h)0 + ((g, f)1, h)1 =

1

2
((g, h)2, f)0 + ((g, h)1, f)1. (2.15)

Si en lugar de cambiar f por g se cambia f por h se obtiene

1

2
((h, g)2, f)0 + ((h, g)1, f)1 =

1

2
((h, f)2, g)0 + ((h, f)1, g)1. (2.16)

Cambiando de lado los dos términos de la igualdad (2.14) se tiene

1

2
((f, h)2, g)0 + ((f, h)1, g)1 =

1

2
((f, g)2, h)0 + ((f, g)1, h)1. (2.17)

Ahora teniendo en cuenta que (a, b)k = (−1)k(b, a)k, observamos que ((a, b)2, c)0 = ((b, a)2, c)0

Teniendo esto en cuenta, y sumando las expresiones (2.15), (2.16) y (2.17), obtenemos:

((g, f)1, h)1 + ((h, g)1, f)1 + ((f, h)1, g)1 = ((f, g)1, h)1 + ((g, h)1, f)1 + ((h, f)1, g)1,

pero como ((a, b)1, c)1 = −((b, a)1, c)1 puede ser reescrita como

0 = 2((f, g)1, h)1 + 2((g, h)1, f)1 + 2((h, f)1, g)1,

que es la identidad que buscábamos probar puesto que estamos en caracteŕıstica 0.

Lema 2.3.3. El espacio vectorial L = sl2(F)⊕V (n)⊕V (2n− 6)⊕V (3n− 8) es un álgebra de Lie
para todo entero n ≥ 4 usando como productos p112 = α(· , ·)3 y p123 = β(· , ·)1.

Demostración. Haciendo uso del Teorema 2.1.7 bastaŕıa con comprobar que se verifica la identi-
dad (2.3) para cualquier terna elementos de V (n). Para probar dicha identidad haremos uso de
las transvecciones y trabajaremos con tres elementos cualesquiera f, g, h ∈ Vn. En este caso las
transvecciones que definen los productos son las dadas por k = 3 y r = 1. Esto es:

(· , ·)3 : Vn ⊗ Vn −→ V2n−6

(· , ·)1 : Vn ⊗ V2n−6 −→ V3n−8

La fórmula de Gordan dada por los valores
(
f g h
n n n
0 2 2

)
proporciona la siguiente identidad:

(
n−2

0

)(
2
0

)(
2n−3

0

) ((f, g)2, h)2 +

(
n−2

1

)(
2
1

)(
2n−4

1

) ((f, g)3, h)1 +

(
n−2

2

)(
2
2

)(
2n−5

2

) ((f, g)4, h)0 =(
n−2

0

)(
2
0

)(
2n−3

0

) ((f, h)2, g)2 +

(
n−2

1

)(
2
1

)(
2n−4

1

) ((f, h)3, g)1 +

(
n−2

2

)(
2
2

)(
2n−5

2

) ((f, h)4, g)0,

que equivale a

((f, g)2, h)2 +
2(n− 2)

2n− 4
((f, g)3, h)1 +

(n− 2)(n− 3)

(2n− 5)(2n− 6)
((f, g)4, h)0 =

((f, h)2, g)2 +
2(n− 2)

2n− 4
((f, h)3, g)1 +

(n− 2)(n− 3)

(2n− 5)(2n− 6)
((f, h)4, g)0,
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y como n ≥ 4 esta expresión equivale a

((f, g)2, h)2 + ((f, g)3, h)1 + λ((f, g)4, h)0 = ((f, h)2, g)2 + ((f, h)3, g)1 + λ((f, h)4, g)0, (2.18)

donde λ = (n−2)(n−3)
(2n−5)(2n−6) . Si en la anterior expresión se intercambian f y g se obtiene

((g, f)2, h)2 + ((g, f)3, h)1 + λ((g, f)4, h)0 = ((g, h)2, f)2 + ((g, h)3, f)1 + λ((g, h)4, f)0, (2.19)

Si en su lugar se intercambian f y h se tiene

((h, g)2, f)2 + ((h, g)3, f)1 + λ((h, g)4, f)0 = ((h, f)2, g)2 + ((h, f)3, g)1 + λ((h, f)4, g)0, (2.20)

Finalmente si se gira (2.18) resultará más cómodo operar, obteniéndose

((f, h)1, g)1 + ((f, h)3, g)1 + λ((f, h)4, g)0 = ((f, g)2, h)2 + ((f, g)3, h)1 + λ((f, g)4, h)0, (2.21)

Sumando (2.19), (2.20) y (2.21) y haciendo uso de la propiedad (a, b)k = (−1)k(b, a)k de las
transvecciones, se obtiene

0 = 2((f, g)3, h)1 + 2((g, h)3, f)1 + 2((h, f)3, g)1

que es la identidad que buscábamos probar puesto que estamos en caracteŕıstica 0.

Lema 2.3.4. El espacio vectorial L = sl2(F)⊕V (n)⊕V (2n− 2)⊕V (3n− 8) es un álgebra de Lie
para todo entero n ≥ 3 usando como productos p112 = α(· , ·)1 y p123 = β(· , ·)3.

Demostración. Haciendo uso del Teorema 2.1.7 bastaŕıa con comprobar que se verifica la identi-
dad (2.3) para cualquier terna elementos de V (n). Para probar dicha identidad haremos uso de
las transvecciones y trabajaremos con tres elementos cualesquiera f, g, h ∈ Vn. En este caso las
transvecciones que definen los productos son las dadas por k = 1 y r = 3. Esto es:

(· , ·)1 : Vn ⊗ Vn −→ V2n−2

(· , ·)3 : Vn ⊗ V2n−2 −→ V3n−8

Veremos que se cumple en general para todo n ≥ 4, para el caso n = 3 se verá mas adelante como
un caso particular. Esta distinción es necesaria puesto que la fórmula de Gordan que se ha elegido
no es válida si n = 3 ya que incumpliŕıa que α2 + α3 ≤ n, ya que 1 + 3 = 4 6> 3.

La fórmula de Gordan dada por los valores
(
f g h
n n n
0 1 3

)
proporciona la siguiente identidad:

(
n−3

0

)(
1
0

)(
2n−5

0

) ((f, g)3, h)1 +

(
n−3

1

)(
1
1

)(
2n−6

1

) ((f, g)4, h)0 =

(
n−1

0

)(
3
0

)(
2n−1

0

) ((f, h)1, g)3+

+

(
n−1

1

)(
3
1

)(
2n−2

1

) ((f, h)2, g)2 +

(
n−1

2

)(
3
2

)(
2n−3

2

) ((f, h)3, g)1 +

(
n−1

3

)(
3
3

)(
2n−4

3

) ((f, h)4, g)0,

que equivale a

((f, g)3, h)1 +
n− 3

2n− 6
((f, g)4, h)0 = ((f, h)1, g)3 +

3(n− 1)

(2n− 2)
((f, h)2, g)2+

+
3(n− 1)(n− 2)

(2n− 3)(2n− 4)
((f, h)3, g)1 +

(n− 1)(n− 2)(n− 3)

(2n− 4)(2n− 5)(2n− 6)
((f, h)4, g)0,

y como n ≥ 4 esta expresión es equivalente a

((f, g)3, h)1 +
1

2
((f, g)4, h)0 = ((f, h)1, g)3 +

3

2
((f, h)2, g)2 +λ1((f, h)3, g)1 +λ2((f, h)4, g)0, (2.22)
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donde λ1 = 3(n−1)
2(2n−3) y λ2 = (n−1)

4(2n−5) son ambos no nulos por ser n ≥ 4. Intercambiando f por g se
tiene

((g, f)3, h)1 +
1

2
((g, f)4, h)0 = ((g, h)1, f)3 +

3

2
((g, h)2, f)2 +λ1((g, h)3, f)1 +λ2((g, h)4, f)0 (2.23)

Si en (2.22) se intercambia f por h se obtiene

((h, g)3, f)1 +
1

2
((h, g)4, f)0 = ((h, f)1, g)3 +

3

2
((h, f)2, g)2 +λ1((h, f)3, g)1 +λ2((h, f)4, g)0 (2.24)

Si en (2.22) se intercambia g por h se obtiene

((f, h)3, g)1 +
1

2
((f, h)4, g)0 = ((f, g)1, h)3 +

3

2
((f, g)2, h)2 +λ1((f, g)3, h)1 +λ2((f, g)4, h)0 (2.25)

Si en (2.22) se cambia f por g, g por h y h por f se obtiene

((g, h)3, f)1 +
1

2
((g, h)4, f)0 = ((g, f)1, h)3 +

3

2
((g, f)2, h)2 +λ1((g, f)3, h)1 +λ2((g, f)4, h)0 (2.26)

Si en (2.22) se cambia f por h, h por g y g por f se obtiene

((h, f)3, g)1 +
1

2
((h, f)4, g)0 = ((h, g)1, f)3 +

3

2
((h, g)2, f)2 +λ1((h, g)3, f)1 +λ2((h, g)4, f)0 (2.27)

Operando las anteriores expresiones de la siguiente forma:

(2.23)− (2.22) + (2.24)− (2.26) + (2.25)− (2.27),

y haciendo uso de la propiedad (a, b)k = (−1)k(b, a)k de las transvecciones se llega a

2(λ1 − 1)[((f, g)3, h)1 + ((g, h)3, f)1 + ((h, f)3, g)1] = 2((f, g)1, h)3 + 2((g, h)1, f)3 + 2((h, f)1, g)3.

Por el Lema 2.3.3 ((f, g)3, h)1 + ((g, h)3, f)1 + ((h, f)3, g)1 = 0. Luego:

0 = ((f, g)1, h)3 + ((g, h)1, f)3 + ((h, f)1, g)3,

que coincide con la identidad buscada.

Veamos ahora que esta identidad también se tiene para el caso n = 3. La fórmula de Gordan

dada por los valores
(
f g h
3 3 3
1 1 2

)
para f, g, h ∈ V3 proporciona la identidad

((f, g)2, h)2 = −1

2
((f, h)2, g)2 − ((f, h)1, g)3. (2.28)

Intercambiando f por g se tiene

((g, f)2, h)2 = −1

2
((g, h)2, f)2 − ((g, h)1, f)3. (2.29)

Si en (2.28) se intercambia f por h se obtiene

((h, g)2, f)2 = −1

2
((h, f)2, g)2 − ((h, f)1, g)3. (2.30)

Si en (2.28) se intercambia g por h se obtiene

((f, h)2, g)2 = −1

2
((f, g)2, h)2 − ((f, g)1, h)3. (2.31)

Si en (2.28) se cambia f por g, g por h y h por f se obtiene

((g, h)2, f)2 = −1

2
((g, f)2, h)2 − ((g, f)1, h)3. (2.32)
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Si en (2.28) se cambia f por h, h por g y g por f se obtiene

((h, f)2, g)2 = −1

2
((h, g)2, f)2 − ((h, g)1, f)3. (2.33)

Operando las anteriores expresiones de la siguiente forma:

(2.29)− (2.28) + (2.30)− (2.32) + (2.31)− (2.33),

y simplificando haciendo uso de la propiedad (a, b)k = (−1)k(b, a)k de las transvecciones, se obtiene

0 = −2((f, g)1, h)3 − 2((g, h)1, f)3 − 2((h, f)1, g)3,

que coincide con la identidad buscada. Quedando aśı completamente probado el Lema.

Los anteriores resultados buscaban todos ellos encontrar diferentes espacios vectoriales que
fueran álgebras de Lie con productos no nulos p112 y p123. A continuación, mostramos una serie de
lemas que buscan lo contrario, es decir, encontrar espacios vectoriales que no cumplan la identidad
de Jacobi si los productos son no nulos, y por lo tanto que no sean álgebras de Lie. Pero antes,
aclararemos algunas notaciones que utilizaremos en estos lemas.

Notación 2.3.5. Sea L = sl2 ⊕ V (n) ⊕ V (2n − 2k) ⊕ V (3n − 2k − 2r) espacio vectorial, con
n ≥ 1, k ≤ n y 3n − 2k − 2r ≤ |n − 2k|. Las bases de los módulos irreducibles que aparecen
en la descomposición de L las representaremos como sigue. Para V (n) la base vendrá dada por
B(V (n)) := {v0, v1, . . . , vn}, para V (2n− 2k) como B(V (2n− 2k)) := {w0, w1, . . . , w2n−2k} y para
V (3n− 2k − 2r) como B(V (3n− 2k − 2r)) := {u0, u1, . . . , u3n−2k−2r}.

Notación 2.3.6. Sea L = sl2⊕V (n)⊕V (2n− 2k)⊕V (3n− 2k− 2r) espacio vectorial, con n ≥ 1,
k ≤ n y 3n − 2k − 2r ≤ |n − 2k|. Al par de enteros (k, r) lo llamamos par de transvecciones de
L. Esto se debe a que en este espacio vectorial el producto entre dos elementos de Vn viene dado
por la k-transvección, y el producto entre un elemento de Vn y otro de V2n−2k viene dado por la
r-transvección.

Lema 2.3.7. Sea un entero n ≥ 2. El espacio vectorial L = sl2(F)⊕V (n)⊕V (2n− 2)⊕V (3n− 6)
no es álgebra de Lie si usamos como productos p112 = α(· , ·)1 y p123 = β(· , ·)2 salvo que αβ = 0.

Demostración. Notar que en este caso el par de transvecciones es el (1, 2). Para a, b, c ∈ V (n), la
identidad de Jacobi vendŕıa dada por∑

ćıclica
(a,b,c)

αβ((a, b)1, c)2 = 0.

Si αβ 6= 0 la terna de elementos v0, v1, v2 ∈ V (n) no verifica dicha identidad. En efecto:

((v0, v1)1, v2)2 = (
1

n
w0, v2)2 =

2

n2(n− 1)
u0.

((v1, v2)1, v0)2 = (
1

n
w2, v0)2 =

2

n(2n− 2)(2n− 3)
u0.

((v2, v0)1, v1)2 = (
−2

n
w1, v1)2 =

2

n2(n− 1)
u0.

De forma que tenemos que ∑
ćıclica

(v0,v1,v2)

((v0, v1)1, v2)2 =
9n− 12

n2(2n− 3)(n− 1)
u0

que es distinto de cero puesto que n ≥ 2, n ∈ Z y obviamente u0 6= 0. De forma que queda aśı
probado que para cada n ≥ 2 el espacio vectorial L = sl2 ⊕ V (n) ⊕ V (2n − 2) ⊕ V (3n − 6) no es
álgebra de Lie.
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Lema 2.3.8. Sea un entero n ≥ 4. El espacio vectorial L = sl2(F)⊕V (n)⊕V (2n−2)⊕V (3n−10)
no es álgebra de Lie si usamos como productos p112 = α(· , ·)1 y p123 = β(· , ·)4 salvo que αβ = 0.

Demostración. Notar que en este caso el par de transvecciones es el (1, 4). Para a, b, c ∈ V (n), la
identidad de Jacobi vendŕıa dada por∑

ćıclica
(a,b,c)

αβ((a, b)1, c)4 = 0.

Si αβ 6= 0 la terna de elementos v1, v2, v3 ∈ V (n) no verifica dicha identidad. En efecto:

((v1, v2)1, v3)4 = (
1

n
w2, v3)4 = − 48

n(n− 1)(2n− 2)(2n− 3)(2n− 4)
u1.

((v2, v3)1, v1)4 = (
1

n
w4, v1)4 = − 24(7n− 20)

n2(2n− 2)(2n− 3)(2n− 4)(2n− 5)
u1.

((v3, v1)1, v2)4 = (
−2

n
w3, v2)4 = − 96(2n− 5)

n2(n− 1)(2n− 2)(2n− 3)(2n− 4)
u1.

De forma que tenemos que∑
ćıclica

(v1,v2,v3)

((v1, v2)1, v3)4 = − 72(3n− 8)(3n− 5)

n2(n− 1)(2n− 2)(2n− 3)(2n− 4)(2n− 5))
u1

que es distinto de cero puesto que n ≥ 4, n ∈ Z y obviamente u1 6= 0. De forma que queda aśı
probado que para cada n ≥ 4 el espacio vectorial L = sl2 ⊕ V (n)⊕ V (2n− 2)⊕ V (3n− 10) no es
álgebra de Lie.

Lema 2.3.9. Sea un entero n ≥ 5. El espacio vectorial L = sl2(F)⊕V (n)⊕V (2n−2)⊕V (3n−12)
no es álgebra de Lie si usamos como productos p112 = α(· , ·)1 y p123 = β(· , ·)5 salvo que αβ = 0.

Demostración. Notar que en este caso el par de transvecciones es el (1, 5). Para a, b, c ∈ V (n), la
identidad de Jacobi vendŕıa dada por∑

ćıclica
(a,b,c)

αβ((a, b)1, c)5 = 0.

Si αβ 6= 0 la terna de elementos v1, v2, v3 ∈ V (n) no verifica dicha identidad. En efecto:

((v1, v2)1, v3)5 = (
1

n
w2, v3)5 =

480(n− 3)

(n− 1)n2(2n− 2)(2n− 3)(2n− 4)(2n− 6)
u0.

((v2, v3)1, v1)5 = (
1

n
w4, v1)5 =

240(n− 3)

n2(2n− 2)(2n− 3)(2n− 4)(2n− 5)(2n− 6)
u0.

((v3, v1)1, v2)5 = (
−2

n
w3, v2)5 =

480(n− 3)

(n− 1)n2(2n− 2)(2n− 3)(2n− 4)(2n− 6)
u0.

De forma que tenemos que∑
ćıclica

(v1,v2,v3)

((v1, v2)1, v3)5 =
720(3n− 7)(n− 3)

(n− 1)n2(2n− 2)(2n− 3)(2n− 4)(2n− 5)(2n− 6)
u0,

que es distinto de cero puesto que n ≥ 5, n ∈ Z y obviamente u0 6= 0. De forma que queda aśı
probado que para cada n ≥ 5 el espacio vectorial L = sl2 ⊕ V (n)⊕ V (2n− 2)⊕ V (3n− 12) no es
álgebra de Lie.
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Lema 2.3.10. Sea un entero n ≥ 6. El espacio vectorial L = sl2(F)⊕V (n)⊕V (2n−2)⊕V (3n−14)
no es álgebra de Lie si usamos como productos p112 = α(· , ·)1 y p123 = β(· , ·)6 salvo que αβ = 0.

Demostración. Notar que en este caso el par de transvecciones es el (1, 6). Para a, b, c ∈ V (n), la
identidad de Jacobi vendŕıa dada por ∑

ćıclica
(a,b,c)

((a, b)1, c)6 = 0.

Si αβ 6= 0 la terna de elementos v1, v3, v5 ∈ V (n) no verifica dicha identidad. En efecto:

((v1, v3)1, v5)6 = (
2

n
w3, v5)6 =

11520(n− 7)

(n− 1)(n− 2)(n− 4)n2(2n− 2)(2n− 4)(2n− 6)
u2.

((v3, v5)1, v1)6 = (
2

n
w7, v1)6 =

−10080(5n− 21)

n2(2n− 2)(2n− 3)(2n− 4)(2n− 5)(2n− 6)(2n− 7)
u2.

((v5, v1)1, v3)6 = (
−4

n
w5, v3)6 =

2880(13n2 − 79n+ 126)

(n− 1)(n− 2)n2(2n− 2)(2n− 3)(2n− 4)(2n− 5)(2n− 6)
u2.

De forma que tenemos que∑
ćıclica

(v1,v3,v5)

((v1, v3)1, v5)6 = − 540(n− 7)(3n− 10)(3n− 8)(3n− 7)

n2(n− 1)2(n− 2)2(n− 3)(n− 4)(2n− 3)(2n− 5)(2n− 7)
u2,

que es distinto de cero para n 6= 7 entero y n ≥ 6 y obviamente u2 6= 0. Para el caso n = 7 la
3-tupla v2, v3, v5 proporciona un ejemplo en el que no se cumple la identidad de Jacobi. En efecto,

((v2, v3)1, v5)6 + ((v3, v5)1, v2)6 + ((v5, v2)1, v3)6 = (
1

7
w4, v5)6 + (

2

7
w7, v2)6+

+ (−3

7
w6, v3)6 =

1

693
u3 +

5

1386
u3 +

5

2156
u3 =

13

1764
u3 6= 0.

De forma que queda aśı probado que para cada n ≥ 6 el espacio vectorial L = sl2⊕V (n)⊕V (2n−
2)⊕ V (3n− 14) no es álgebra de Lie.

Lema 2.3.11. Sea un entero n ≥ 3. El espacio vectorial L = sl2(F)⊕V (n)⊕V (2n−6)⊕V (3n−6)
no es álgebra de Lie si usamos como productos p112 = α(· , ·)3 y p123 = β(· , ·)0 salvo que αβ = 0.

Demostración. Notar que en este caso el par de transvecciones es el (3, 0). Para a, b, c ∈ V (n), la
identidad de Jacobi vendŕıa dada por ∑

ćıclica
(a,b,c)

((a, b)3, c)0 = 0.

Si αβ 6= 0 la terna de elementos v1, v2, v3 ∈ V (n) no verifica dicha identidad. En efecto:

((v1, v2)3, v3)0 = (− 6

(n− 1)n2
w0, v3)0 = − 6

(n− 1)n2
u3.

((v2, v3)3, v1)0 = (
−12(n− 3)

(n− 1)(n− 2)n2
w2, v1)0 =

−12(n− 3)

(n− 1)(n− 2)n2
u3.

((v3, v1)3, v2)0 = (
12(n− 3)

(n− 1)(n− 2)n2
w1, v2)0 =

12(n− 3)

(n− 1)(n− 2)n2
u3.

De forma que tenemos que ∑
ćıclica

(v1,v2,v3)

((v1, v2)3, v0)4 = − 6

(n− 1)n2
u3,

que es distinto de cero puesto que n ≥ 3, n ∈ Z y obviamente u3 6= 0. De forma que queda aśı
probado que para cada n ≥ 3 el espacio vectorial L = sl2 ⊕ V (n) ⊕ V (2n − 6) ⊕ V (3n − 6) no es
álgebra de Lie.
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Lema 2.3.12. Sea un entero n ≥ 3. El espacio vectorial L = sl2(F)⊕V (n)⊕V (2n−6)⊕V (3n−10)
no es álgebra de Lie si usamos como productos p112 = α(· , ·)3 y p123 = β(· , ·)2 salvo que αβ = 0.

Demostración. Notar que en este caso el par de transvecciones es el (3, 2). Para a, b, c ∈ V (n), la
identidad de Jacobi vendŕıa dada por ∑

ćıclica
(a,b,c)

((a, b)3, c)2 = 0.

Si αβ 6= 0 la terna de elementos v1, v2, v3 ∈ V (n) no verifica dicha identidad. En efecto:

((v1, v2)3, v3)2 = (− 6

(n− 1)n2
w0, v3)2 = − 36

(n− 1)2n3
u1.

((v2, v3)3, v1)2 = (
−12(n− 3)

(n− 1)(n− 2)n2
w2, v1)2 =

12(3n− 14)

(n− 1)(n− 2)n3(2n− 7)
u1.

((v3, v1)3, v2)2 = (
12(n− 3)

(n− 1)(n− 2)n2
w1, v2)2 = − 48

(n− 1)2(n− 2)n3
u1.

De forma que tenemos que∑
ćıclica

(v1,v2,v3)

((v1, v2)3, v0)2 = − 12(3n− 8)

(n− 2)(n− 1)2n2(2n− 7)
u1,

que es distinto de cero puesto que n ≥ 4, n ∈ Z y obviamente u1 6= 0. De forma que queda aśı
probado que para cada n ≥ 4 el espacio vectorial L = sl2 ⊕ V (n)⊕ V (2n− 6)⊕ V (3n− 10) no es
álgebra de Lie.

Ya hemos visto multitud de lemas que prueban que distintos espacios vectoriales son o no
álgebras de Lie. El álgebra de Lie de dimensión más grande para un módulo irreducible V (n) ∼=
N/N2 es la que viene dada al tomar V (2n−2) ∼= N2/N3 y V (3n−2) ∼= N3, luego determinada por
las transvecciones asociadas al par (k, r) = (1, 0). Ahora el objetivo podŕıa ser tratar de construir
las álgebras de Lie de dimensión más pequeña. Si n es impar la dimensión minimal vendŕıa dada
al tomar V (0) ∼= N2/N3 y, en el caso par, al considerar V (2) ∼= N2/N3. Sin embargo, los espacios
vectoriales de dimensión minimal no son álgebras de Lie si αβ 6= 0 de forma general.

Lema 2.3.13. Para cualquier entero impar n ≥ 3 L = sl2(F) ⊕ V (n) ⊕ V (0) ⊕ V (n) no es un
álgebra de Lie si usamos como productos p112 = α(· , ·)n y p123 = β(· , ·)0 salvo que αβ = 0.

Demostración. Notar que en este caso el par (k, r) correspondiente es el (n, 0) y por tanto se
están usando la n-transvección y la 0-transvección respectivamente. Para el caso n = 3, la terna
de elementos de la base de V (n) formada por {v1, v2, v3} nos proporciona un contraejemplo para
probar que no se cumple la identidad de Jacobi y que por tanto no puede ser que L = sl2⊕V (3)⊕
V (0) ⊕ V (3) sea álgebra de Lie. Esta afirmación queda probada en el ejemplo 2.2.2 Si n ≥ 5 la
terna {v1, v2, v(n−1)} nos da un ejemplo en el que no se cumple la identidad de Jacobi. En efecto,

((v1, v2)n, v(n−1))0 = (0, v(n−1))0 = 0.

((v2, v(n−1))n, v1)0 = (0, v1)0 = 0.

((v(n−1), v1)n, v2)0 = (
1

n
w0, v2)0 =

1

n
u2.

y sumando las tres expresiones anteriores se tiene que∑
ćıclica

(v1,v2,v(n−1))

((v1, v2)n, v(n−1))2 =
1

n
u2 6= 0.

De forma que queda aśı probado que para cada n ≥ 3 el par (n, 0) no proporciona un álgebra de
Lie si αβ 6= 0.
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Lema 2.3.14. Para cualquier entero par 2q = n ≥ 4, L = sl2(F)⊕ V (n)⊕ V (2)⊕ V (n+ 2) no es
un álgebra de Lie si usamos como productos p112 = α(· , ·)n−1 y p123 = β(· , ·)0 salvo que αβ = 0.

Demostración. Notar que en este caso el par (k, r) correspondiente es el (n − 1, 0) y por tanto
se están usando la (n − 1)-transvección y la 0-transvección respectivamente. Veamos que la terna
{v0, v3, vn} nos da un ejemplo en el que no se cumple la identidad de Jacobi. En efecto,

((v0, vn)n−1, v3)0 = (w1, v3)0 = u4.

((vn, v3)n−1, v0)0 = (0, v0)0 = 0.

((v3, v0)n−1, vn)0 = (0, vn)0 = 0.

y sumando las tres expresiones anteriores se tiene que∑
ćıclica

(v0,vn,v3)

((v0, vn)n−1, v3)0 = u4 6= 0.

De forma que queda aśı probado que para cada n ≥ 6 el par (n− 1, 0) no proporciona un álgebra
de Lie si αβ 6= 0.

Lema 2.3.15. Para cualquier entero par 2q = n ≥ 6, L = sl2(F)⊕ V (n)⊕ V (2)⊕ V (n) no es un
álgebra de Lie si usamos como productos p112 = α(· , ·)n−1 y p123 = β(· , ·)1 salvo que αβ = 0.

Demostración. Notar que en este caso el par (k, r) correspondiente es el (n − 1, 1) y por tanto
se están usando la (n − 1)-transvección y la 1-transvección respectivamente. Veamos que la terna
{v0, vn, v4} nos da un ejemplo en el que no se cumple la identidad de Jacobi. En efecto,

((v0, vn)n−1, v4)1 = (w1, v4)1 =
8− n

2n
u4.

((vn, v4)n−1, v0)1 = (0, v0)1 = 0.

((v4, v0)n−1, vn)1 = (0, vn)1 = 0.

y sumando las tres expresiones anteriores se tiene que∑
ćıclica

(v0,vn,v4)

((v0, vn)n−1, v4)1 =
8− n

2n
u4 6= 0 para n ≥ 6, n 6= 8.

Para el caso n = 8 la terna de elementos {v0, v5, v8} proporciona un contraejemplo de la identidad
de Jacobi. En efecto,

((v0, v5)7, v8)1 + ((v5, v8)7, v0)1 + ((v8, v0)7, v5)1 = (0, v8)1 + (0, v0)1 − (w1, v5)1 = −1

8
u5 6= 0.

De forma que queda aśı probado que para cada n ≥ 6 el par (n− 1, 1) no proporciona un álgebra
de Lie si αβ 6= 0.

Lema 2.3.16. Para cualquier entero par 2q = n ≥ 6, L = sl2(F)⊕ V (n)⊕ V (2)⊕ V (n− 2) no es
un álgebra de Lie si usamos como productos p112 = α(· , ·)n−1 y p123 = β(· , ·)2 salvo que αβ = 0.

Demostración. Notar que en este caso el par (k, r) correspondiente es el (n − 1, 2) y por tanto
se están usando la (n − 1)-transvección y la 2-transvección respectivamente. Veamos que la terna
{v0, vn, v4} nos da un ejemplo en el que no se cumple la identidad de Jacobi. En efecto,

((v0, vn)n−1, v4)2 = (w1, v4)2 =
4(4− n)

n(n− 1)
u3.

((vn, v4)n−1, v0)2 = (0, v0)2 = 0.
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((v4, v0)n−1, vn)2 = (0, vn)2 = 0.

y sumando las tres expresiones anteriores se tiene que∑
ćıclica

(v0,vn,v4)

((v0, vn)n−1, v4)2 =
4(4− n)

n(n− 1)
u3 6= 0 para n ≥ 6.

De forma que queda aśı probado que para cada n ≥ 6 el par (n− 1, 2) no proporciona un álgebra
de Lie si αβ 6= 0.

Notar que el Lema 2.3.16 también se cumple para n = 4, pero esto es un caso particular del
Lema 2.3.12.

2.3.2. Clasificación de las álgebras con dim(N/N2) ≤ 7

Los lemas estudiados en el apartado anterior nos sugieren la idea de estudiar en profundidad
algunas álgebras de Lie. En esta sección estudiaremos cuáles son todas las álgebras de Lie no
resolubles con factor de Levi sl2(F), con 5 ideales formando una cadena, y tal que dim(N/N2) ≤ 7.
En el 1Cuadro 2.1 se recogen todas ellas.

Veamos ahora que, en efecto, las álgebras de Lie que aparecen en el Cuadro 2.1 lo son, y que
además estas son todas. Recordar que un par de transvecciones (k, r) debe cumplir que 2n−2k ≥ 0
y que 3n−2k−2r ≥ |2n−2k−n| = |n−2k|. Estudiaremos ahora todos los pares que pueden aparecer
en la tabla y decidiremos si el espacio espacio vectorial L = sl2⊕V (n)⊕V (2n−2k)⊕V (3n−2k−2r)
es álgebra de Lie.

1. El par (1, 0) proporciona un álgebra de Lie para todo n ≥ 1 por el Lema 2.3.1.

2. El par (1, 1) proporciona un álgebra de Lie para todo n ≥ 2 por el Lema 2.3.2.

3. El par (1, 2) no proporciona un álgebra de Lie para todo n ≥ 2 por el Lema 2.3.7.

4. El par (1, 3) proporciona un álgebra de Lie para todo n ≥ 3 por el Lema 2.3.4.

5. El par (1, 4) no proporciona un álgebra de Lie para todo n ≥ 4 por el Lema 2.3.8.

6. El par (1, 5) no proporciona un álgebra de Lie para todo n ≥ 5 por el Lema 2.3.9.

7. El par (1, 6) no proporciona un álgebra de Lie para todo n ≥ 6 por el Lema 2.3.10.

8. El par (3, 0) no proporciona un álgebra de Lie para todo n ≥ 3 por el Lema 2.3.11.

9. El par (3, 1) proporciona un álgebra de Lie para todo n ≥ 4 por el Lema 2.3.3.

10. El par (3, 2) no proporciona un álgebra de Lie para todo n ≥ 4 por el Lema 2.3.12.

11. El par (3, 3) solo tiene sentido para n ≥ 5 y en estos casos la 3-tupla v1, v2, v3 proporciona
un contraejemplo de la identidad de Jacobi. En efecto, para n = 5,

((v1, v2)3, v3)3 + ((v2, v3)3, v1)3 + ((v3, v1)3, v2)3 = (− 3

50
w0, v3)3 + (− 2

25
w2, v1)3+

(
2

25
w1, v2)3 = − 3

500
u0 −

1

125
u0 −

3

500
u0 = − 1

50
u0 6= 0.

Mientras que para n = 6,

((v1, v2)3, v3)3 + ((v2, v3)3, v1)3 + ((v3, v1)3, v2)3 = (− 1

30
w0, v3)3 + (− 1

20
w2, v1)3+

(
1

20
w1, v2)3 = − 1

600
u0 −

1

600
u0 −

1

600
u0 = − 1

200
u0 6= 0.

1La segunda columna etiquetada con V (s) contiene en realidad uno de los módulos que aparecen en la descom-
posición en módulos irreducibles de Λ2V (n). Para un mismo n, la suma de los módulos V (s) de la segunda columna
proporciona la descomposición en irreducibles de Λ2V (n).
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Cuadro 2.1: Álgebras de Lie con 5 ideales en cadena y dim(N/N2) ≤ 7

n V (s) Λ3V (n) V (n)⊗ V (s) Cadena de ideales propios (k, r)

1 V (0) 0 V (1) V H1L V H0L V H1L (1, 0)

2 V (2) V (0) V (4)⊕ V (2)⊕ V (0)
V H2L V H2L V H4L (1, 0)

V H2L V H2L V H2L (1, 1)

3
V (4)

V (3)
V (7)⊕ V (5)⊕ V (3)⊕ V (1)

V H3L V H4L V H7L (1, 0)

V H3L V H4L V H5L (1, 1)

V H3L V H4L V H1L (1, 3)

V (0) V (3) No posible -

4
V (6)

V (2)⊕ V (6)
V (10)⊕ V (8) · · · ⊕ V (2)

V H4L V H6L V H10L (1, 0)

V H4L V H6L V H8L (1, 1)

V H4L V H6L V H4L (1, 3)

V (2) V (6)⊕ V (4)⊕ V (2) V H4L V H2L V H4L (3, 1)

5

V (8)

V (9)⊕ V (5)⊕ V (3)

V (13)⊕ V (11) · · · ⊕ V (3)

V H5L V H8L V H13L (1, 0)

V H5L V H8L V H11L (1, 1)

V H5L V H8L V H7L (1, 3)

V (4) V (9)⊕ V (7) · · · ⊕ V (1)
V H5L V H4L V H7L (3, 1)

V H5L V H4L V H1L (3, 4)

V (0) V (5) No posible -

6

V (10)
V (12)⊕ V (8)⊕ V (6) ⊕
⊕ V (4)⊕ V (0)

V (16)⊕ V (14) · · · ⊕ V (4)

V H6L V H10L V H16L (1, 0)

V H6L V H10L V H14L (1, 1)

V H6L V H10L V H10L (1, 3)

V (6) V (12)⊕ V (10) · · · ⊕ V (0)
V H6L V H6L V H10L (3, 1)

V H6L V H6L V H2L (3, 5)

V (2) V (8)⊕ V (6)⊕ V (4) No posible -

12. El par (3, 4) solo tiene sentido para n ≥ 5. Para n = 5, se corresponde con el espacio vectorial
L = sl2 ⊕ V (5)⊕ V (4)⊕ V (1), que es álgebra de Lie puesto que se verifica la identidad (2.3)

como se muestra a continuación. La fórmula de Gordan dada por los valores
(
f g h
5 5 5
2 2 3

)
para

f, g, h ∈ V5 proporciona la siguiente identidad:

((f, g)3, h)4 =
1

2
((f, h)3, g)4 + ((f, h)2, g)5. (2.34)

Si en la anterior expresión se intercambia f por h se obtiene

((h, g)3, f)4 =
1

2
((h, f)3, g)4 + ((h, f)2, g)5,
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que puede ser reescrita como

− ((g, h)3, f)4 = −1

2
((f, h)3, g)4 + ((f, h)2, g)5, (2.35)

y restando (2.34)-(2.35) se obtiene

((f, g)3, h)4 + ((g, h)3, f)4 = ((f, h)3, g)4,

que coincide con la identidad (2.3) buscada puesto que ((f, h)3, g)4 = −((h, f)3, g)4.

Para el caso n = 6 la 3-tupla v2, v3, v5, proporciona un caso en el que no se cumple la identidad
de Jacobi. En efecto,

((v2, v3)3, v5)4 + ((v3, v5)3, v2)4 + ((v5, v2)3, v3)4 = (− 1

20
w2, v5)4 + (− 1

20
w5, v2)4+

(0, v3)4 =
1

300
u3 +

1

300
u3 =

1

150
u3 6= 0.

13. El (3, 5) solo tiene sentido para n = 6. El espacio vectorial correspondiente, L = sl2⊕V (6)⊕
V (6)⊕V (2), es álgebra de Lie puesto que se verifica la identidad (2.3). En efecto, la fórmula

de Gordan dada por los valores
(
f g h
6 6 6
2 2 4

)
para f, g, h ∈ V6 proporciona la siguiente identidad:

((f, g)4, h)4 =
2

7
((f, h)4, g)4 + ((f, h)3, g)5 + ((f, h)2, g)6. (2.36)

Intercambiando f por g se tiene

((g, f)4, h)4 =
2

7
((g, h)4, f)4 + ((g, h)3, f)5 + ((g, h)2, f)6. (2.37)

Si en (2.36) se intercambia f por h se obtiene

((h, g)4, f)4 =
2

7
((h, f)4, g)4 + ((h, f)3, g)5 + ((h, f)2, g)6. (2.38)

Si en (2.36) se intercambia g por h se obtiene

((f, h)4, g)4 =
2

7
((f, g)4, h)4 + ((f, g)3, h)5 + ((f, g)2, h)6. (2.39)

Si en (2.36) se cambia f por g, g por h y h por f se obtiene

((g, h)4, f)4 =
2

7
((g, f)4, h)4 + ((g, f)3, h)5 + ((g, f)2, h)6. (2.40)

Si en (2.36) se cambia f por h, h por g y g por f se obtiene

((h, f)4, g)4 =
2

7
((h, g)4, f)4 + ((h, g)3, f)5 + ((h, g)2, f)6. (2.41)

Operando las anteriores expresiones de la siguiente forma:

(2.37)− (2.36) + (2.38)− (2.40) + (2.39)− (2.41),

se llega a
0 = 2((f, g)3, h)5 + 2((g, h)3, f)5 + 2((h, f)3, g)5,

que coincide con la identidad (2.3).

14. El par(3, 6) solo tienen sentido para n = 6. En este caso, no proporciona un álgebra de Lie,
puesto que la 3-tupla v1, v3, v5 proporciona un contraejemplo de la identidad de Jacobi. En
efecto,

((v1, v3)3, v5)6 + ((v3, v5)3, v1)6 + ((v5, v1)3, v3)6 = (− 1

20
w1, v5)6 + (− 1

20
w5, v2)6+

(−1

6
w3, v3)6 =

1

120
u0 +

1

120
u0 +

1

120
u0 =

1

40
u0 6= 0.



42 CAPÍTULO 2. ÁLGEBRAS DE LIE CON RETÍCULO DE IDEALES EN CADENA

15. El par (5, 0) solo tiene sentido para n = 5, 6. En estos casos, la 3-tupla v1, v4, v5 nos propor-
ciona un contraejemplo de la identidad. Aśı, para n = 5

((v1, v4)5, v5)0+((v4, v5)5, v1)0+((v5, v1)5, v4)0 = (−1

5
w0, v5)0+(0, v1)0+(0, v4)0 = −1

5
u0 6= 0.

Mientras que para n = 6

((v1, v4)5, v5)0 + ((v4, v5)5, v1)0 + ((v5, v1)5, v4)0 = (− 1

18
w0, v5)0 + (0, v1)0 + (

1

9
w1, v4)0 =

− 1

18
u5 +

1

9
u5 =

1

18
u5 6= 0.

16. El par(5, 1) solo tienen sentido para n = 6. En este caso, no proporciona un álgebra de Lie,
puesto que la 3-tupla v1, v4, v5 proporciona un contraejemplo de la identidad de Jacobi. En
efecto,

((v1, v4)5, v5)1 + ((v4, v5)5, v1)1 + ((v5, v1)5, v4)1 = (− 1

18
w0, v5)1 + (0, v1)1 + (

1

9
w1, v4)1 =

− 5

108
u4 +

1

54
u4 = − 1

36
u4 6= 0.

17. El par(5, 2) solo tienen sentido para n = 6. En este caso, no proporciona un álgebra de Lie,
puesto que la 3-tupla v1, v4, v5 proporciona un contraejemplo de la identidad de Jacobi. En
efecto,

((v1, v4)5, v5)2 + ((v4, v5)5, v1)2 + ((v5, v1)5, v4)2 = (− 1

18
w0, v5)2 + (0, v1)2 + (

1

9
w1, v4)2 =

− 1

27
u3 −

4

135
u3 = − 1

15
u3 6= 0.

De esta forma queda completamente demostrada la veracidad de la tabla.

2.3.3. Generación de tablas

En esta última sección construiremos las tablas de multiplicar de algunas álgebras de Lie cuyo
factor de Levi es el álgebra simple sl2(F) y cuyo estructura de nilradical aparece en el Cuadro 2.1.
Es decir, álgebras de la forma L = sl2(F)⊕N , donde N será un suma de módulos irreducibles de
sl2(F). Las tablas de multiplicar han sido generadas mediante el programa incluido en el anexo de
esta memoria. En los productos dados por las transvecciones hemos supuesto que α = β = 1. La
introducción de múltiplos escalares no nulos de las transvecciones proporciona también álgebras
de Lie.

• El álgebra de Lie

L = sl2(F)⊕ V (1)⊕ V (0)⊕ V (1) = sl2(F)⊕ span〈v0, v1〉 ⊕ span〈w0〉 ⊕ span〈u0, u1〉

viene dada por la multiplicación

[v0, v1] = w0

[v0, w0] = u0

[v1, w0] = u1

• El álgebra de Lie

L = sl2(F)⊕V (2)⊕V (2)⊕V (2) = sl2(F)⊕ span〈v0, v1, v2〉 ⊕ span〈w0, w1, w2〉 ⊕ span〈u0, u1, u2〉

viene dada por la multiplicación
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[v0, v1] =
1

2
w0; [v0, v2] = w1; [v1, v2] =

1

2
w2

[v0, w1] =
1

2
u0; [v0, w2] = u1; [v1, w0] = −1

2
u0

[v1, w2] =
1

2
u2; [v2, w0] = −u1; [v2, w1] = −1

2
u2

• El álgebra de Lie

L = sl2(F)⊕ V (3)⊕ V (4)⊕ V (7) = sl2(F)⊕ span〈v0, v1, v2, v3〉 ⊕ span〈w0, w1, w2, w3, w4〉 ⊕
⊕ span〈u0, u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7〉

viene dada por la multiplicación

[v0, v1] =
1

3
w0; [v0, v2] =

2

3
w1; [v0, v3] = w2

[v1, v2] =
1

3
w2; [v1, v3] =

2

3
w3; [v2, v3] =

1

3
w4

[v0, w0] = u0; [v0, w1] = u1; [v0, w2] = u2; [v0, w3] = u3; [v0, w4] = u4

[v1, w0] = u1; [v1, w1] = u2; [v1, w2] = u3; [v1, w3] = u4; [v1, w4] = u5

[v2, w0] = u2; [v2, w1] = u3; [v2, w2] = u4; [v2, w3] = u5; [v2, w4] = u6

[v3, w0] = u3; [v3, w1] = u4; [v3, w2] = u5; [v3, w3] = u6; [v3, w4] = u7

• El álgebra de Lie

L = sl2(F)⊕ V (4)⊕ V (2)⊕ V (4) = sl2(F)⊕ span〈v0, v1, v2, v3, v4〉 ⊕ span〈w0, w1, w2〉 ⊕
⊕ span〈u0, u1, u2, u3, u4〉

viene dada por la multiplicación

[v0, v3] =
1

4
w0; [v0, v4] = w1; [v1, v2] = −1

8
w0

[v1, v3] = −1

8
w1; [v1, v4] =

1

4
w2; [v2, v3] = −1

8
w2

[v0, w1] =
1

2
u0; [v0, w2] = u1; [v1, w0] = −1

4
u0; [v1, w1] =

1

4
u1

[v1, w2] =
3

4
u2; [v2, w0] = −1

8
u1; [v2, w2] =

1

2
u3; [v3, w0] = −3

4
u2

[v3, w1] = −1

4
u3; [v3, w2] =

1

4
u4; [v4, w0] = −u3; [v4, w1] = −1

2
u4

• El álgebra de Lie

L = sl2(F)⊕ V (5)⊕ V (4)⊕ V (1) = sl2(F)⊕ span〈v0, v1, v2, v3, v4, v5〉 ⊕
span〈w0, w1, w2, w3, w4〉 ⊕ span〈u0, u1〉

viene dada por la multiplicación
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[v0, v3] =
1

10
w0; [v0, v4] =

2

5
w1; [v0, v5] = w2

[v1, v2] = − 3

50
w0; [v1, v3] = − 2

25
w1; [v1, v4] =

1

25
w2; [v1, v5] =

2

5
w3

[v2, v3] = − 2

25
w2; [v2, v4] = − 2

25
w3; [v2, v5] =

1

10
w4; [v3, v4] = − 3

50
w4

[v0, w4] = u0; [v1, w3] = −1

5
u0; [v2, w3] = − 1

10
u1; [v3, w1] = − 1

10
u0

[v3, w2] =
1

10
u1; [v4, w0] =

1

5
u0; [v4, w2] = −1

5
u1; [v5, w0] = u1

• El álgebra de Lie

L = sl2(F)⊕ V (6)⊕ V (10)⊕ V (10) = sl2(F)⊕ span〈v0, v1, v2, v3, v4, v5, v6〉 ⊕
⊕ span〈w0, w1, w2, w3, w4, w5, w6, w7, w8, w9, w10〉 ⊕span〈u0, u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7, u8, u9, u10〉

viene dada por la multiplicación

[v0, v1] =
1

6
w0; [v0, v2] =

1

3
w1; [v0, v3] =

1

2
w2; [v0, v4] =

2

3
w3

[v0, v5] =
5

6
w4; [v0, v6] = w5; [v1, v2] =

1

6
w2; [v1, v3] =

1

3
w3

[v1, v4] =
1

6
w4; [v1, v5] =

1

6
w5; [v1, v6] =

5

6
w6; [v2, v3] =

1

6
w4

[v2, v4] =
1

3
w5; [v2, v5] =

1

2
w6; [v2, v6] =

2

3
w7; [v3, v4] =

1

6
w6

[v3, v5] =
1

3
w7; [v3, v6] =

1

2
w8; [v4, v5] =

1

6
w8; [v4, v6] =

1

3
w9; [v5, v6] =

1

6
w10

[v0, w3] =
1

120
u0; [v0, w4] =

1

30
u1; [v0, w5] =

1

12
u2; [v0, w6] =

1

6
u3

[v0, w7] =
7

24
u4; [v0, w8] =

7

15
u5; [v0, w9] =

7

10
u6; [v0, w10] = u7

[v1, w2] = − 1

90
u0; [v1, w3] = − 1

40
u1; [v1, w4] = − 1

30
u2; [v1, w5] = − 1

36
u3

[v1, w7] =
7

120
u5; [v1, w8] =

7

45
u6; [v1, w9] =

3

10
u7; [v1, w10] =

1

2
u8

[v2, w1] =
1

50
u0; [v2, w2] =

4

225
u1; [v2, w3] =

1

600
u2; [v2, w4] = − 1

50
u3; [v2, w5] = − 7

180
u4

[v2, w6] = − 7

150
u5; [v2, w7] = − 7

200
u6; [v2, w8] =

1

225
u7; [v2, w9] =

2

25
u8; [v2, w10] =

1

5
u9

[v3, w0] = − 1

20
u0; [v3, w1] =

1

100
u1; [v3, w2] =

11

300
u2; [v3, w3] =

23

600
u3; [v3, w4] =

7

300
u4

[v3, w6] = − 7

300
u6; [v3, w7] = − 23

600
u7; [v3, w8] = − 11

300
u8; [v3, w9] = − 1

100
u9; [v3, w10] =

1

20
u10

[v4, w0] = −1

5
u1; [v4, w1] = − 2

25
u2; [v4, w2] = − 1

225
u3; [v4, w3] =

7

200
u4; [v4, w4] =

7

150
u5

[v4, w5] =
7

180
u6; [v4, w6] =

1

50
u7; [v4, w7] = − 1

600
u8; [v4, w8] = − 4

225
u9; [v4, w9] = − 1

50
u10
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[v5, w0] = −1

2
u2; [v5, w1] = − 3

10
u3; [v5, w2] = − 7

45
u4; [v5, w3] = − 7

120
u5

[v5, w5] =
1

36
u7; [v5, w6] =

1

30
u8; [v5, w7] =

1

40
u9; [v5, w8] =

1

90
u10

[v6, w0] = −u3; [v6, w1] = − 7

10
u4; [v6, w2] = − 7

15
u5; [v6, w3] = − 7

24
u6

[v6, w4] = −1

6
u7; [v6, w5] = − 1

12
u8; [v6, w6] = − 1

30
u9; [v6, w7] = − 1

120
u10





Conclusión

Al realizar este trabajo, he tenido la suerte de conocer un área de las matemáticas hasta
entonces desconocida para mı́, las álgebras de Lie, que me ha permitido tener una primera visón
de cómo es el mundo de la investigación. Por un lado, la lectura de libros espećıficos de estructura
básica y de teoŕıa de representación sobre álgebras de Lie me ha mostrado que, como en grupos y
anillos, el punto de aprendizaje inicial en cualquier estructura algebraica está formado por ejemplos,
subestructuras, estructura cociente y homomorfismos. Por otro lado, el estudio de algunos art́ıculos
de investigación me ha ayudado a mejorar tanto mi compresión lectora como mi forma de escribir
matemáticas.

Esta memoria comienza estudiando los resultados más teóricos, para abordar el problema de
clasificación de álgebras de Lie con ret́ıculo de ideales en cadena, y termina con la construcción de un
puñado de ejemplos de baja dimensión (≤ 38) que muestran la complejidad de este problema incluso
en el caso de álgebras con pocos ideales. Durante el verano estudié los conceptos básicos, y fue
en septiembre cuando mi tutora, observando la teoŕıa básica, me propuso desarrollar un programa
para la construcción de álgebras de Lie con factor de Levi sl2(F) y ret́ıculo de ideales en cadena.
Los ingredientes para la elaboración del programa eran polinomios homogéneos y unas aplicaciones
lineales, llamadas transvecciones, que estaban definidas mediante derivaciones. Nada aparentemente
complicado. La definición inicial de álgebra de Lie obligaba al programa a la verificación de la
identidad de Jacobi. Al mismo tiempo, segúıa esforzándome por entender los resultados básicos y
algún concepto nuevo.

En enero, una vez que mi programa funcionaba, con ayuda de los ejemplos y de los resultados
básicos estudiados anteriormente empezamos a desarrollar algunos de los lemas generales. Estos
nos informaron de las combinaciones de transvecciones que nos permit́ıan definir álgebras de Lie.
Fue entorno al mes de abril, cuando se produjo mi primer pequeño gran triunfo, hab́ıa encontrado
el Lema 2.3.1. Una vez subido este primer escalón y demostrados otros lemas similares hubo que
completar la memoria con otros resultados más generales y la construcción de diversos ejemplos.

Finalmente, este trabajo me ha enseñado a escribir rigurosamente y me ha hecho darme cuenta
de lo importante que es tener una buena compresión lectora y una buena redacción para poder
hacer que otros entiendan y comprendan nuestras ideas.

47





Bibliograf́ıa

[1] K. Erdmann, M.J. Wildon, Introduction to Lie algebras, Undergraduate Mathematics Series,
Springer-Verlag, London, 2006.

[2] J.E. Humphreys, Introduction to Lie algebras and representation theory, Graduate Text in
Mathematics, vol. 9, 1972, Springer-Verlag, New York.
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Anexo. Código Mathematica para
construcción de álgebras de Lie

En el siguiente anexo se incluye el código fuente de los programas utilizados para comprobar
si los espacios vectoriales de la forma L = sl2(F)⊕ V (n)⊕ V (2n− 2k)⊕ V (3n− 2k − 2r) y de la
forma L = sl2(F)⊕V (n)⊕V (2n− 2k)⊕V (3n− 2k− 2r)⊕V (4n− 2k− 2r− 2p) son o no álgebras
de Lie. Además los programas permiten calcular las tablas de multiplicar de los distintos espacios
vectoriales. Tras el código fuente, se incluye un ejemplo que muestra que pese a que en el trabajo
las tablas incluidas son pequeñas, el programa desarrollado es capaz de cálculos mucho mayores.
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Programa para el cálculo de productos de álgebras de Lie y com-
probación de la identidad de Jacobi

In[1]:= Transveccion@f_, g_, k_, n_, m_D :=

i = Exponent@f, yD;

j = Exponent@g, yD;

If@f � 0 ÈÈ g � 0, Return@0DD;

If@k � 0 && f � g, Return@0DD;

ReturnB Hm - kL!

m!

*

Hn - kL!

n!

*

â
a=0

k

H-1La
*

k!

a! * Hk - aL!

* D@f, 8x, k - a<, 8y, a<D * D@g, 8x, a<, 8y, k - a<D F ;

In[2]:= GenerarProductos3Step@n_, k_, r_D := H
For@i = 0, i <= n, i++, For@j = 0, j <= n, j++, Print@"@v" , i , ", v", j, "D= ",

Transveccion@x^Hn - iL * y^HiL, x^Hn - jL * y^HjL, k, n, nDDDD; H*VHnLxVHnL*L
For@i = 0, i <= n, i++, For@j = 0, j £ 2 * n - 2 * k, j++, Print@"@v" , i , ", w", j, "D= ",

Transveccion@x^Hn - iL * y^HiL, x^H2 * n - 2 * k - jL * y^HjL, r, n, 2 n - 2 kDDDD;

L
In[3]:= ComprobarIdJacobi3Step@n_, k_, r_D := H

Ok = True;

If@EvenQ@kD, Return@FalseDD; H*Si la k es par devuelvo falso*L
For@c3si = 0, c3si <= n, c3si++,

For@c3sj = 0, c3sj <= n, c3sj++, For@c3sh = 0, c3sh <= n, c3sh++,

If@Exponent@Transveccion@Transveccion@x^Hn - c3siL * y^c3si, x^Hn - c3sjL * y^c3sj,

k, n, nD, x^Hn - c3shL * y^c3sh, r, 2 n - 2 k, nD +

Transveccion@Transveccion@x^Hn - c3sjL * y^c3sj, x^Hn - c3shL * y^c3sh, k, n, nD,

x^Hn - c3siL * y^c3si, r, 2 n - 2 k, nD +

Transveccion@Transveccion@x^Hn - c3shL * y^c3sh, x^Hn - c3siL * y^c3si, k, n, nD,

x^Hn - c3sjL * y^c3sj, r, 2 n - 2 k, nD, xD ¹ -Infinity, Ok = False; Break;DDDD;

Print@OkD;

L
In[4]:= GenerarProductos4Step@n_, k_, r_, p_D := H

If@r + p - k < 0, Print@"r+p-k<0. RESULTADO INVALIDO"D; Break;D;

H*VHnLxVHnL*L
For@i = 0, i <= n, i++, For@j = 0, j <= n, j++, Print@"@v" , i , ", v", j,

"D= ", Transveccion@x^Hn - iL * y^HiL, x^Hn - jL * y^HjL, k, n, nDDDD;

H*VHnLxVH2n-2kL*L
For@i = 0, i <= n, i++, For@j = 0, j £ 2 * n - 2 * k, j++, Print@"@v" , i , ", w", j, "D= ",

Transveccion@x^Hn - iL * y^HiL, x^H2 * n - 2 * k - jL * y^HjL, r, n, 2 n - 2 kDDDD;

H*VHnLxVH3n-2k-2rL*L
For@i = 0, i <= n, i++,

For@j = 0, j £ 3 * n - 2 * k - 2 * r, j++, Print@"@v" , i , ", u", j, "D= ", Transveccion@
x^Hn - iL * y^HiL, x^H3 * n - 2 * k - 2 * r - jL * y^HjL, p, n, 3 n - 2 k - 2 rDDDD;

H*VH2n-2kLxVH2n-2kL*L
For@i = 0, i <= 2 * n - 2 * k, i++,

For@j = 0, j £ 2 * n - 2 * k, j++, Print@"@w" , i , ", w", j, "D= ", Transveccion@
x^H2 * n - 2 * k - iL * y^HiL, x^H2 * n - 2 * k - jL * y^HjL, r + p - k, 2 n - 2 k, 2 n - 2 kDDDD;

H*VH2n-2kLxVH2n-2kL*L
L



In[18]:= ComprobarIdJacobi4Step@n_, k_, r_, p_D := H
Ok = True;

H*VHnLxVHnLxVHnL*L
If@r + p - k < 0, Print@"r+p-k<0. RESULTADO INVALIDO"D; Return@FalseDD;

Print@v "H", n, "L-->VH", 2 * n - 2 * k, "L-->VH",

3 * n - 2 * k - 2 * r, "L-->VH", 4 * n - 2 * k - 2 * r - 2 * p, "L"D;

If@EvenQ@kD, Return@FalseDD; H*Si la k es par devuelvo falso*L
For@c4si = 0, c4si <= n, c4si++,

For@c4sj = 0, c4sj <= n, c4sj++, For@c4sh = 0, c4sh <= n, c4sh++,

If@Exponent@Transveccion@Transveccion@x^Hn - c4siL * y^c4si, x^Hn - c4sjL * y^c4sj,

k, n, nD, x^Hn - c4shL * y^c4sh, r, 2 n - 2 k, nD + Transveccion@Transveccion@
x^Hn - c4sjL * y^c4sj, x^Hn - c4shL * y^c4sh, k, n, nD, x^Hn - c4siL * y^c4si,

r, 2 n - 2 k, nD + Transveccion@Transveccion@x^Hn - c4shL * y^c4sh,

x^Hn - c4siL * y^c4si, k, n, nD, x^Hn - c4sjL * y^c4sj, r, 2 n - 2 k, nD, xD ¹

-Infinity, Print@"Falla en Hn,n,nL ", c4si, c4sj, c4shD;

Return@FalseD;DDDD; H*VHnLxVHnLxVHrL*L
For@c4si = 0, c4si <= n, c4si++, For@c4sj = 0, c4sj <= n, c4sj++,

For@c4sh = 0, c4sh £ 2 * n - 2 * k, c4sh++,

If@Exponent@Transveccion@Transveccion@x^Hn - c4siL * y^c4si, x^Hn - c4sjL * y^c4sj,

k, n, nD, x^H2 * n - 2 * k - c4shL * y^c4sh, p + r - k, 2 n - 2 k, 2 n - 2 kD +

Transveccion@Transveccion@x^Hn - c4sjL * y^c4sj, x^H2 * n - 2 * k - c4shL * y^c4sh,

r, n, 2 n - 2 kD, x^Hn - c4siL * y^c4si, p, 3 n - 2 k - 2 r, nD +

Transveccion@Transveccion@x^H2 * n - 2 * k - c4shL * y^c4sh, x^Hn - c4siL * y^c4si,

r, 2 n - 2 k, nD, x^Hn - c4sjL * y^c4sj, p, 3 n - 2 k - 2 r, nD, xD ¹ -Infinity,

Print@"Falla en Hn,n,rL ", c4si, c4sj, c4shD; Return@FalseD;DDDD;

Print@OkD;

L

2   ProgramaLimpiov2.nb
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El álgebra de Lie L = sl2(F)⊕ V (17)⊕ V (32)⊕ V (47) viene dada por la multiplicación

[v0, v1] =
1

17
w0; [v0, v2] =

2

17
w1; [v0, v3] =

3

17
w2; [v0, v4] =

4

17
w3

[v0, v5] =
5

17
w4; [v0, v6] =

6

17
w5; [v0, v7] =

7

17
w6; [v0, v8] =

8

17
w7

[v0, v9] =
9

17
w8; [v0, v10] =

10

17
w9; [v0, v11] =

11

17
w10; [v0, v12] =

12

17
w11

[v0, v13] =
13

17
w12; [v0, v14] =

14
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