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Abstract: Given a measure M on the unit circle T whose weight

. funetion w satisfies log weL (T), we characterize the dougly

and simply invariant subspaces for the shift operator on L ()A)

l<pceo . In particular, Szego's theorem appears when p=2, and
like in the classical case, H' (m) can be factorized as the pro
duct of inner and M¢-outer functions.

1.- Sea m una medida finita y positiva definida sobre la circun-
ferencia unidad T’fl=fb+/“s e df la descomposicidén de Le-
besgue de dicha medida.

Consideremos el espacio-de Banach Lp(ﬁ) de las funciones com-
plejas definidas sobre T con potencia p-&sima integrable res-
pecto de)&. El operador shift en Lp(p), que denotamos por S,
viene definido por S(f)(el°)=elef(ele). Un subespacio Mc:Lpgy)
se dice invariante si S(M)c M. Si representamos por S_1 el in-
verso de S,6 sea, S_l(f)(ele)=e_lef(ele) entonces M se dice
doblemente invariante si S(M)c M y S—l(M)c.M, y simplemente in

variante si es invariante pero no doblemente invariante.

En este trabajo caracterizamos tales subespacios, generalizan

do los resultados de Beurling (v. [3]).

Teorema 1 .Para cada subconjunto medible E de T, denotamos

por ME el conjunto de las funciones de Lp(r) que se anulan

M -a.e. sobre el complementario de E. Entonces M, es doble-

mente invariante y cada subespacio doblemente invariante tie

ne esta forma.

Demostracidén: Es inmediato que M, es subespacio cerrado de

E
Lp(fd doblemente invariante. Por otra parte, si 1l-g es el vec
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tor de mejor aproximacién de la funcién leingp) en el subes-
pacio doblemente invariante M es facil ver que q=l‘ﬁ—a.e. le)
g=0 Mm-a.e..Sea E el subconjunto de T en el cual g=0; entonces
M= (1-q) Lp(ﬁ),es decir, M=ME.
Este teorema también puede obtenerse como resultado particular
de 4]

2.- Consideremos 1la descomposicifn de Lp{ﬂ) en su parte continua
y singular Lpgu)=LS(/0€)L§gu).Sea ahora un subespacio M sim-
plemente invariante de Lp(ﬂ) y consideremos el subespacio ce-
rrado eiBM<:M. Sea Fe:M\eiBM Y representemos por F-q el vec-
tor de mejor aproximacién de F en eigM. El vector geM viene
caracterizado por la condicién q(£)=0 para toda fe'eiaM,donde
g es el funcional definido por
(= = 1), |
Lema.- g estd caracterizado por las tres siguientes condicio-
nes: i) F-qee'®M, i1) jq/Pau = iql? a6, iii)f e quP (1) , fem,

Demostracién:La condicidn i) es obvia. Como M es invariante

~_ 1-p p-2 p'
a= //q//p lal geL (/4)

se tiene e1n9 q e*ele M, nz1 y por tanto
0=§'(eln&§) ?w[ean qiqIP? q dp ,n > 1.Tomando conjugados se
in@ g

sigue que 0=)‘e lqlp Qﬂ para n#0 y puesto que toda medida

queda caracterizada por sus coeficientes de Fourier~Stieljes
‘q[p dp = uqu'g dé . Por Gltimo, para iii), es facil ver que

los coeficientes de Fourier negativos de —%— fc son todos

nulos. El reciproco es inmediato.

Teorema 1.~ Los subespacios simplemente invariantes de Lpgu)
son de la forma M= q.HP(T) @ Sp = q.8P(T) @)(E Lp(/gs) don-
de E es un subconjunto medible de sop(/%) y qe?ngu) verifi-
cando ‘q[pw =1l. El conjunto E es finico salvo conjuntos Ms—nu-
los y g es finica salvo factores constantes de mddulo 1.
Demostracién: Sea Mc =M(\L§ gu) ’ Ms= M/\Lg9u). Se prueba,
aplicando el Lema, que M;es doblemente invariante, luego
MS = XE.LE(rJ . Como M es simplemente invariante, M_también
debe serlo. Es inmediato que Mcc q.Hp(T). La parte ii) del Le-
ma junto a la convergencia en Lp(T) de series de Fourier (T2,
de M. Riesz) proporcionan q.Hp(T)c Mc. La unicidad no es dif{-
cil probarla y la condicién }q)p w= 1 resulta de tomar q nor-
malizado.
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Denotemos por uP ( (#) el subespacio de Lplﬁ) de las iunc1ones
aproximables por polinomios analiticos Pn )_ 2: kelk
en la norma de Lp(/L) . Supondremos que se verlflca la con-

dicién de Szego para el peso (log waeLl(T) ) lo gque equiva-
le a Hp(p %.Lp(r) (v.[2]). En estas condiciones una conse-
cuencia obvia del Teorema 2 es:

Corolario.- Hp(ﬂj —Kp ER(T) @ LP(PJ donde Kp verifica:
1) 1-K e e®rP ) ii) Ik AP ap =k WP an o 1/ky < HP (T)

Este resultado generaliza el conocido Teorema de Szego (v.[1])
y en [2] se obtiene para Kp la siguiente expresién explicita

K, = (2)7P exp [- 3 (109 ¥)7]

donde ¢ es la media geométrica del peso y (-)™ representa la

funcibén conjugada.
o

3.- Recordamos que una funcidn interna es una funcidn analitica
en el disco unidad abierto y cuyo médulo en T es igual a 1 a.e.
Definimos funcidn externa f en Hp()*c (‘y ~externa) aquella
tal que el subespacio engendrado por {f elne‘a es denso en

()*c) . Una consecuencia del Teorema 2 y Corolario es

Teorema 3.- Los subespacios simplemente invariantes en

VLfE_,C tores_ c_ong’egn.tg:s _de médulo 1.

Sea fe Hp(/uc)= Hg(#) (v.[2]). Entonces f =Kp.g ge HP(T): pe
ro cCcomo g ¢ Hp(T) g=u.0 con u interna y 0 externa clésica.

Luego f=u.Kp.0 y es inmediato que Kp.O es /ﬁc—externa, pues
p - yP : .
KP.H (T)=H (}Ac). Se obtiene entonces:

Teorema 4.- Toda funcidn de HP ( pb) es el producto de una

funcién interna por una funciég/Mc-externa, donde la facto-

rizacidbn es finica salvo constantes de mbédulo 1.
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