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PROBLEMAS Y SOLUCIONES
Seccién a cargo de

Oscar Ciaurri Ramirez y José Luis Diaz Barrero

Las soluciones para esta seccion deben enviarse, preferentemente, a
la direccion de correo electronico oscar.ciaurri@dmc.unirioja.es en
archivos con formato TpX. Alternativamente, pueden enviarse a Oscar
Ciaurri Ramirez, Universidad de La Rioja, Dpto. de Matemdticas y Com-
putacién, C/ Luis de Ulloa s/n, 26004, Logrofio. Para los problemas de
este numero se tendrdn en cuenta las soluciones recibidas hasta el 31 de
octubre de 2015.

Asimismo, solicitamos de los lectores propuestas originales o proble-
mas poco conocidos adecuadamente documentados. Las propuestas de pro-
blemas que se envien sin solucion serdn temidas en cuenta si su interés
estd justificado de un modo apropiado. Un asterisco (x) junto al enuncia-
do de un problema indica que en estos momentos no se dispone de una
solucion.

Problemas

PROBLEMA 265. Propuesto por D. M. Batinetu-Giurgiu, “Matei Basarab” National
College, Bucarest, Rumania, y Neculai Stanciu, “George Emil Palade” Secondary
School, Buzau, Rumania.

1

Si I' denota la funcion Gamma y a,, = ———— evaluar
?/1:3:5-(2n—1)

An
lim n2/ I'(n?2?) dx.
a

n—oo
n+1

PROBLEMA 266. Propuesto por Alina Sintamarian, Technical University of Cluj-
Napoca, Cluj-Napoca, Rumania.

Sea
- 1 k+1
W = —1)F = —log —— ).
N
k=1
Calcular

4 -1t
lim n?|S, —log — y lim n? Sn—i—logf .
n—o00 e n— 00 4n2 71'




122 PROBLEMAS Y SOLUCIONES

PROBLEMA 267. Propuesto por Panagiote Ligouras, “Leonardo da Vinci” High
School, Noci, Italia.

Sea ABC un tridngulo acutangulo con inradio r, circunradio R y exinradios 7,
Ty Y Te. Sean hg, hy v he las longitudes de las alturas AD, BE y CF sobre los lados
BC, CA y AB, respectivamente, y t,, t, y t. las longitudes de las tangentes desde
A, By C, respectivamente, a la circunferencia circunscrita al tridngulo értico DEF'.
Probar que

tgrra t%rrb tgrrc r+ R

WZ(ra—1)  W2(rp—1) @ R2(re—7) 2

PROBLEMA 268. Propuesto por Cristébal Sanchez Rubio, I. E. S. Penyagolosa, Cas-
tellon.

Sea una recta d, una circunferencia w y sobre esta dos puntos fijos A y B y uno
variable M. Demostrar que existen dos puntos P y @ en d tales que si las rectas M A
y M B cortan a d en A’ y B’, respectivamente, el producto PA’ - QB’ es constante
al variar M.

PROBLEMA 269. Propuesto por Joaquim Nadal Vidal, 1. E. S. Cassa de la Selva,
Cassd de la Selva, Girona.

La férmula de Her6én permite calcular el area de un tridngulo ABC' a partir de
las longitudes de sus lados, a, b y ¢, y del semiperimetro s mediante

Area(ABC) = \/s(s —a)(s — b)(s — ¢).

a) Determinar férmulas para el cdlculo del drea de un tridngulo andlogas a la
de Herén en funciéon de las longitudes de las medianas y en funcién de las
longitudes de las alturas.

b) x ;Es posible determinar una férmula similar en funcién de las longitudes de
las bisectrices?

PROBLEMA 270. Propuesto por Yagub N. Aliyev, Qafqaz University, Khyrdalan,
Azerbaiydn.

Sea I' una circunferencia y A un punto exterior a ella. Trazamos un recta por
A que corta a I' en dos puntos B y C. Sean D y FE los puntos de corte con I' del
didmetro perpendicular a BC. Si F' es el punto de corte de las rectas DB y AE,
probar que |AC|cos(£DFFE) < |AB|.
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PROBLEMA 271. Propuesto por Ovidiu Furdui, Technical University of Cluj-Napoca,
Cluj-Napoca, Rumania.
z 1
Sea B(x) = (1 -
B(2)B(3)--- B(n).

) y n > 2 un nimero entero. Calcular el producto de matrices

PROBLEMA 272. Propuesto por Marcel Chirita, Bucarest, Rumania.

Sean f y g dos funciones reales definidas en [0, 1] tales que g es integrable en
[0,1], con fol g(t)dt = a, f es continua en [0,1] y [ f(t)dt > g(z) para x € [0,1].
Probar que

! 9 6a —1
| epa= 2

Soluciones

PROBLEMA 241. Propuesto por Valcho Milchev, Kardzhali, Bulgaria.
a4—a2+1
a

S es un

Determinar todos los niimeros enteros positivos a y b tales que
nimero entero positivo.

Solucion enviada por Roberto de la Cruz Moreno, Centre de Recerca Matematica,
Barcelona.
Como (a* —a?+1) = a?(a® +b*> — 1) — (ab— 1)(ab+ 1), se tiene que el problema

az—l-b2 —1
ab—1

entero. (Observar que a* — a? + 1 es siempre positivo y a? y ab — 1 son coprimos.)
Con esta nueva formulacién es evidente que si (a,b) es solucién también lo es
(b,a). Ademas, (a,b) es solucién de

planteado es equivalente a encontrar los a, b enteros positivos tales que es

a?+v2 -1

=k
ab—1

si y solo si ((ka — b),a) también lo es. En efecto,

(ka—b)?+a*>—1  k?a® +b*> —2abk +a® — 1

(ka —b)ja—1 ka? —ab—1
_ k%a® — 2akb + k(ab — 1) _kka2—ab—1 _
N ka? —ab—1 ka2 —ab—1

Entonces, por iteracién de estas dos reglas, tenemos que cada solucién es parte de
una familia de soluciones.
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Sea (ag, bp) una solucién tal que ag+ by es minima y donde podemos suponer que
ag < by (sustituyendo se ve que (z, ) nunca puede ser solucién). Dada su condicién
extrema, se tiene que

ag + by < (kao 7b0) 4+ ag < 2bg < kag

%gk_:ag—kb%—l

& 2a9b2 — 2by < ad + agh? — a
ag aobo—l 0% 0="% 0% 0

<~ aobg —2by < CL(?; — ag

& —agbg 4 2bg + (aj — ag) >0

Tenemos un polinomio de segundo grado en by cuyo maximo se alcanza en % Como

1 .
bo > ap > a5 yes entero, se tiene que

0 < —agb? + 2bo + (ai — ag) < —ag(ag + 1) +2(ag + 1) + a3 — ag = —2a3 + 2

y, por tanto, ay = 1. Sustituyendo este valor, queda by = 2 y k = 4. Luego solo
tenemos una familia de soluciones.

De este modo concluimos que toda solucién posible es de la forma (x;,x;41) 0
(zj41,;), j € ZT, donde la sucesién z; estd definida por la relacién de recurrencia

Tjro = 4dwj11 — xj, Jj=0,
conzry =1y e =2.

También resuelto por J. Gémez, J. Nadal y el proponente. Se ha recibido una solucién incompleta.

PROBLEMA 242. Propuesto por Marcel Chirita, Bucarest, Rumania.
Determinar las funciones continuas f : [1,00) — R tales que

/I f(t)dt = /1z(t+ 2 T2 T F() dt

para z € [1,00) y n € N.

Solucion enviada por Jon Asier Bdrcena Petisco (estudiante), Universidad del Pais
Vasco, Leioa, Vizcaya.

Dado que f es continua, una vez fijado n tendremos a la derecha y a la izquierda
de la igualdad dos funciones derivables. Como al evaluarlas en x = 1 ambas son
nulas, la igualdad se verificard si y solo si sus derivadas son iguales; es decir,

na" " f(2") = f2) = (@ + 2" f(2).
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Es claro que si > 1 llegamos a

" —1

f(z") = Wf(l"%

0, lo que es lo mismo,

z—1

T e V), (1)

fla) =
Teniendo en cuenta que

lim z!7Y" = g, lim f({/x) = f(1) y lim n(/z — 1) = logw,

n—oo n— oo n—oo

de (1) se deduce que
z—1

fl@) =X

siendo A = f(1) un ndmero real cualquiera. Esta funcién f es continua en [1,00).
Toda funcién de ese tipo es claramente continua y verifica (1), lo que concluye la
solucién.

, z>1,
zlogx

También resuelto por A. Castano, M. Ferndndez y el proponente.

PROBLEMA 243. Propuesto por Andrés Sdez Schwedt, Universidad de Ledn, Leon.

En un tridngulo ABC sean ZCAB = w/3, w su circunferencia inscrita, I su
incentro y M el punto medio del lado BC'. Si la circunferencia w toca al lado BC' en
el punto D, corta al segmento Al en F',y al segmento M F' en otro punto E distinto
de F', demostrar que AD = AFE.

Solucion enviada por Andrea Fanchini, Cantd, Italia.

Para cada punto P del plano, sea P el radio vector de este punto respecto de un
origen de coordenadas arbitrariamente elegido. Dado un AABC, existen nimeros
reales univocamente determinados x, y y z tales que P = tA+yB+:2C y z+y+z =
1. La terna (x,y,z) son las coordenadas baricéntricas absolutas del punto P con
respecto al AABC' y se escribe P(x,y,z). Cualquier terna de nimeros 2/, y' y 2’
proporcionales a x, y y z son unas coordenadas baricéntricas relativas de P con
respecto al AABC' y se escribe P(z': y': 2/).

Sean a, b y ¢ las longitudes de los lados del AABC, A, B y C sus angulos, s
su semiperimetro y r su inradio. Usando coordenadas baricéntricas con respecto al
AABC, tenemos que A(1,0,0) e I(55, Q—bs, 5-). Siendo ZCAB = %, tenemos que r =
Alsen g, luego AI = 2r. Por tanto, F' es el punto medio de Al y tiene coordenadas
F(a+2s: b: ¢). El punto F también es el punto de Feuerbach del AABC, que se co-
rresponde con el punto X (11) en la Encyclopedia of Triangle Centers de Clark Kim-
berling (ver http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html).
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Con esto, la ecuacién de la bisectriz I F es

x y oz
a b ¢j=0 = I[IF=cy—>bz=0.
a+2s b c

Ademds, tenemos que M(0: 1: 1) y D(0: s — ¢: s — b), luego la recta F'M tiene
ecuacion

T y =z
a+2s b ¢|=0 = FM=0b-cz—(a+2s)y+(a+2s)z2=0
0 1 1

y la recta DF tiene ecuaciéon

T Y z
0 s—c s—b=0
a+2s b c

= DF=((s—c)c—(s=b)b)x + (s —b)(a+2s)y — (s — ¢)(a+ 2s)z = 0.

La férmula para el dngulo 6 entre las rectas de ecuaciones p1x + g1y + 712 =0
y p2x 4+ @2y + 12z = 0 en coordenadas baricéntricas referidas al AABC' se puede
escribir de la manera siguiente (ver teorema 8 en [1]):

Salqr —r1)(q2 —72) + Sp(r1 — p1)(r2 — p2) + Sc(p1 — 1) (P2 — ¢2)

Sp = Scotl =

1 1 1
pr @1 ™M
P2 G2 T2

donde, siguiendo la notacién de Conway (ver pag. 33 en [2]), S es el doble del drea

del AABC'y, por ejemplo, S4 = bccos A = %. De modo, que ZIFM viene
dado por

Srryv = Scot LZIFM
_ —254(a+2s)(b+c) —bSp(a+2s —b+c) —cSc(b—cH+a+2s)
B 1 1 1
0 c —b
b—c —(a+2s) a+2s

y, del mismo modo, ZIF' D viene dado por

2
Srpp = Scot LZIFD = Sa(da” + 2a€V+ 2ac) (b + )

_ bSp (2¢® — 2a® — 2b? — 2ab) + ¢S (26 — 2a® — 2¢2 — 2ac)
W )
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Figura 1: Esquema para la primera solucién del Problema 243.

con
1 1 1

W=1¥-c—ab+ac 2a>—-b>+c%—ab+3ac *—2a®>—0b%>+ ac— 3ab|.
0 c —-b

Ahora bien, siendo ZCAB = %, tenemos que a® = b* + ¢® — be, Sq = &,

b +a?+c* 27 —be

SB: B) = B) =C *SA

—c2 +a®+b? _ 20% — be _
2 2
Haciendo operaciones, desarrollando y simplificando, se obtiene

Sc = b2 — Sa.

a+ 2s

Sirm = Srrp = Sa -
—c

luego AITFM y AIF D son semejantes, véase la figura 1. Asi también son semejantes
los tridngulos rectangulos AKDF y AKEF.Y lo mismo para AADK y ANAEK vy,
por tanto, AD = AFE.

REFERENCIAS:

[1] V. Volenec, Metrical relations in barycentric coordinates, Math. Commun. 8
(2003), 55-68.



128 PROBLEMAS Y SOLUCIONES

2

Figura 2: Esquema para la segunda solucién del Problema 243.

[2] P. Yiu, Introduction to the Geometry of the Triangle, Florida Atlantic Uni-
versity Lecture Notes, 2001 (accesible en la direccién http://math.fau.edu/
Yiu/YIUIntroductionToTriangleGeometry130411.pdf).

Solucion enviada por el proponente.

Se excluye el caso equildtero por ser trivial, ya que entonces D = E = M.
Asumimos b > ¢ sin pérdida de generalidad.

Si definimos los dngulos, véase la figura 2, ¢ = /DFI = /FDI y ¢ = /MFI,
bastard probar que £ = £, lo que asegurard que los puntos D y E son simétricos
con respecto a Al, y se tendrd AD = AE.

Sea G el punto de interseccién de la recta BC' con la perpendicular a F'I por el
punto F'. El cuadrilitero DIF'G es inscriptible en la circunferencia de didmetro IG,
luego ZDGI = €.

Denotemos por L al segundo punto de intersecciéon de AI con la circunferencia
circunscrita al AABC, de modo que, en particular, L estd en la mediatriz de BC.
Entonces el cuadrilatero LM F'G es inscriptible en la circunferencia de didmetro LG
y se tiene ZMGL = ¢'. Ademds, ZMLI = Z/LID = 2£. Si O es el circuncentro del
AABC sabemos que ZBOC =2/CABy /BIC =% +1/CAB.

Ahora utilizaremos por primera vez el hecho de que ZCAB = % para observar
que los dos angulos anteriores miden %’T, de donde se deduce que los puntos B, C, O e
I estan en una misma circunferencia. Es sencillo darse cuenta de que el centro de esta
circunferencia es el punto L y que ACOL y ABOL son equilateros. Por su parte,
el ALOI es isésceles con LO = LI, por lo tanto ZLOI = ZLIO = § — &, lo cual
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implica que los puntos O, I y G estan alineados. Pero ademéas O y L son simétricos
con respecto a BC, de donde se deduce que AMOG y AMLG son congruentes,
luego £ = &', como querfamos demostrar.

Norta. El proponente también advierte que F' es el punto de Feuerbach del AABC.

También resuelto por F. D. Aranda, R. Barroso, J. Nadal, C. Sinchez y N. Stanciu y T. Zvonaru
(conjuntamente).

PROBLEMA 244. Propuesto por Paolo Perfetti, Dipartimento di Matematica, Uni-
versita degli studi di Tor Vergata, Roma.

Sean « y B numeros reales tales que o # —2k, o # 2k — 1, 8 # 2k + 2y
8 # —2k — 1 para cada entero positivo k. Definimos la sucesién

+ (D
Hm DA

y los limites

N
o= g S, 0= i 3o
Yy
N
S(a,f) = lim (-D)"ay,
N~>oon 1

a) Probar que los limites existen si —1 < a4+ 5 < 1.

b) Determinar los valores de « y 3 para los que

(a+ B8)S(a, B) — 3T (e, B) — 2U (v, B) > 0.

Solucién enviada por el proponente (modificada por los editores).
Si ¢, = (—1)"a,, podemos comprobar que

Con a—+2n Con+1 a—2n—1
Con_1  B—-2n-2 con  BH+2n+3
Yy
Con B+a—2 9 Cont1 B+a+2 9
= 14+ — "4 0 , =1-——+4+0 : 1
Con—1 + 2n + (TL ) Con 2n+1 + (’I’L ) ()

Por tanto, ¢, es una sucesién de signo constante, si n > ng para un cierto ng, y el
limite S(«, ) existe para —1 < o+ 8 < 1 como consecuencia del criterio de Raabe.
Usando el mismo criterio, se puede deducir que la serie diverge para |a + 8| > 1.
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La existencia del limite S(«, 8) implica de manera obvia la existencia del limite
T(o, B) para |a+ 8] < 1.

Observando que na, = (—1)"ncy, €l criterio de Leibniz asegura la existencia de
U(a, B) si previamente probamos que nc, es una sucesién mondtona decreciente que
tiende a cero.

Es conocido que si la serie de una sucesion b,, monétona y de términos positivos
converge, entonces nb,, tiende a cero. De este hecho podemos deducir que nc,, con-
verge a cero ya que (1) implica que ¢,, es mondtona para n > nq, para un cierto n;.
Para probar que nc, es mondétona basta tener en cuenta que

Coan 21 B+a—1 5 ,
=1 <1 3 1
Con—12n—1 + 2n oM <1, siftes<l,
y
i1 2041 —B-a-1
copnZntl _ Zhmazl o001 Ggtas-1
Con, 2n n

Esto prueba el apartado a).
Para probar b) demostraremos que

(B+a)S(a,B) —3T(a, B) — 2U(c, B) + (B + 3)ay = 0, IB+al<1. (2)

Por ser
—(B+3)a1=1-«

se tendra que

B+ a)S(a,B) — 3T (a, B) — 2U (v, B) > 0,

para |a+ 3] < 1, si y solosi o < 1.
Para probar (2), escribimos la sucesién ¢, /c,—1 como

cnB+ac,_1 + (=1)" e, + (=1)" M (n+ en + (=1)"ne, 1 = 0.
Entonces

B+ a)(=1)"an + a(cn-1 — cn) = (2a5 + an—1) — (nan + (n — 1)an—1) = 0.

Sumando la identidad anterior para n =2,..., N llegamos a
N N N

B+ ) Z(—l)”an +a(cp —en) — Z(Zan —Qp-1) — Z(nan +(n—1Dap_1),
n=2 n=2 n=2

de donde, tomando limite cuando N tiende a infinito, concluimos (2).

No se han recibido otras soluciones.
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PROBLEMA 245. Propuesto por Juan Bosco Romero Mdrquez.
Sean a, b y c las longitudes de los lados de un tridngulo, p su semiperimetro y r
y R, respectivamente, los radios de sus circunferencias inscrita y circunscrita.

a) Probar que si A > 1, entonces

27 = 32+7N) = a1

2p? - 6rR + \(2p? — 67R) - 2% — 6rR

b) Probar que si 0 < A < 1, entonces

2 _ 2
'R < 6rR+ \(2p° — 6rR) < 2£
= 3247\ =7

Solucion enviada por Daniel Viacaru, Pitesti, Rumania.
Considerando la funcién

_ 6rR+ A\(2p* — 6rR)

A) = , A>0,
F) 3(2+7N)
se tiene 22— 27rR)
/ )\ — p — r
F 3(24+7N)2
Dando momentanemente por supuesto que
2p% — 27rR > 0, (1)

deducimos que la funcién f es creciente y las desigualdades propuestas son evidentes.
En efecto, el apartado a) es equivalente a la desigualdad f(0) < f(A) < f(1), y el
apartado b) a f(1) < f(A\) < lmy_100 f(A).

Veamos que la desigualdad (1) es cierta. Usando la identidad rR = ‘Z—l;c, es posible
establecer la equivalencia

2p? > 27rR <= (a+b+c)® > 27abc,

y esta ultima desigualdad se verifica por la desigualdad entre la media aritmética y
la media geométrica.

También resuelto por I. V. Codreanu, R. de la Cruz, J. Nadal, P. Perfetti, B. Salgueiro y el
proponente.

PROBLEMA 246. Propuesto por Nikos Bagis, Aristotle University, Tesalonica, Gre-
cia; y Larry Glasser, Clarkson University, Postdam, Nueva York, Estados Unidos.
Probar que

do

¢ do /2
/0 vl—cosécosH_/o V14 cos¢pcosf

para 0 < ¢ < 7.
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Solucion enviada por Emilio Fernandez Moral, Logrono, La Rioja.
La identidad trigonométrica

0 tg 2\
1 — cos ¢ cos b = 2 cos? sen2? 1+ i)

sugiere realizar el cambio de variable tgg =tgstg g Asi,

sen? ¢ 50— tg 2(1+tg? %)

1- g— S _
COS ¢ coS 1T cosdcos 2 1+tg2§tg2§

/—_/ e
o VI—cospcosl Jo JI+cospcosz

También resuelto por los proponentes.

PROBLEMA 247. Propuesto por Marcel Chirita, Bucarest, Rumania.
Sean f :[0,1] — R una funcién derivable y a,b € (0,1), con a < b, tales que

/Oaf(x)dx=/blf(:v)dm=

—Qa

Probar que

vy de| < 20 sup(1f(a) € (0,1)),

Solucion enviada por Kee-Wai Lau, Hong Kong, China.
Denotando M = sup{|f’(x)| : € (0,1)}, probaremos la desigualdad més fuerte

Aplicando integracion por partes, se tiene

/f dmf/ fo b—l)(f(za)Jrf(b))/ab <xa—2kb>f/(x)dx. 0

La continuidad de la funcién f y las condiciones

/Oaf(ff)dx=/blf(x)dw=

implican que existen py ¢ tales que 0 <p<a,b<qg<1ly f(p) = f(q) =0. Asi,

"(z) dx

<aM  y —’/f ) dz

< (1—Db)M.



LA GACETA x SECCIONES 133

Finalmente, usando

/ab (m—a;b)f'(x)dx

de la igualdad (1) concluimos que

a+b

v — ’dm:(b_a)zM

2 b

b
<

2

/1f(x)dq; < (b—a)(l—2|—a—b)M+ (b_Z)zM
0

_(-(+a-b)M _M

B 4 =

como querfamos demostrar.

También resuelto por T. Aguilar, A. Alamo, R. de la Cruz, B. Salgueiro, P. Perfetti y el propo-
nente.

PROBLEMA 248. Propuesto por Larry Glasser, Clarkson University, Postdam, Nue-
va York, Estados Unidos.
Probar que

/°° x(2? — %) dx v 1+ 72
cos =—exp|——= ).
0 x? — e? 1122 2P 1+e2

Solucion enviada por G. C. Greubel, Newport News, Virginia, Estados Unidos.
El resultado es consecuencia de la integral

eizf(zz) w— a?
12/07224—1)2 dz con f(w)= o

donde el contorno de integracion C' aparece descrito en la figura 3.
Puesto que el integrando tiene un tnico polo simple en el interior de C, por el
teorema de los residuos tenemos

eizf(zz) eizf(z2)
I= / ——— dz = 2mi Res . (1)
r

2 2 2 27
RUY1UYaUL1ULaULy 2~ TP z2+p

El camino I'p admite la parametrizaciéon z = Re', con 0 < 6 < 7, y es claro que

eizf(zz) ™ eiReief(RQEQis) )
R—o0 FRZ —|—p R— o0 0 Rel—|-p
Las integrales a lo largo de los caminos 71 y 72, que se parametrizan con z+b = € e*,
con 0 < 0 < 7, verifican
ez f(2%)
20 Uy, 27D



134 PROBLEMAS Y SOLUCIONES

Ly
—R b

Figura 3: Contorno de integracién para la solucién del Problema 248.

Ademas,
eizf(ZQ) e} eiwf(xz)
530 JrrL,uLs 27+ P oo TEADP
Como
ei#f(z%) e fE) T _p(pia?
2miRes | 5——,ip | = 2milim(z —ip) 57— = — e ) = Do p(W),
z+p z—i ze+p p p

de (1) deducimos que

oo ixf(x?) 242
/ T e = T ()
—00 T2+ D D

Puesto que la parte real de la integral involucra una funcién par y la parte imaginaria
una funciéon impar, llegamos a la identidad
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de la que concluimos la integral propuesta tomando a =m, b=ey p=1.

También resuelto por B. Salgueiro y el proponente.



