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1. Presentacion

Este articulo resume el contenido de las tres conferencias de la sesién monografica de-
dicada a la Teoria de Aproximacion que se me encargo organizar en el marco del CEDYA2005.
A la hora de seleccionar los temas y ponentes me guié por los siguientes principios: que los
temas fuesen de actualidad y perspectiva tanto en métodos como en areas de aplicacion
vy que los ponentes fuesen matematicos jovenes espanoles que en mi opinién destacan por
sus contribuciones en sus dreas de trabajo. En orden alfabético los ponentes fueron Manuel
Bello Hernandez, Andrei Martinez Finkelshtein y Xavier Tolsa. En ese mismo orden sus
ponencias versaron sobre ortogonalidad miltiple y la aproximacion racional simulténea,
problemas de frontera en la teoria de polinomios ortogonales, y capacidad analitica continua
y la aproximacion racional uniforme.

Estas notas fueron elaboradas con la activa participacién de Andrei, Manuel y Xavier.
Mi aportacién se limité a esta breve presentacién y la unificacion del estilo y el formato de
las distintas secciones para ajustarlos a las normas establecidas. Cada seccién resume una
de las tres ponencias y su contenido corresponde a lo que los propios autores propusieron.
En la unificacién debo lamentar la pérdida de parte del material por razones de espacio. De
esto me hago entero responsable. A solicitud mia, las charlas fueron orientadas a dar una
visién general del tema para una audiencia no especializada sin entrar en detalles técnicos
ni insistir en las aportaciones personales de los conferenciantes.

2. Ortogonalidad multiple y la aproximacion simultanea
Sean n = (n1, N2,...,Ny) € ZY, In| =n1 +ng 4+ ... 4+ 1y vy (11, pi2, - - -, fn) un vector

de medidas complejas con soporte compacto en C; un polinomio @y, @n#0, de grado < |n|
es multi-ortogonal (PMO) respecto a (f1, {12, - - . , fm) para el multi-indice n si

/Can(C)duk(C):O, P=0. -1, k=1.....m. (1)



Tal polinomio existe ya que las |n| + 1 ecuaciones anteriores determinan un sistema li—
neal homogéneo en sus |n| coeficientes. En general, no hay un unico PMO, pero queda
determinado completamente, por ejemplo, si exigimos que sea ménico y de grado minimo.

Para abreviar citaremos principalmente monografias o articulos que resumen el tema en
los que se puede encontrar referencias a los trabajos originales.

2.1. Aproximantes de Hermite-Padé

Los PMO aparecen en la aproximacién racional simultanea de funciones analiticas como
los denominadores de los aproximantes Hermite-Padé (AHP) asociados a un sistema de
funciones de Markov. Sea ji;(z) = [ (z — )~ 'du;(x) la funcién de Markov asociada a y;, ella
es analitica en un entorno de infinito; como fi(co) = 0, si Qp es un polinomio de grado < |n|,
el término principal del desarrollo de Laurent en el infinito de Qn(2)/1j(2) es un polinomio,
Pnj, de grado < |n|— 1. Més exactamente, Py j(2) = [ (Qn(2) — Qn(z))/(z — x)du;(z); por
tanto, Qn(2)ftj(2) — Paj(2) = Soaey 2~ F*D [ 2k Qu(z) dpj(z). De modo que Qn(2)fij(2) —
Paj(2) = O(z~ (4D siy s6lo si Qn = Qn satisface (1); en otras palabras, (1) es equivalente
a Qn#Z0, de grado < |n|, grad(Pn ;) < |n|—1,y

Qn(2)is(2) — Pas(2) = Oy )

El vector (Pn,1/Qn,- -5 Pam/Qn) es el AHP para (fi1, ..., fin) asociado al multi-indice n.
A los AHP se les llaman también aproximantes simultdneos. Teniendo presente la férmula
para el resto fi;(z) — Pa;j(2)/Qn(2) = 1/Qn(2) [ Qn(2)/(z — z)dp;(z), para estudiar la con-
vergencia de los aproximantes Hermite-Padé es 1til conocer la ubicacién de los de ceros de
Qn y su comportamiento asintético ([3], [9]; a los resultados sobre asintética nos referire-
mos mas adelante). En muchos casos es posible probar convergencia, incluso geométrica,
de los AHP; esto hace que sean utilizados en la teorfa de nimeros; precisamente la apari-
cién de ellos se di6 en este contexto al demostrar Hermite la trascendencia de “e” ([9]); él
construyé aproximantes racionales simultdneos para funciones exponenciales. Mas reciente-
mente, la demostracién de Apery de la irracionalidad de ((3) se hizo mds trasparente al
utilizar aproximantes simultdneos a funciones de Markov para las medidas en [—1, 1] cuyos
pesos son 1, —log z, log? z ([5]); otra aplicacién interesante a la teorfa de niimeros es la me-
dida de la trascendencia del nimero m que hace Sorokin al estudiar el crecimiento de unas
sumas con coeficientes racionales donde intervienen potencias de 7 ([10]).

2.2. Multi-ortogonalidad y ecuaciones diferenciales

La relacién entre multi-ortogonalidad y ecuaciones diferenciales se revela al considerar
medidas cuyos pesos w satisfacen la ecuacién de Pearson

(dw) + Yw = 0, (3)

donde ® y ¥ son polinomios tales que grad(®) > 0, grad(¥) > 1. Sea I' una curva o arco
de Jordan, tal que Ar®wP = 0, para todo polinomio P, donde Ar representa el oper-
ador diferencia en los extremos de la curva I'; un par (w,I") que satisface las condiciones
anteriores tiene asociado el funcional generador de momentos dado por [ z*dw(z). En el
caso semi-clasico, S = méx{grad(®) — 2, grad(¥) — 1} > 1, existen S + 1 curvas I'; (Gnicas



homotépicamente), que determinan funcionales generadores de momentos linealmente inde-
pendientes. En tal caso, para cada multi-indice existe @), tal que

/ FQu(2)w(2)dz=0, k=0,...,n; — 1.
r

J

Observar que aunque el peso es el mismo, cambian las curvas de integracién. Para va—
rios tipos de pesos se ha demostrado que los correspondientes PMO satisfacen relaciones
diferenciales. Por ejemplo, si ®(z) = 2%(z — a), w(z) = 2°°(z — a)**e?/* y los multi-indices
son de la forma (n,...,n), se ha probado que se cumple la férmula de Rodrigues Qn(2) =
wgz) ("(2)w(z)), donde D = %. Dichos polinomios satisfacen la ecuacién

D% (2)y" — 2W(2)®(2)y" + A1(z;n)y + Aa(z;n)y = 0,

donde A;, Ay son polinomios expresables en funcién de ®, ¥ y sus derivadas (ver [2], [12]).

2.3. Teoria de operadores, sistemas de Angelesco y Nikishin

Un concepto clave al estudiar los PMO es el de normalidad; un multi-indice n se dice
normal para un vector de medidas si el correspondiente PMO tiene grado exactamente |n|.
Si todos los multi-indices son normales, entonces el sistema de medidas (o de las correspon-
dientes funciones de Markov) es perfecto. Como ejemplo de sistemas perfectos tenemos a
los sistemas de Angelesco que estan formados por funciones de Markov asociadas a medidas
positivas con soporte incluidos en intervalos disjuntos del eje real {A;}7 7=1; la normalidad
sigue del hecho de que cada PMO respecto al multi-indice n tiene exactamente n; ceros en
Aj, para cada j, 1 < j < m. Los PMO para sistemas de Angelesco han sido ampliamente
estudiados: Gonchar y Rakhmanov [9] probaron la convergencia de los AHP, describiendo
la velocidad de convergencia en términos de la soluciéon de cierto problema extremal de
teoria de potencial vectorial; Aptekarev [1] estudid la asintética fuerte (o de Szegd) de tales
polinomios.

Otros sistemas muy estudiados son los de Nikishin que se definen recursivamente; sea
o; una medida positiva con soporte compacto incluido en un intervalo A; del eje real,

j=1,...,m;paracada j=1,...,m— 1, se supone que A; N A, = 0); sea
def ,
dlulzdo.lv d/*l’2:<0'170—2> :C JQdala"'v d,um:<0'1,<0'2,...70'm>>;
(fi1, .-+, fim) es el sistema de Nikishin asociado a o1, ...,0,,. Todas las medidas u1, ..., tim

son absolutamente continuas respecto a la medida o7 y su soporte coincide con el de esta,
en este sentido los sistemas de Nikishin representan un ejemplo opuesto a los de Angelesco.
Para los sistemas de Nikishin se ha demostrado que los multi-indices en

I={(0,...,0),(1,0,...,0),...,(1,...,1),(2,1,...,1),...}

son normales [1]. Para m = 2 ([9]) y m = 3 (Fidalgo-Lépez) se ha probado que estos
sistemas son perfectos. La convergencia de los correspondientes AHP para dos funciones fue
demostrado por Nikishin [9] y para el caso general por Bustamante-Lépez [6]. Aptekarev
[1] ha obtenido la asintdtica fuerte de los correspondientes PMO. Usando grafos planos
Gonchar-Rakhmanov-Sorokin [8] definen unos sistemas (llamados mixtos) de funciones que
tienen por casos extremos los sistemas de Nikishin y Angelesco.



Cada multi-indice en I estd completamente determinado por su médulo (podemos escribir
Q)n| = Qn); asi, si ellos son normales para un sistema de medidas (por ejemplo, los casos de
sistemas de Nikishin o Angelesco), utilizando la definicién de ortogonalidad se obtiene

T Qn|(2) = Qu+1(2) + @), |n| Q| () + -+ + Apn) jn|=mQ)nj—m(z), [n|=0,1,... (4)
Q_m(z) = - = Q_1(z) = 0, Qo(xz) = 1. De aqui se sigue que los ceros { A1 : k =
1,...,n+ 1} de Qn41 son valores propios de

@p,0 1 0 0
@1.0 ai1 1 0
An =1 am,0 Gm,1 am,2 0
0 Um+1,1  Am42,2 0
0 0 0 ... Qpon
y los correspondientes vectores propios son (Qo(An+t1.k), @1(Ant1.k)s--» @n(Ant1,k))" De

ese modo los PMO juegan un papel esencial al estudiar el espectro del operador matricial no
simétrico generado por (4). Recientemente, Aptekarev-Lépez-Rocha obtuvieron la asintética
del cociente de PMO para sistemas de Nikishin asumiendo que 0} > 0 en casi todo punto de
Aj respecto a la medida de Lebesgue. Para PMO asociados a sistemas de Angelesco y Nik-
ishin, Aptekarev-Kalyagine-Lépez-Rocha probaron la propiedad de entrelazamiento de ceros
y para sistemas de Nikishin, usando la asintética del cociente, estudiaron el comportamiento
asintético de {an x} asumiendo la referida condicién para las derivadas de las medidas.

2.4. Polinomios ortogonales respecto a medidas variantes

La técnica basica para obtener todos los resultados asintéticos mencionados anterior-
mente es la utilizaciéon de polinomios ortogonales respecto a medidas variantes. Veamos
como ellos aparecen en la AHP de sistemas de Angelesco. Como ya dijimos, las relaciones
de ortogonalidad implicannos que @y tiene n; ceros en cada intervalo A;, 1 < j < m;
si denotamos por g, el polinomio ménico de grado m; que tiene esos ceros, tendremos

m o1 .
Qn(2) = [I4—; an,(2). Por tanto, podemos escribir

[ 406 [T an©aim(@) =0 5 =0.c0om—1,

J#k

de modo que cada g, satisface relaciones de ortogonalidad respecto a [] ik dn; (Q)dux(¢)
que varfa segin cambia ¢y, .

A modo de ejemplo citamos un resultado de Gonchar-Rakhmanov [7], extendido por
Stahl-Totik [11], que da la asinté6tica de la raiz n-ésima para polinomios ortogonales respecto
a medidas variantes.

Sea p una medida positiva cuyo soporte sop(u) estd contenido en el eje real y {¢,} la
sucesion de polinomios ortogonales moénicos con respecto a p. Se dice que u es regular si
lim,, |¢,(2)]"/™ = exp g(z; 00) uniformemente sobre subconjuntos compactos de C \ sop(u)
donde g(z; 00) denota la funcién de Green con singularidad en oo respecto a C \ sop(u).



Teorema 1 Sean {¢,} una sucesidn de funciones continuas en un intervalo A C R, p una
medida positiva y regular con sop(u) = A, S, polinomios mdnicos de grado n y

/ S Gn(H)dp(t) =0, k=0,...,n—1.

¢ 1 1 ; -
Si limy, 5~ log o] =V uniformemente en A, y v es una funcion real en A, entonces

1/2n
vs, v, lim (/ |Sn|2¢nd,u) =e Y,
n n

donde vg, = %an(x)=0 05 es la medida contadora de ceros de Sy, y v es la dnica medida
que resuelve el problema de equilibrio

v =w, =z €sop(v),
Vi o { S TSR )
donde V¥ (z) = — [log|z — z|dv(z) es el potencial logaritmico asociado a v. De estas rela-
ciones se deduce que lim,, |S,(2)|"/" = e=V" () uniformemente en cada subconjunto com-

pacto de C\ A.

Lopez y colaboradores han obtenido resultados sobre asintética fuerte y relativa de poli-
nomios ortogonales respecto a medidas variantes que juegan un papel importante para probar
la asintética de PMO para sistemas de Angelesco y Nikishin.

2.5. Aproximantes de Frobenius-Padé

A continuaciéon veremos como aparecen los PMO en los aproximantes de Frobenius-
Padé para sistemas de Angelesco y la descripcion de la convergencia en términos de la
solucién de un problema de equilibrio de potencial logaritmico vectorial.

Restringiremos nuestra atencion al caso de dos medidas; sean fi1, fio un sistema de An-
gelesco con medidas cuyos soportes estén incluidos en intervalos disjuntos [a1, b1], [az,b2] ¥
sea o una medida soportada en el intervalo [c, d] disjunto con los intervalos anteriores. De-
notemos por {¢, } la sucesién de polinomios ortonormales asociada a 0. Dada f € Ly (o) sus
coeficientes de Fourier con respecto al sistema anterior son ¢, (f) = [ f ¢, do. Los aproxi-
mantes simultdneos de Frobenius-Padé de (fi1, fi2) para el multi-indice (n1,ns) respecto
a la medida o es el vector de fracciones racionales (Pn1/@n;Pn,2/Qn) tales que: Qn#0,
grad(Qn) < nl, grad(Pa.) < n| — 1, grad(Paz2) < n| — 1y

Ck(Qn/:Lj_Pn,j):Oa k=0,1,...,|n|+nj, j:1,2, (6)

donde |n| = ny + ny. Es decir, los aproximantes simultdneos de Frobenius-Padé recuperan
desarrollos de Fourier en el sentido Padé. También hemos estudiado fracciones que recuperan
desarrollos de Fourier directamente (los aproximantes no-lineales de Fourier-Padé, ver [4]).

Los aproximantes simultaneos de Frobenius-Padé existen porque el sistema de ecuaciones
(6) es lineal y homogéneo con 3|n|+2 ecuaciones en los 3|n|+1 coeficientes de Qn, Pn,1, Pn 2-
Veremos que dichos aproximantes son tinicos porque los denominadores tienen grado exac-
tamente |n|. En efecto, de (6) deducimos

/(Qn(ﬂf)ﬂj($)—ij(ﬂf))(pk(x) da(x) =0, kZOalv""|n|+nj’ Jj= 1,2, (7)



que por las técnicas usuales de ortogonalidad nos lleva a que Qnfi; — Py ; tiene al menos
In| + n; ceros en (¢,d). Sea Wy ; el polinomio ménico que se anula en |n| + n; de estos
ceros; por tanto, (Qnfi; — Pp,;)/Whn,; es analitica en un abierto que contiene a [c, d]; si I" es
un contorno cerrado que contiene en su interior a [¢,d] y en su exterior estdn los intervalos

[a;, b;]. Aplicando los teoremas de Cauchy y Fubini tenemos que para todo k =0,...,n; —1,
@n (€)1 () — Pn,;(¢) k dp; (x)

¢ Il =0s [ 2*Qu(x =0. 8

/ ij (C) ( ) Wn,j (J}) ( )

Es decir, jQn satisface relaciones de multi-ortogonalidad variantes! Y de ahi obtenemos que
Qn tiene n; ceros simples en el intervalo [a;,b;] para cada j = 1,2. Asumimos en lo que
sigue que Qy, es el PMO respecto a las medidas dpy /Wa 1, dia/Wh2 ¥ Qn = Gn,1Gn,2, donde
(n,; €s el polinomio ménico de grado n; que se anula en los ceros de Qn en [aj,b;]. Asi, gn1
es el polinomio ménico de grado ny que cumple

k Qn,2duj(x)
n =2 =0, k=0,1,...,n1 —1; 9
/x q ,1(1‘) n,j( ) nq ( )

y para gn 2 tenemos una relacion andloga.

Por otra parte, de la relacién (8) obtenemos que Qnfij — Pn,j tiene exactamente |n|+n;
ceros en (¢, d); ademads, Qn(2)fi;(2) — Pa,;(2) “7 Z) 7 n z)q‘”(m VC[I,“](?")) j=1,2,yde
(7) deducimos

W ] /Qn an dﬂ2() .
: : do(z) =0, k=0,1,...,|n|+n;, =1,2. (10
er,] s — an(l') () | | J J ( )

s

Sea A C Zi tal que limpep ni/In| = p;, i = 1,2. Sea A’ C A tal que las sucesiones de
medidas contadores asociadas a los polinomios gn.1,qn,2, Wn,2 y Wh,2 tengan limite débil
V1, Vo, A1, Ag, respectivamente. Supongamos que i1, fi2 y o son medidas regulares. Combi-
nando (9), (10) y el Teorema 1 obtenemos un sistema de cuatro relaciones extremales que
relacionan los potenciales logarftmicos V1, V¥2, VA1 VA2 correspondientes a estas medidas.
A saber:

2)=p1(L+p1)VM (2
2)=pa(l+ p2)V (2
) +2(1+p1)? V(2
) +2(1 4 p2)?V2 (2

203V (2) 4 p1pa V"2
p1p2 Vi (2) + 2p3V"2
—p1(1+p)V" (2
—p2(1 +p2)V"2 (2

z € supp(r1),

A,_\

)
)
)
)

)
z € supp(va),
)
)

o (
o (
ag, z € supp(Ar),
0y (

z € supp(Aq

donde oy y as denotan el infimo en [a1,b1] v [ag, b2] de las partes izquierdas de las relaciones
respectivas mientras que as y a4 los infimos de las relaciones correspondientes en [¢, d]. Co-
mo la matriz del sistema anterior es simétrica y definida positiva, el problema tiene solucién
tnica, de donde se deduce la convergencia débil de las medidas contadoras y consecuente-
mente para la sucesion {|Qn\1/ |“‘}, n € A. La demostracién de este resultado para el caso
general de sistemas de Angelesco de m funciones aparece en [4].



3. Problemas de frontera en la teoria de polinomios or-
togonales

Los problemas de frontera o de Riemann-Hilbert para funciones analiticas han resultado
ser una herramienta fundamental en la teoria de ecuaciones diferenciales, tanto ordinarias
como parciales, estando en la base de técnicas tan fundamentales como el scattering inverso
y otros. A partir de los trabajos de Fokas, Its y Kitaev en los anos 90 estos métodos han
empezado a jugar un papel preponderante en la teoria de polinomios ortogonales. Este es
un breve e informal resumen de las técnicas de Riemann-Hilbert y del papel de puente que
las mismas juegan entre la teoria de sistemas integrables, la teoria moderna de funciones
especiales, y los polinomios ortogonales.

3.1. Problemas de frontera clasicos para funciones analiticas

Supongamos que - es una curva o contorno (o unién de los mismos) en el plano complejo
C; buscando simplicidad y en aras de una visién global del problema vamos a imponer en
lo adelante tantas hipdtesis sobre los objetos con que operamos como sean necesarias. En
particular, vamos a suponer que 7 es suave a trozos, denotando por ¥° el conjunto de sus
puntos regulares, es decir, aquellos que no sean extremos de un arco o puntos de interseccion.
Si fijamos una orientacién arbitraria de v, entonces dada una funcién f analitica en C\ 7,
vamos a denotar en lo adelante por f; y f_ los valores de frontera de f por la izquierda y
por la derecha en ~, respectivamente (si estos existen).

Si sobre v tenemos definida una funcién compleja v, entonces su integral tipo Cauchy es

wr 1 0(t)
2mi J o t—z

Clv)(2)

dt, zeC\~. (11)

Si v es, digamos, Holder a trozos, entonces C(v) es una funcién analitica en C\ v, que
posee valores de frontera continuos en y°. Uno de los teoremas fundamentales en la teoria
de valores de frontera para funciones analiticas es el de Sokhotsky-Plemelj (ver por ejemplo
[13]) que afirma que si f = C(v) entonces

) = f- ()=o), ter”.

O sea, podemos recuperar el valor del integrando en (11) como el “salto” (aditivo) de la
integral tipo Cauchy a través de . En otras palabras, si dados v y v como antes, queremos
encontrar una funcién f que sea holomorfa en C\ v y cuyos valores de frontera satisfagan
la siguiente condicién de salto aditivo,

) =f-@) +o), ter?,

entonces una posible solucién es C(v). Obviamente, la solucién no es unica: C(v)+ g, donde g
es entera, tiene el mismo salto a través de . Para lograr la unicidad debemos imponer algunas
condiciones adicionales sobre f, tal como que f(oo) = 0, y describir su comportamiento en
los puntos irregulares v\ 7°.

Un problema de salto multiplicativo (o de Riemann-Hilbert homogéneo) es el de encontrar
una funcién f que sea holomorfa en C \ v, cuyos valores de frontera satisfagan

f+(8) = f-@o(t), ten”,



unido a la condicién asintética f(z) =1+ O(1/z), z — co. En determinadas ocasiones (por
ejemplo, si v es un contorno de Jordan y v es real y positiva sobre el mismo) el problema
multiplicativo se puede reducir al aditivo tomando logaritmos:

(log f)+(t) = (log f)-(t) +logu(t), te€~,
log f(2) = O(1/2), z— o0,

siendo una posible solucién

£(2) = exp (217” ﬁlog“(t) dt) . 2€C\~.

t—z

La situacién se complica si en vez de considerar funciones escalares pasamos al caso matricial:
dada una funcién V : 4 — C?*2 encontrar una funcién F : C\ v — C?*2 holomorfa (es
decir, todos sus elementos son funciones holomorfas), cuyos valores de frontera satisfagan

Fult) = F-(OV(t), ten, (12)
Fz)=I4+0(1/2), z— 0, (13)

donde I es la matriz identidad. La no conmutatividad del problema es esencial. De hecho, la
mera existencia de su solucién no es nada trivial y ha sido estudiada exhaustivamente por
Gohberg, Krein y colaboradores. Por ejemplo, la férmula

F(z)exp(1 ]glogV(t)dt> , z€C\y

27 t—z
es valida sélo en el caso abeliano, cuando
[V(2),V(w)] = V(2)V(w) — V(w)V(z) =0 para todo z,w € 7.

El problema matricial (12)—(13) aparece de forma natural en varios problemas del anali-
sis. Por limitaciones de espacio veamos sélo un ejemplo. Las ecuaciones diferenciales de
Painlevé fueron descubiertas a inicios del siglo XX por Painlevé, Gambier y sus colab-
oradores, que clasificaron todas las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden
y" = f(z,y,y’) con f racional en y, y’, tales que sus soluciones no poseen puntos de ramifi-
cacion dependientes de las constantes de integraciéon. De los 50 casos hallados por Painlevé y
sus colegas, 6 no se reducian a ecuaciones mas simples ni podian ser resueltas por medio de
funciones especiales conocidas. Estas ecuaciones se conocen como ecuaciones diferenciales
de Painlevé, y sus soluciones son los trascendentes de Painlevé. Aunque éstos fueron descu-
biertos a partir de razones tedricas, estas ecuaciones han encontrado aplicaciéon fundamental
en la mecanica estadistica, fisica del plasma, ondas no lineales, gravedad cudntica, 6ptica no
lineal, etc.

Un ejemplo de ecuacién de Painlevé IT es (una versién “no lineal” de la ecuacién de Airy)

Upy = 20° +zu, zER. (14)
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Como se ha dicho antes, no podemos esperar poder escribir las soluciones explicitamente, en
términos de funciones especiales conocidas. Necesitamos un procedimiento alternativo para
su solucion, que fue hallado en los anos 90 por Flaschka y Newell. Tome tres pardmetros
complejos s1, s3 vy s3 y defina tres matrices S = S;, con

def (1 S .
Si—<0 1), 1=1,2,3.

La tnica restricciéon que debemos imponer sobre los parametros es
S1 +82+83+818283 =0.

Con las tres matrices anteriores, asociadas a 6 rayos en el plano C tal y como se muestra en
la figura (y que denotaremos genéricamente por S), vamos a construir una matriz de salto

b

VI(Z) _ efi(4z3/3+:vz)03 Sei(4z3/3+wz)o’3

donde para abreviar usamos la notacion

o3 = (é _01) y % = (8 agl) . (15)

Observe que la matriz V, depende de un pardmetro real x. Ahora podemos resolver el
problema (12)—(13) para F con v dada por la unién de los 6 rayos y la matriz de salto V.
La solucién F satisface entonces

Re1-1+20 0 (1), s,

Flaschka y Newell [18] probaron que podemos recuperar la solucién de la ecuacién (14) a
partir del elemento (1,2) de la matriz M: u(x) = 2i Mya(x).
3.2. Problema de Riemann-Hilbert para polinomios ortogonales

Vamos a considerar la situacién mas simple (en cierto sentido) cuando tenemos un peso
positivo e integrable w sobre R, con todos los momentos

+oo
0< / |z|"w(x) dz < 400,

— 00



de modo que existen polinomios ortogonales ménicos P, (x) = 2™ +..., n > 0, que satisfacen

+oo

/ P, (z) P (x)w(x)dx = hy Omn,  hp > 0. (16)

— 00

Estos polinomios poseen propiedades muy notables y bien conocidas. Por ejemplo, los P,

satisfacen una relacién de recurrencia a tres términos y sus ceros son reales y simples.
Vamos a considerar el problema de encontrar una funcién Y : C\ R — C?*2 que sea

holomorfa y satisfaga

Yi(t) = Y (1) ((1) “’E”) , teR, (17)

Y(2) = [T+ 0(1/2)] ('Zg ZQn) RN (18)

Teorema [19]: existen k,, > 0 tales que

B Po(2) C(Pyw)(z)
Y(z) = (Kn_an_l(z) /f»n—lC(Pn—lw)(Z))

es la unica solucidn de (17)—(18).

La demostracion es elemental y sélo usa dos hechos fundamentales del anélisis complejo:
la férmula de Sokhotsky-Plemelj y el teorema de Liouville (jse atreve el lector probarlo?).

Una de las ventajas de la caracterizacién por medio del problema de RH es que ella
puede extenderse a otros esquemas de ortogonalidad, esta vez no estdndar, tales como la
ortogonalidad sobre la circunferencia unidad [21], la ortogonalidad discreta [14] (es decir,
donde la integral en (16) se sustituye por una suma), la ortogonalidad multiple [23], matricial
y otras. La consecuencia fundamental de este enfoque ha sido un importante cambio de
paradigma: en todos los casos el objeto primario deja de ser la ortogonalidad y su lugar
ocupa el problema de frontera.

Para ilustrarlo, veamos el caso del peso de ortogonalidad

12 4
w(z)=e NV@ V() = % + %,

donde g, N > 0 y t < 0 son pardmetros. Vamos a deducir algunas propiedades de los
polinomios ortogonales moénicos P, correspondientes usando la filosofia

z€eR, (19)

Problema de RH ‘ = ’ Par de Lax ‘ = ’ Ecuacién de compatibilidad ‘

utilizada comunmente en la investigacion de sistemas integrables de ecuaciones diferenciales
o en diferencias.

Partimos nuevamente del problema de Riemann-Hilbert (17)—(18), introduciendo una
notaciéon para el siguiente término del desarrollo asintdtico de Y en el infinito: Y =Y, :
C\ R — C?*2 es holomorfa y tal que

Yoi(x)=Y,_(z)J(z), zeR, J(z) = <(1) w(lx)) , (20)
Yo (z)z7" =1+ % (Ccl: ZZ) +0(z7?), z— 0. (21)
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Para obtener la primera mitad del par de Lax observe que J no depende de n, por lo que
R,(2) = Y,)Y, !, es una funcién matricial entera. Por (21),

Rn(z) _ (Z — and:ll + (07%% _bgl) + 0(271), z — 00,

y por el teorema de Liouville,

Rn(z) = (Z - a"d—nl +an _b8—1> .

Luego, Y,,(2) = R, (2)Y,—1(z). Si escribimos esta expresién elemento a elemento llegamos a
2P, (2) = Poy1(2) + apnPr_1(2),

donde «,, se expresa explicitamente en funcién de a,, b, vy d,. Esto no es otra cosa que la
conocida relacién de recurrencia a tres términos que satisfacen los polinomios P,.

Para la segunda mitad del par de Lax nos fijamos en el segundo pardmetro del proble-
ma, la variable continua z. Sin embargo, el salto original J en (20) depende de z, por lo
que necesitamos hacer una transformacién adicional, definiendo T}, (2) = w=7"/2Y,, (2)w"/?
(recuerde la notacién (15)). Ahora T, tiene el salto

Tn7+($) = Tn,_(l‘) JT , T E R, JT = (é 1) s
que no depende de z, y podemos derivar en ambos miembros de la igualdad, obteniendo que

Th(2) =To—(x)Jr, vy T, (x)=T, (x)Jr,

de donde nuevamente U,, = T. T, ! es entera; la férmula T}, = U,,(2)T,, implica una ecuacién
diferencial para los P,.
Resumiendo, hemos obtenido un sistema sobredeterminado

Tn = En(z)Tn—l
T =Un(2)Ty

para la matriz T}, que por tanto debe cumplir condiciones de compatibilidad para la exis-
tencia de solucion. Es facil ver que éstas son

éfn = Unén - RnUnfl s
que escritas elemento a elemento implican la siguiente ecuacién no lineal en los coeficientes
n=Na, (t+glap_1+a,+ayt1)), n>1, (22)

conocida por los fisicos como la ecuacion de cuerda discreta y por los especialistas en poli-
nomios ortogonales, como la ecuacion de Freud. De hecho, esta ecuacion es clasificada como
una ecuacién de Painlevé discreta, y su analisis asintético directo cuando n 6 N — oo es
muy complicado. Sin embargo, si nos atenemos al nuevo paradigma de Riemann-Hilbert, en
vez de estudiar esta recurrencia, deberiamos centrarnos en el problema de frontera (20)—(21)
y en su evolucién, y al final sacar conclusiones sobre las soluciones «,. En esto consiste el
método de descenso més rapido no lineal descubierto por Deift y Zhou (ver por ejemplo [16],
as{ como la monografia [17]).
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3.3. Asintética de polinomios ortogonales

Queremos estudiar la asintética de los polinomios ortogonales P, o de algunas de las
magnitudes relevantes asociadas (a,, etc.). La idea fundamental del método de Deift y
Zhou se puede resumir de la siguiente forma:

Partiendo del problema de Reimann-Hilbert (17)—(18) lleve a cabo transforma-
ciones explicitas e inversibles

Y .. 5 8

tales que al final S(o0) = I, los saltos de S sean &~ I, y concluya que S =~ I en
todo el plano complejo. Entonces deshaga las transformaciones anteriores y vea
qué ha obtenido para Y.

Obviamente esta idea tiene que ser complementada con una serie de “trucos técnicos”
muy sofisticados. Observe el punto de partida, el problema (17)—(18); uno de los primeros
objetivos es “normalizar” el comportamiento en el infinito, redefiniendo la matriz Y. El
ingrediente principal de la transformacién que necesitamos es la medida de equilibrio v que
satisface condiciones tipo (5) con campo externo v(z) = NV(z)/(2n). Armados de esta
medida definimos la funcién G(z) = exp (—n [log(t — x) dv(t)) y hacemos

T(z) ¥ k72 (2) G(2)72 .

Entonces T es holomorfa en C\ R, lim,_,. T(z) = I, y sobre supp(f),

rw =1 (75

) , donde |g,|=1.

Hemos logrado el primero objetivo, normalizar el problema en el infinito. El precio que hemos
pagado es un comportamiento altamente oscilatorio de la matriz de salto sobre el soporte
de p,, (algo que no debe sorprender mucho, pues recuerde que es el lugar donde residen los
ceros de P,). Para librarnos de estas oscilaciones realizamos una segunda transformacién,
consistente en una factorizacion analitica de la matriz de salto, de la forma

(g"éx) gj(@) =J JoJy, Jo= (01 (1)) :

siendo J_ ~Ten Sz <0y Jyr ~1IenSz>0.

Podemos interpretar el salto a través de supp(u,) como combinacién de tres saltos,
tal y como se indica en la figura, donde sélo el salto a través de supp(u,) es relevante y
explicitamente soluble (y cuya solucién es el “modelo” exterior que denotaremos por N(z)).

I+
supp(pn) Jo

J

La matriz TN ! es =~ I en el 0o y tiene saltos ~ I en todas partes, excepto en los entornos
de los extremos del soporte de u,, pequenos discos que aparecen en la figura siguiente.
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En esos entornos necesitamos construir “modelos locales” L que tengan los mismos saltos
que T y se ajusten a N en la frontera de los discos. La solucién (técnicamente complicada) se
escribe en términos de funciones especiales. Cudles exactamente depende del comportamiento
local del peso de ortogonalidad w.

Como paso final, definimos

g {TNl, lejos de los extremos de supp(p, ),
TL™1, cerca de los extremos de supp(uy,).
Entonces S(z) &~ I, z — oo y tiene saltos & I en todas partes. La conclusién (que siempre
debe ser justificada cuidadosamente) es que S ~ I uniformemente en C. Queda “despejar”
la matriz original Y y mirar qué resultado hemos obtenido, digamos, para el polinomio
P, =Y.

Para terminar, volvamos al ejemplo del peso de ortogonalidad (19) que en la seccién an-
terior nos permitié deducir la ecuacién de Freud (22). ;Cuél es el comportamiento asintético
de los coeficientes de recurrencia a,, cuando n — oo conjuntamente con el parametro N,
de tal modo que n/N — A? Bleher e Its [15], usando el método recién descrito, probaron
que existe un valor critico \. = t?/(4g) donde el comportamiento de {c,} tiene una bifur-
cacién. Sin/N — A., el comportamiento de los a, se describe por. . . juna solucién particular
(lamada solucién de Hastings-McLeod) de la ecuacién Painlevé II (14)!

Resumiendo, los problemas de frontera, tanto discretos como continuos, juegan un papel
fundamental en la teoria de los polinomios ortogonales. La versién discreta estd intimamente
ligada con la recurrencia a tres términos, caracteristica de dichos polinomios, y con la teoria
espectral de operadores, mientras que el problema continuo en su versiéon matricial sirve de
base para las potentes técnicas de Riemann-Hilbert, que se encuentran actualmente en pleno
desarrollo, y que, es de esperar, daran importantes frutos en un futuro inmediato.

4. Capacidad analitica continua y aproximacioén racional
uniforme

La capacidad analitica continua de un conjunto compacto E C C se define como
a(E) = sup|f'(c0),

donde el supremo se toma sobre todas las funciones continuas en C, analiticas en C\ E que
satisfacen |f(z)] <1 para todo z € Cy f/(00) = lim, .o 2(f(2) — f(00)). Para un conjunto
general F tomamos «(F) = sup{«a(F) : E C F, E compacto}.

Si en el supremo anterior renunciamos a la continuidad de f en C (o sea solo pedimos que
f sea analitica en C\ E'y | f(z)| < 1 para todo z € C\ E), obtenemos la capacidad analitica
v del compacto E. Para F general se toma y(F) = sup{y(F) : E C F, E compacto}.

La nocién de capacidad analitica continua fué introducida por Erokhin y Vitushkin
(véase [37]) en los 1950’s con vista a estudiar problemas de aproximacién racional uniforme
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en subconjuntos compactos del plano complejo. Vitushkin probé que la capacidad analitica
continua juega un papel central en este tipo de problemas.

Por otra parte, la capacidad analitica v fué introducida por Ahlfors en los afios 1940’s
[24] para el estudio del llamado problema de Painlevé, es decir, el problema de caracteri-
zar geométricamente los conjuntos de singularidades evitables de funciones analiticas aco-
tadas. Recordamos que un conjunto compacto E C C se dice que es evitable para funciones
analiticas acotadas si para cualquier conjunto abierto €2 que contiene a E toda funcién
analitica y acotada en Q \ E tiene extensién analitica a €.

Como « resulta mas 1til que v para problemas de aproximacién racional uniforme, nos
centraremos en la capacidad analitica continua. No obstante, el lector debe ser consciente
que una buena comprension de la capacidad « no es factible sin un previo estudio de +.

4.1. Propiedades basicas de la capacidad analitica continua

Debe tenerse presente que la capacidad analitica continua mide el tamano de un conjunto
“en relacién con funciones analiticas continuas y acotadas”. Una consecuencia directa de la
definicion es que

ECF = afE)<a(F).

Maés ann, es facil verificar que « es invariante por traslacién:
a(z+ E) = a(E) para todo z € C.
Con respecto a las dilataciones se tiene
a(AE) = |Ma(E) para todo A € C.
Ademss, si E es un abierto y conexo, entonces
diam(E)/4 < a(F) < diam(FE).

La segunda desigualdad (que se cumple para cualquier conjunto compacto E) es consecuencia
del hecho que la capacidad analitica continua de un disco coincide con su radio y la primera
del teorema 1/4 de Koebe (ver, por ejemplo, [27, Chapter VIII] para mds detalles).

4.2. Relacién con la medida de Hausdorff
La relacion entre la medida de Hausdorff y la capacidad analitica continua es la siguiente:

= Sidimg(E) > 1 (aqui dimy representa la dimensién de Hausdorff), entonces o(E) > 0.
Esto es consecuencia directa del Lema de Frostman.

» SiH(E) < oo, donde H! es medida de Hausdorff unidimensional, o longitud, entonces
a(E) = 0. En particular, se deduce que si dimpy (E) < 1, entonces a(E) = 0.

De las afirmaciones anteriores resulta que la dimension 1 es critica en relacion con la capaci-
dad analftica continua. Mds ain, surge una pregunta natural: es cierto que «a(E) > 0 siy
solo si dim(E) > 1 (o quizés si y solo si H!(FE) = 00)? Vitushkin demostré que la respuesta
es negativa. Resulta que la caracterizacién de a no es sélo cuestién del tamano del conjunto
E, sino también de la forma de E. En particular, la rectificabilidad juega un papel impor-
tante en la comprensién de «, y aiin mas en el caso de . Para ilustrar este hecho resenamos
el siguiente resultado debido a Guy David [25] relativo a la capacidad analitica v (aunque
estd mds relacionado con el problema de Painlevé que con la aproximacién racional):
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Teorema 2 Sea E C C un compacto con H'(E) < co. Entonces y(E) = 0 si y solo si E
es puramente no rectificable; o sea, que intersecta a una curva rectificable a lo sumo en un
conjunto de longitud zero.

Este resultado, conocido anteriormente como conjetura de Vitushkin, resuelve el prob-
lema de Painleve para conjuintos de longitud finita ya que un conjunto E es evitable para
funciones analiticas acotadas si y solo si v(E) = 0. Para ser més precisos, subrayamos que
la parte “si” del teorema no es de David. De hecho se sigue del teorema de Calderén sobre
la acotacion L? de la transformada de Cauchy sobre grafos de clase Lipschitz con constante
de Lipschitz pequena. La parte “solo si” del teorema, que es més dificil, es la probada por
David. Vea también [31] y [29] para algunas contribuciones iniciales.

4.3. Teorema de Vitushkin sobre aproximacion racional uniforme

Debemos introducir cierta terminologia adicional relativa a la aproximacion racional
uniforme. Dado un compacto F C C mediante R(E) denotamos el dlgebra de las funciones
complejas en E que son limite uniforme en E de funciones analiticas en una vecindad de
E (o sea, cada funcién es analitica en una vecindad de E). Recuérdese que el teorema de
Runge implica que una funcién estd en R(E) si y solo si es limite uniforme de funciones
racionales con polos fuera de E.

Por A(FE) denotamos el dlgebra de aquellas funciones complejas que son continuas en
E y analiticas en el interior E° de E. Obviamente, tenemos que R(E) C A(FE). Esta-
mos interesados en obtener criterios que permitan decidir cuando A(E) coincide con R(E).
Equivalentemente, cudndo una funcién que es analitica en E° y continua en E puede ser
aproximada mediante funciones analiticas en una vecindad de E. Por ejemplo, si C\ E es
conexo, el teorema de Mergelyan afirma que A(E) = R(E).

El siguiente teorema de Vitushkin es la solucién del problema descrito anteriormente.

Teorema 3 Sea E C C un compacto. Las siquientes condiciones son equivalentes:
(a) R(E) = A(E).
(b) a(A\ E°) = a(A\ E) para todo disco abierto A.
(¢) Existe una constante C tal que a(A\ E°) < Ca(A\ E) para todo disco A.

Como se menciond anteriormente, este resultado da un criterio preciso para decidir cuan-
do A(FE) = R(E). Su mayor inconveniente, al menos cuando Vitushkin lo demostrd, era la
ausencia de una caracterizacién métrica/geométrica de «. Por ejemplo, hasta hace poco
estuvo abierta la pregunta de si « es semiaditiva como funcién de conjuntos; o sea, si

a(EUF) < Cla(E) + a(F)),

para conjuntos compactos E, F' C C, donde C es una constante absoluta. Se demostré que
una respuesta afirmativa a esta cuestién implicaria la asi llamada “conjetura de la frontera
interior” (ver [38, Conjecture 2]).

La frontera interior de E, que se denota mediante 0;F, es el conjunto de puntos frontera
que no pertenecen a la frontera de ninguna de las componentes conexas de C\ E. La conjetura
de la frontera interior afirma que si a(9; E) = 0, entonces debe ser cierto que R(E) = A(E).
En el caso particular en que dimy(9;F) < 1 (que a su vez implica «(9;E) = 0) Davie y
(ksendal [26] demostraron que la conjetura es cierta; o sea, R(E) = A(E).
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4.4. Caracterizacion de o en términos de la curvatura y la trans-
formada de Cauchy

4.4.1. La transformada de Cauchy y la curvatura de medidas

Dada una medida finita y compleja de Radon v en C, la transformada de Cauchy de v
es

Cu(z):/fizdy(f).

Aunque la integral anterior es absolutamente convergente casi dondequiera con respecto a
la medida de Lebesgue, en general no tiene sentido para z € supp(v). Esta es la razén por
la que se considera la transformada de Cauchy truncada de v, que se define mediante

Cov(z) = /|£ L ae),

—z|>e f -z

paratodoe >0y z € C.
Dada una medida positiva de Radon g y una funcién p medible f en C, denotamos

Cuf(z) :=C(f dp)(z)
para z & supp(f), y
Cuef(z) :=Cc(f dp)(2)
para todo € > 0y z € C. Decimos que C, esta acotada en L?(u) si los operadores C,.c estan
acotados en L?(y) uniformemente con respecto a & > 0.

Decimos que p tiene crecimiento lineal si existe alguna constante a C tal que p(B(z,7)) <
Cr para todo z € C, r > 0. La densidad lineal de  en x € C es (caso de que exista)

. p(B(z,r))
= lim ——————=.
Ou(x) S r
Dados tres puntos distintos dos a dos x,y, z € C, su curvatura Menger es
1

donde R(z,y,z) es el radio de la circunferencia que pasa por z,y,z (con R(z,y,z) = oo,
c(z,y,z) =0 si z,y, z estdn en una misma recta). Si dos de estos puntos coinciden hacemos
¢(x,y,z) = 0. Para una medida de Radon u, definimos la curvatura de p mediante

) = [ [ [ el dute)duto)duce). (23)

La nocién de curvatura de una medida fué introducida por Melnikov [32] al estudiar la versién
discreta de la capacidad analitica. Es una de las ideas responsable de los grandes avances
recientes en relacion con la capacidad analiitica. La nociéon de curvatura estd conectada con
la transformada de Cauchy por el siguiente resultado debido a Melnikov y Verdera [33].

Proposicién 4 Sea p una medida de Radon en C de crecimieto lineal. Tenemos

ICotla) = 5200 + (T, (24)

donde |O(u(C))| < Cp(C).
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En esta proposicién c2(u) representa la versién e-truncada de ¢?(u1) (definida como en la

parte derecha de (23) pero con la integral triple sobre {z,y,z € C : |[x—yl|, |y—=z|, |z—2| > €}).
La identidad (24) sorprende pues relaciona una nocién analitica (la transformada de
Cauchy de una medida) con una métrico-geométrica (la curvatura). Mas auin, la nocién de
curvatura esta relacionada con la de rectificabilidad (ver [29]), y existe una conexién fuerte
con los coeficientes 3 que aparecen en el teorema de vendedor viajante de P. Jones [28].

4.4.2. Resultados principales

El siguiente teorema demostrado en in [36] da una caracterizacién de « in terminos de
la curvatura de medidas de densidad cero y también en términos de estimados de Cauchy.

Teorema 5 Para todo compacto E C C, tenemos

a(E) ~ sup{u(E) : supp(p) C E, O,(z) =0 Ve € E, (u) < p(E)}
~ sup{u(E) : supp(p) C E, ©,4(x) =0, [|Cll L2 (), 22(0) < 1}, (25)

con constantes absolutas.

La notacién A ~ B significa que A es comparable con B; es decir, existe una constante
absoluta positiva tal que , C*A < B < C'A. Por otra parte, [|Cy|12(4),12(,) denota la norma
L?(p) de la transformada de Cauchy; o sea, [|Cull12(u),12(1) = SUPes0 CurellL2(u),L2()-

Mencionamos que la demostracion de este resultado usa herramintas de la teoria de
Calderén-Zygmund con medidas no doblantes (en particular, requiere del as{ llamado teo-
rema T'(b) de Nazarov, Treil and Volberg [34]), asi como ideas de la teorfa de potencial y
teorfa geométrica de medidas. Véase también [30] para el caso particular pero importante
de conjuntos de Cantor.

Como el dltimo término de (25) es semiaditivo (con constante 1), deducimos que « es
numerablemente semiaditiva:

Teorema 6 Sean E;, i > 1 conjuntos de Borel en C. Entonces

a(y@ El) < C’i a(Ey),

donde C' es una constante absoluta.

Para resultados concernientes a la capacidad analitica -y, vea [35].
Como se menciond anteriormente, la semiaditividad de « implica la conjetura de la
frontera interior:

Teorema 7 (Conjetura de la frontera interior) Sia(0;F) =0, entonces R(E) = A(E).
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