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Resumen. We extend Newman and Keldysh theorems to the behavior of
sequences of functions in Hp, Hp(�), Hp(DN ) and Hp(S) with S half-plane,

where 0 < p <∞, which explain geometric properties of discs in these spaces.

En este trabajo extendemos los teoremas de Newman y Keldysh sobre pseudo-
convexidad a espacios Hp, 0 < p <∞, Hp(�), 0 < p <∞, con � medida de Szegő
en D, a espacios Hp(S), 0 < p < ∞, con S el semiplano y a espacios Hp(DN ),
0 < p <∞, con DN el polidisco.

Sabemos que los espacios Hp con 1 < p <∞ son localmente uniformemente con-
vexos. Newman probó queH1 es pseudo-uniformemente convexo. Lo que aqúı hace-
mos es extender esta propiedad, no sólo a Hp, con 0 < p < 1, sino a distintas
generalizaciones de Hp. Extenderemos también el teorema de Keldysh, que es otro
teorema muy útil para obtener convergencia en norma. Empezaremos demostran-
do los teoremas en los espacios de Hardy, es decir, Hp, 0 < p < ∞; después los
generalizaremos a espacios Hp(�), 0 < p < ∞, con � medida sobre el ćırculo sa-
tisfaciendo la condición de Szegő; en la sección 3, estudiaremos los teoremas para
espacios Hp(DN ), 0 < p < ∞, con DN el polidisco y acabaremos estudiando los
espacios Hp(S), 0 < p <∞, con S el semiplano.

1 Espacios Hp

Si f es continua en D, m la medida de Lebesgue en T, denotamos por fr una
función en T definida por fr(e

i�) = f(rei�) con 0 ≤ r < 1 y

∥f∥p, r =

{
1

2�

∫
T
∣fr∣pdm

}1/p

, 0 < p <∞,

∥f∥∞, r = sup
0≤�<2�

∣f(rei�)∣, ∥f∥0, r = exp

{
1

2�

∫
T

log+ ∣fr∣dm
}
.

Si f es una función anaĺıtica en D y 0 ≤ p ≤ +∞, definimos

∥f∥p = sup{∥f∥p, r : 0 ≤ r < 1}.

Y los espacios Hp como

Hp = {f ∈ ℋ(D) : ∥f∥p <∞}, si 0 < p ≤ ∞
1
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y

N = {f ∈ ℋ(D) : ∥f∥0 <∞}, si p = 0.

Un estudio detallado sobre los espacios de Hardy, Hp, y sus propiedades puede
encontrarse en [4].

Damos la primera generalización del teorema de Newman, se trata de probar el
teorema para 0 < p <∞.

Teorema 1.1. Sean {fn} con fn ∈ Hp y f ∈ Hp, 0 < p <∞. Si

a) ĺımn→∞ ∥fn∥p = ∥f∥p,
b) ĺımn→∞ fn(z) = f(z) uniformemente en cada subconjunto compacto de D,

entonces

(1) ĺım
n→∞

∥fn − f∥p = 0.

Para demostrar el teorema vamos a necesitar los lemas siguientes.

Lema 1.1 ([2], pág. 86). Sea B un subconjunto medible de la recta real y sean
'n, ' ∈ Lp(B) tales que ĺımn→∞ ∥'n − '∥p = 0, entonces existe Λ ⊂ ℕ tal que
ĺımn∈Λ 'n(x) = '(x), c.t.p.

Lema 1.2 ([4], pág. 21). Sea B un subconjunto medible de la recta real y sea 'n ∈
Lp(B), 0 < p < ∞, n = 1, 2, . . . Supongamos que ĺımn→∞ 'n(x) = '(x), c.t.p. en
B, ' ∈ Lp(B) y ĺımn→∞ ∥'n∥p = ∥'∥p, entonces

ĺım
n→∞

∥'n − '∥p = 0.

Demostración (Teorema 1.1). Si f ≡ 0 el teorema es obvio, luego suponemos
f ∕≡ 0.
Empezamos estudiando el caso p = 2. Por b)

ĺım
n→∞

∥∥∥∥fn + f

2

∥∥∥∥
2,r

= ∥f∥2,r,

ahora bien,

(2)

∥∥∥∥fn + f

2

∥∥∥∥
2,r

≤
∥∥∥∥fn + f

2

∥∥∥∥
2

≤ ∥fn∥2 + ∥f∥2
2

.

Luego

∥f∥2,r = ĺım
n→∞

∥∥∥∥fn + f

2

∥∥∥∥
2,r

≤ ĺım sup
n→∞

∥∥∥∥fn + f

2

∥∥∥∥
2

y entonces

(3) ∥f∥2 = sup
r
∥f∥2,r ≤ ĺım sup

n→∞

∥∥∥∥fn + f

2

∥∥∥∥
2

.

Combinando a), (2) y (3), tenemos ĺımn→∞

∥∥∥ fn+f
2

∥∥∥
2

= ∥f∥2.

Ahora aplicando la identidad del paralelogramo probamos el teorema para p = 2,

ĺım
n→∞

∥fn − f∥22 = ĺım
n→∞

(2∥fn∥22 + 2∥f∥22 − ∥fn + f∥22) = 0.
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Pasamos ahora al caso p ∕= 2. Por el lema 1.2, si a) se cumple y para cualquier
Λ ⊂ ℕ, existe Λ′ ⊂ Λ tal que

(4) ĺım
n
fn(z) = f(z), c.t.p. z ∈ T, n ∈ Λ′,

entonces tenemos (1). Luego basta demostrar (4).
Supongamos que fn(z) ∕= 0 para z ∈ D, entonces por el teorema de Hurwitz, f ≡ 0

o f no se anula. Como f ∕≡ 0, tenemos que f no se anula. Luego fn = ℎ
2/p
n , con

ℎn ∈ H2 y ∥ℎn∥22 = ∥fn∥pp, y f = ℎ2/p con ℎ ∈ H2 y ∥ℎ∥22 = ∥f∥pp. Entonces

ĺım
n→∞

ℎn(z) = ℎ(z),

uniformemente en cada subconjunto compacto de D. Luego tenemos b) para {ℎn}n.

ĺım
n→∞

∥ℎn∥22 = ĺım
n→∞

∥fn∥pp = ∥f∥pp = ∥ℎ∥22.

Por tanto, también se cumple a) para {ℎn}n, y por lo ya demostrado para funciones
de H2

ĺım
n→∞

∥ℎn − ℎ∥22 = 0,

entonces por el lema 1.1, existe Γ ⊂ ℕ tal que

ĺım
n∈Γ

ℎn(z) = ℎ(z), c.t.p. z ∈ T,

lo que implica

ĺım
n∈Γ

fn(z) = f(z), c.t.p. z ∈ T,

luego ya tenemos (4).
Por último, si fn(z) puede anularse, se tiene que fn(z) = bn(z)gn(z), con bn

productos de Blaschke y gn ∈ Hp sin ceros en D. Como ĺımn fn(z) = f(z) ∕≡ 0
uniformemente en cada subconjunto compacto de D, los ceros de f no tienen puntos
de acumulación en D y lo mismo puede decirse para fn, ya que si no, como hay
convergencia uniforme, f ≡ 0. Ahora vamos a ver que a) y b) se cumplen para gn
y bn:

Como {bn}n es una sucesión de productos de Blaschke, por el teorema de
Montel, posee una subsucesión que converge uniformemente en subconjun-
tos compactos de D, ĺımn bn(z) = b(z), n ∈ Λ ⊂ ℕ y b ∕≡ 0. Luego {bn}n
cumple b).
Veamos que {gn}n∈Λ está uniformemente acotada sobre compactos de D.
Las funciones bn no pueden tener ceros en todo disco 0 < ∣z − z0∣ ≤ r,
porque si no, z0 seŕıa un punto de acumulación de ceros de f . Ahora, como
b no posee ceros en ∣z − z0∣ = r, ĺımn fn(z) = f(z) uniformemente en
∣z − z0∣ ≤ r y ĺımn∈Λ bn(z) = b(z) uniformemente en ∣z − z0∣ ≤ r, entonces

ĺımn∈Λ
fn(z)
bn(z) = f(z)

b(z) uniformemente en ∣z − z0∣ ≤ r. Por el principio del

máximo

ĺım
n∈Λ

∣∣∣∣fn(z)

bn(z)

∣∣∣∣ ≤ ĺım
n∈Λ

máx
�: ∣�−z0∣=r

∣∣∣∣fn(�)

bn(�)

∣∣∣∣ = máx
�: ∣�−z0∣=r

∣∣∣∣f(�)

b(�)

∣∣∣∣ , ∣z − z0∣ ≤ r.
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Por tanto, {fn/bn}n∈Λ tiene que estar acotada uniformemente en cada ∣z−
z0∣ ≤ r, luego {fn/bn}n∈Λ está uniformemente acotada sobre compactos de
D.
Como la sucesión {gn}n∈Λ está uniformemente acotada, utilizando el teo-
rema de Montel, {gn = fn/bn}n∈Λ posee una subsucesión tal que

ĺım
n
gn(z) = g(z), n ∈ Λ′ ⊂ Λ ⊂ ℕ,

uniformemente en subconjuntos compactos de D.
Comprobemos la convergencia de las normas para gn.

ĺım
n
∥gn∥p,r ≤ ĺım

n
∥gn∥p = ĺım

n
∥fn∥p = ∥f∥p.

Por otro lado,

ĺım
n
∥gn∥p,r = ĺım

n

∥∥∥∥fnbn
∥∥∥∥
p,r

=

∥∥∥∥fb
∥∥∥∥
p,r

.

Luego,
∥∥∥ fb ∥∥∥

p,r
≤ ∥f∥p para todo r, lo que implica

(5)

∥∥∥∥fb
∥∥∥∥
p

≤ ĺım
n
∥gn∥p = ∥f∥p.

Por otra parte, como b no puede ser cero en un conjunto de medida positiva
por un principio de identidad de Rudin [8], ya que si no b ≡ 0, entonces
tenemos

(6) ∥f∥p =

(∫ 2�

0

∣b(ei�)∣p
∣∣∣∣f(ei�)

b(ei�)

∣∣∣∣p d�)1/p

≤ ∥b∥∞
∥∥∥∥fb
∥∥∥∥
p

≤
∥∥∥∥fb
∥∥∥∥
p

.

De (5) y (6) se sigue que

∥f∥p =

∥∥∥∥fb
∥∥∥∥
p

y ∣b(ei�)∣ = 1, c.t.p.

Aśı obtenemos la convergencia de las normas de bn

1 = ĺım
n
∥bn∥22 = ∥b∥22.

Luego tenemos a) y b) para gn ∈ Hp y bn ∈ H2. Como gn no se anula, por lo
ya demostrado y por el lema 1.1

(7) ĺım
n

∥∥∥∥gn − f

b

∥∥∥∥
p

= 0 y ĺım
n
gn(z) =

f(z)

b(z)
c.t.p., z ∈ T, n ∈ Γ ⊂ ℕ.

Como bn ∈ H2, por lo demostrado para p = 2, y aplicando de nuevo el lema 1.1

(8) ĺım
n
bn(z) = b(z), c.t.p., z ∈ T, n ∈ Γ′ ⊂ ℕ.

De (7) y (8) obtenemos

ĺım
n
fn(z) = ĺım

n
gn(z)bn(z) = f(z), c.t.p., z ∈ T, n ∈ Γ′′ ⊂ ℕ.

■
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Observación 1. El teorema sigue siendo válido si sustitúımos la condición a) por

ĺım sup
n→∞

∥fn∥p ≤ ∥f∥p.

Damos ahora el teorema de Keldysh, [7]. Inclúımos la demostración de este
resultado porque la referencia no es asequible:

Teorema 1.2. Sea {fn}, fn ∈ Hp, 0 < p <∞ tal que

a) ĺımn→∞ fn(0) = 1,
b) ĺımn→∞ ∥fn∥p = 1,

entonces

i) ĺımn→∞ ∥fn − 1∥p = 0,
ii) ĺımn→∞ fn(z) = 1 uniformemente en cada subconjunto compacto de D.

Demostración. Empezamos estudiando el caso p = 2. Por el crecimiento de las
medias y la desigualdad triangular tenemos:

∣fn(0) + 1∣ ≤ ∥fn + 1∥2 ≤ ∥fn∥2 + ∥1∥2.
Por a) ĺımn→∞ ∣fn(0) + 1∣ = 2 y, por b), ĺımn→∞ ∥fn∥2 + ∥1∥2 = 2, luego

ĺım
n→∞

∥fn + 1∥2 = 2.

Ahora, usando la identidad del paralelogramo tenemos i).

ĺım
n→∞

∥fn − 1∥22 = ĺım
n→∞

(2∥fn∥22 + 2∥1∥22 − ∥fn + 1∥22) = 0,

Para z ∈ D, usando la fórmula de Cauchy y la desigualdad de Cauchy-Schwartz,
obtenemos:

∣fn(z)− 1∣ ≤ 1

2�

∫ 2�

0

∣∣∣∣fn(ei�)− 1

ei� − z

∣∣∣∣ d� ≤
(

1

2�

∫ 2�

0

∣∣∣∣ 1

ei� − z

∣∣∣∣2 d�
)1/2

(
1

2�

∫ 2�

0

∣fn(ei�)− 1∣2d�
)1/2

≤ (́ınf{∣z − w∣ : ∣w∣ = 1})−1∥fn − 1∥2.

Luego, si K es un subconjunto compacto de D
sup{∣fn(z)− 1∣ : z ∈ K} ≤ (́ınf{∣z − w∣ : ∣w∣ = 1, z ∈ K})−1∥fn − 1∥2,

y tomando ĺımites, a partir de i) tenemos ii).
Estudiamos ahora el caso p ∕= 2. Para cada n ∈ ℕ, existen bn ∈ H∞, más aún,

productos de Blaschke, y ℎn ∈ H2, tales que

fn(z) = bn(z)ℎn(z)2/p =
bn(z)

bn(0)
(bn(0)p/2ℎn(z))2/p y ∥fn∥pp = ∥ℎn∥22.

Luego

(9) ĺım
n→∞

∥ℎn∥22 = ĺım
n→∞

∥fn∥pp = 1.

Vamos a ver que las hipótesis se cumplen para {ℎ̃n}n con ℎ̃n(z) = bn(0)p/2ℎn(z) ∈
H2.

1 = ĺım
n→∞

∣fn(0)∣p/2 = ĺım
n→∞

∣bn(0)p/2ℎn(0)∣ ≤ ĺım
n→∞

∥bn(0)p/2ℎn∥2
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= ĺım
n→∞

∣bn(0)∣p/2∥ℎn∥2 = ĺım
n→∞

∣bn(0)∣p/2 ≤ 1.

Esta última desigualdad se sigue del principio del máximo por ser bn productos de
Blaschke con lo que ∣bn(z)∣ = 1 si z ∈ T.
Luego

(10) ĺım
n→∞

∣bn(0)∣p/2 = 1,

y entonces por (9) y (10) tenemos

ĺım
n→∞

∥ℎ̃n∥2 = ĺım
n→∞

∥bn(0)p/2ℎn∥2 = ĺım
n→∞

∣bn(0)∣p/2∥ℎn∥2 = 1.

Además

ĺım
n→∞

ℎ̃n(0) = ĺım
n→∞

bn(0)p/2ℎn(0) = ĺım
n→∞

fn(0)p/2 = 1.

Luego {ℎ̃n}n cumple a) y b), entonces por lo ya demostrado se cumple i) y ii) para

{ℎ̃n}n.

Veamos que lo mismo ocurre con {b̃n(z) = bn(z)/bn(0)}n, b̃n ∈ H∞ ⊂ H2. En
efecto, es obvio que

ĺım
n→∞

b̃n(0) = 1, ĺım
n→∞

∥b̃n∥2 = 1

por ser bn productos de Blaschke y por (10). Luego {b̃n}n cumple i) y ii). Por
tanto tenemos ii) para fn.

Ahora falta ver que i) se cumple. Como i) es cierto para ℎ̃n y b̃n, por el lema 1.1
existe Λ ⊂ ℕ tal que

ĺım
n
ℎ̃n(z) = 1, y ĺım

n
b̃n(z) = 1, c.t.p. z ∈ T, n ∈ Λ,

lo que implica que

ĺım
n
fn(z) = ĺım

n
b̃n(z)ℎ̃n(z)2/p = 1, c.t.p. z ∈ T, n ∈ Λ.

Luego {fn}n∈Λ cumple las condiciones del lema 1.2 y aśı se obtiene i).
■

Observación 2. Para 1 < p < ∞ se podŕıa haber hecho la demostración
directamente usando las desigualdades de Clarkson, [5].
El teorema sigue siendo válido si cambiamos b) por ĺım supn→∞ ∥fn∥p ≤ 1.
Los teoremas de Newman y Keldysh no se cumplen en H∞ como vemos en
el siguiente ejemplo. Sea fn(z) = nz+n−1

n+(n−1)z . Es fácil comprobar que fn ∈
H∞, ∥fn∥∞ = 1, y ĺımn→∞ fn(z) = 1 uniformemente en cada subconjunto
compacto de D, pero ĺımn→∞ ∥fn − 1∥∞ ∕= 0.

2 Espacios Hp(�), � medida de Szegő

Las demostraciones de los resultados para los espacios Hp(�) han sido probados
en [1].
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Sea � una medida positiva de Borel en T satisfaciendo la condición de Szegő,
es decir, log �′(�) ∈ L1. Sabemos que Hp(�) es la clausura de los polinomios en
Lp(�) y

(11) ∥f∥p, � =

(∫ 2�

0

∣f(ei�)∣pd�(�)

)1/p

.

Dp(�, z) denota la función de Szegő y viene dada por

(12) Dp(�, z) = exp

{
1

2�p

∫ 2�

0

� + z

� − z
log�′(�)d�

}
.

y la función Kp(�, z)

(13) Kp(�, z) =

{
Dp(�,0)
Dp(�,z) , si z ∈ (Sa ∪ {z : ∣z∣ < 1}) ,
0, si z ∈ Ss.

A continuación damos una descomposición en suma directa del espacio de fun-
ciones Hp(�).

Teorema 2.1. El espacio Hp(�), 0 < p ≤ ∞, se puede poner como

(14) Hp(�) = Kp ⋅Hp ⊕ Lps(�),

es decir, si f ∈ Hp(�), f(z) = f̃(z)Kp(�, z) + fs(z) con f̃ ∈ Hp y fs ∈ Lps(�)
únicas.

Notar que si la medida � es absolutamente continua respecto a la medida de
Lebesgue, entonces fs ≡ 0 y f admite una extensión a D que denotaremos por
la propia f . Teniendo presente esta identificación damos una generalización del
teorema de Newman a este espacio de funciones.

Teorema 2.2. Sean {fn}n y f con fn, f ∈ Hp(�), � una medida absolutamente
continua respecto a la medida de Lebesgue, tales que

a) ĺımn→∞ ∥fn∥p, � = ∥f∥p, �,
b) ĺımn→∞ fn(z) = f(z), uniformemente en subconjuntos compactos de D,

entonces

(15) ĺım
n→∞

∥fn − f∥p, � = 0.

Observación 3. El teorema sigue siendo válido si sustitúımos la condición a) por

ĺım sup
n→∞

∥fn∥p, � ≤ ∥f∥p, �.

A continuación damos una extensión del teorema de Keldysh en Hp(�).

Teorema 2.3. Sea {zi}i=1,...,Λ un conjunto de puntos en D donde Λ puede ser
finito o infinito, � una medida satisfaciendo la condición de Szegő y {fn}n ⊂
Hp(�), 0 < p <∞, tal que

a) ĺımn→∞ f̃n(0) = 1,

b) ĺımn→∞ f̃n(zi) = 0, i = 1, 2, . . .,

c)
∑Λ
i=1(1− ∣zi∣) < +∞,
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d) ĺımn→∞ ∥fn∥p, � =
Dp(�,0)∏Λ

i=1 ∣zi∣
.

Entonces

i) ĺımn→∞ f̃n(z) =
∏Λ
i=1

z−zi
z̄iz−1

z̄i
∣zi∣2 uniformemente en cada subconjunto com-

pacto de D.

ii) ĺımn→∞

∥∥∥fn −∏Λ
i=1

z−zi
z̄iz−1

z̄i
∣zi∣2Kp(�, z)

∥∥∥
p, �

= 0.

3 Espacios Hp(DN ), DN polidisco

Hp(DN ) es el conjunto de funciones holomorfas en DN para las cuales, la norma

(16) ∥ℎ∥p,N =

(∫
TN

∥ℎ!∥pp d�N (!)

)1/p

<∞,

con ∥ℎ!∥p la norma en Hp.
El resultado siguiente es una versión del teorema de Newman en estos espacios.

El caso p = 1 fue probado por Hoffmann en [6].

Teorema 3.1. Sean {fn}, fn ∈ Hp(DN ) y f ∈ Hp(DN ) tales que

a) ĺımn→∞ fn(w) = f(w) uniformemente en subconjuntos compactos de DN ,
b) ĺımn→∞ ∥fn∥p,N = ∥f∥p,N .

Entonces

(17) ĺım
n→∞

∥fn − f∥p,N = 0.

Antes de dar la demostración del teorema enunciamos un lema, que se puede
encontrar en [6].

Lema 3.1. Sean �n ≥ 0, � = ĺım infn→∞ �n, con �, �n ∈ L1. Sea  ∈ L1 tal que
 ≤ � y ĺım supn→∞

∫
�n ≤

∫
 . Entonces, � =  c.t.p. y existe una subsucesión

Γ ⊂ ℕ tal que ĺımn∈Γ �n =  c.t.p.

Demostración. (Teorema 3.1) Para ! ∈ TN , definimos �n(!) = ∥fn,!∥p,  (!) =
∥f!∥p y � como en el lema 3.1. Para 0 < r < 1, por a) tenemos∫

T1

∣fw(rz)∣pd� = ĺım
n→∞

∫
T1

∣fn,!(rz)∣pd� ≤ ĺım inf
n→∞

�n(!)p,

con z = ei�, luego

(18)  (!) ≤ ĺım inf
n→∞

�n(!) = �(!).

De b) deducimos

(19) ĺım
n→∞

∫
TN

�pn(!)d�N (!) =

∫
TN

 p(!)d�N (!).

Por el lema 3.1, (18) y (19), cada sucesión Γ1 de enteros positivos posee una
subsucesión Γ2, tal que para casi todo ! ∈ TN ,

ĺım
n∈Γ2

�n(!) =  (!).
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Para ese ! podemos aplicar el teorema 1.1, y por tanto

(20) ĺım
n∈Γ2

∥fn,! − f!∥p = 0.

Debemos probar que

(21) ĺım
n∈Γ2

∫
TN

∥fn,! − f!∥ppd�N (!) = 0.

Por el teorema de Egoroff, (20) y como
∫
TN  (!)d�N (!) < ∞, dado � > 0, ex-

isten dos conjuntos A y B tales que A ∩ B = ∅, TN = A ∪ B, de manera que
ĺımn∈Γ2

∥fn,!−f!∥pp = 0, uniformemente en B y tal que
∫
A
 p(!)d�N (!) < �. Por

[5], pág. 208, ĺımn∈Γ2

∫
A
�pn(!)d�N (!) =

∫
A
 p(!)d�N (!), por tanto

∫
A
�pn(!)d�N (!) <

�. Teniendo presente además∫
TN

∥fn,! − f!∥ppd�N (!) ≤
∫
B

∥fn,! − f!∥ppd�N (!)

+2 máx

{∫
A

�pn(!)d�N (!),

∫
A

 (!)pd�N (!)

}
,

(22)

se concluye que cada sucesión Γ1 posee una subsucesión Γ2 para la que (21) se
cumple y esto completa la prueba.

■

Teorema 3.2. Supongamos que fn ∈ Hp(DN ), 0 < p <∞, con

a) ĺımn→∞ fn(0) = 1,
b) ĺımn→∞ ∥fn∥p,N = 1,

entonces

i) ĺımn→∞ fn(w) = 1 uniformemente en subconjuntos compactos de DN .
ii) ĺımn→∞ ∥fn − 1∥p,N = 0.

Demostración. Para ! ∈ TN , definimos como antes �n(!) = ∥fn,!∥p. Por a)
tenemos que ĺımn→∞ fn,!(0) = 1 y por b) se tiene ĺımn→∞

∫
TN �n(!)pd�N (!) = 1.

Supongamos primero que p = 2, entonces como fn,! ∈ H2(D), se cumple

∣fn,w(0)∣2 ≤ ∥fn,w∥22.

Por tanto

(23) 1 ≤ ĺım inf
n→∞

�n(!).

Veamos que (23) se cumple para 0 < p < ∞. Si fn ∈ Hp(DN ), entonces fn,! ∈
Hp(D) y existen ℎn ∈ H2(D) y gn ∈ H∞(D) productos de Blaschke tales que,
fn,!(z) = gn(z)ℎn(z)2/p y ∥fn,!∥pp = ∥ℎn∥22. Entonces tenemos, para z = ei�,

∣fn,!(0)∣p = ∣gn(0)ℎn(0)2/p∣p = ∣gn(0)∣p∣ℎn(0)∣2

≤ ∣gn(0)∣p
∫
T
∣ℎn(z)∣2d� = ∣gn(0)∣p

∫
T
∣gn(z)∣p∣ℎn(z)2/p∣pd�

= ∣gn(0)∣p∥fn,!∥pp = ∣gn(0)∣p�n(!)p ≤ �n(!)p,
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esta última desigualdad se deduce del principio del máximo ya que gn son produc-
tos de Blaschke. Luego

(24) 1 ≤ ĺım inf
n→∞

�n(!),

para 0 < p <∞.
Entonces por el lema 3.1, (24) y b), cada sucesicón Γ1 ⊂ ℕ posee una subsucesión

Γ2 tal que para casi todo ! ∈ TN

ĺım
n∈Γ2

�n(!) = 1.

Por tanto podemos aplicar el teorema 1.2, y entonces

(25) ĺım
n∈Γ2

fn,! = 1,

uniformemente en subconjuntos compactos de D y

(26) ĺım
n∈Γ2

∥fn,! − 1∥p = 0.

Como esto se cumple para casi todo ! ∈ TN , por (25) tenemos i).
Por el Teorema de Egoroff y (26), dado � > 0, existen dos conjuntos A y B

tales que TN = A ∪ B, A ∩ B = ∅, de manera que ĺımn∈Γ2
∥fn,! − 1∥pp = 0,

uniformemente en B y tal que
∫
A
d�N (!) < �. Aśı

∫
A
�pn(!)d�N (!) < � para

n ∈ Γ2 suficientemente grande. Además por∫
TN

∥fn,! − 1∥ppd�N (!) ≤
∫
B

∥fn,! − 1∥ppd�N (!)

+2 máx

{∫
A

�pn(w)d�N (w),

∫
A

d�N (w)

}
,

(27)

cada sucesión Γ1, posee una subsucesión Γ2 para la que ii) se cumple y esto com-
pleta la prueba.

■

4 Espacios Hp(S), S el semiplano

Sea S = {z = x+ iy : y > 0} el semiplano superior. Hp(S), con 0 < p <∞, el
conjunto de funciones anaĺıticas en S, tal que ∣f(x+ iy)∣p es integrable para cada
y > 0 y

sup
0<y<∞

∥f∥p, y = sup
0<y<∞

{∫ ∞
−∞
∣f(x+ iy)∣pdx

}1/p

<∞.

Denotamos

∥f∥p = ĺım
y→0
∥f∥p, y =

{∫ ∞
−∞
∣f(x)∣pdx

}1/p

.

Un estudio detallado sobre estos espacios puede encontrarse en [4]. La versión
del teorema de Newman en estos espacios es la siguiente:

Teorema 4.1. Sean {fn}, fn ∈ Hp(S) y f ∈ Hp(S), 0 < p <∞. Si

a) ĺımn→∞ ∥fn∥p = ∥f∥p,
b) ĺımn→∞ fn(z) = f(z), uniformemente subconjuntos compactos de S,
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entonces

(28) ĺım
n→∞

∥fn − f∥p = 0.

Demostración. Si f ≡ 0, el teorema es obvio. Sea f ∕≡ 0. Empezamos por el caso
p = 2. Por la desigualdad triangular y la hipótesis a)

(29) ĺım sup
n→∞

∥∥∥∥fn + f

2

∥∥∥∥
2

≤ ĺım sup
n→∞

∥fn∥2 + ∥f∥2
2

= ∥f∥2.

Sea � > 0, ∥f∥2, y crece a ∥f∥2, cuando y → 0+, luego podemos hallar y > 0 tal
que ∥f∥2, y > ∥f∥2 − �.
Para tales valores de y y de �, existe M > 0 tal que(∫

∣x∣<M
∣f(x+ iy)∣2dx

)1/2

> ∥f∥2, y − � > ∥f∥2 − 2�.

Por tanto,

ĺım inf
n→∞

∥∥∥∥fn + f

2

∥∥∥∥
2

≥ ĺım inf
n→∞

∥∥∥∥fn + f

2

∥∥∥∥
2, y

≥ ĺım inf
n→∞

(∫
∣x∣<M

∣∣∣∣fn(x+ iy) + f(x+ iy)

2

∣∣∣∣2 dx
)1/2

=

(∫
∣x∣<M

∣f(x+ iy)∣2dx

)1/2

> ∥f∥2 − 2�.

Aplicando la identidad del paralelogramo tenemos

ĺım
n→∞

∥fn − f∥22 = ĺım
n→∞

(2∥fn∥22 + 2∥f∥22 − ∥fn + f∥22) = 0.

Luego el teorema se cumple para p = 2.
Estudiamos ahora el caso p ∕= 2. Por el lema 1.2, si a) se cumple y para cualquier

Λ ⊂ ℕ, existe Λ′ ⊂ Λ tal que

(30) ĺım
n
fn(z) = f(z), c.t.p., z ∈ ℝ, n ∈ Λ′,

entonces tenemos (28). Luego basta demostrar (30).
Primero vamos a suponer fn(z) ∕= 0 para todo z ∈ S, entonces por el teorema de
Hurwitz, f ≡ 0 o f no se anula. Como f ∕≡ 0, tenemos que f no se anula. Por

tanto, fn = ℎ
2/p
n , con ℎn ∈ H2(S) y ∥ℎn∥22 = ∥fn∥pp, y f = ℎ2/p con ℎ ∈ H2(S) y

∥ℎ∥22 = ∥f∥pp. Entonces,

ĺım
n→∞

fn(z) = f(z),

uniformemente en subconjuntos compactos de S, y esto implica

ĺım
n→∞

ℎn(z) = ℎ(z),

uniformemente en subconjuntos compactos de S. Luego tenemos b) para {ℎn}n.
Además,

ĺım
n→∞

∥ℎn∥22 = ĺım
n→∞

∥fn∥pp = ∥f∥pp = ∥ℎ∥22.
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Por tanto, también se cumple a) para {ℎn}n y por el caso anterior

ĺım
n→∞

∥ℎn − ℎ∥22 = 0,

entonces, por el lema 1.1, existe Γ ⊂ ℕ tal que

ĺım
n
ℎn(z) = ℎ(z), c.t.p., z ∈ ℝ, n ∈ Γ,

lo que implica

ĺım
n
fn(z) = f(z), c.t.p., z ∈ ℝ, n ∈ Γ,

luego ya tenemos (30).
Si fn(z) se puede anular, fn(z) = bn(z)gn(z), donde bn es un producto de

Blaschke en S, gn ∈ Hp(S) sin ceros en S y ∥fn∥p = ∥gn∥p. Como ĺımn fn(z) =
f(z) ∕≡ 0 uniformemente en subconjuntos compactos de S, los ceros de f no tienen
puntos de acumulación en S y lo mismo puede decirse para cada fn, ya que si no,
como hay convergencia uniforme, f ≡ 0. Ahora vamos a ver que a) y b) se cumplen
para gn y bn:

Como {bn}n es una sucesión de productos de Blaschke, por el teorema de
Montel, posee una subsucesión que converge uniformemente, ĺımn bn(z) =
b(z), n ∈ Λ ⊂ ℕ y b ∕≡ 0. Luego bn cumple b).
Veamos que {gn}n está uniformemente acotada sobre compactos de S. Sabe-
mos que gn(z) = Gn( (z)), con Gn(w) ∈ Hp y fn('(w)) = Bn(w)Gn(w)
con Bn productos de Blaschke en D. Como se vio en el teorema 1.1, la
sucesión {Gn}n está acotada uniformemente en compactos de D, por tanto,
la sucesión {gn}n está acotada uniformemente en compactos de S.
Como {gn}n∈Λ está uniformemente acotada, utilizando el teorema de Mon-
tel, {gn = fn/bn}n∈Λ posee una subsucesión tal que

ĺım
n
gn(z) = g(z), n ∈ Λ′ ⊂ Λ ⊂ ℕ,

uniformemente en subconjuntos compactos de S.
Convergencia de las normas para gn.

ĺım
n
∥gn∥p, y ≤ ĺım

n
∥gn∥p = ∥f∥p.

Por otro lado,

ĺım
n
∥gn∥p, y = ĺım

n

∥∥∥∥fnbn
∥∥∥∥
p, y

=

∥∥∥∥fb
∥∥∥∥
p, y

.

Luego,
∥∥∥ fb ∥∥∥

p,y
≤ ∥f∥p para todo y > 0, lo que implica

(31)

∥∥∥∥fb
∥∥∥∥
p

≤ ĺım
n
∥gn∥p = ∥f∥p.

Por otra parte, como b no puede ser cero en un conjunto de medida positiva,
por un principio de identidad de Rudin ya que si no b ≡ 0,

∥f∥p =

∥∥∥∥b fb
∥∥∥∥
p

=

(∫ ∞
−∞
∣b(x)∣p

∣∣∣∣f(x)

b(x)

∣∣∣∣p dx)1/p

≤ ∥b∥∞
∥∥∥∥fb
∥∥∥∥
p

≤
∥∥∥∥fb
∥∥∥∥
p

,
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lo que implica que

(32) ∥f∥p ≤
∥∥∥∥fb
∥∥∥∥
p

.

De (31) y (32) tenemos

∥f∥p =

∥∥∥∥fb
∥∥∥∥
p

y ∣b(x)∣ = 1, c.t.p., x ∈ ℝ.

Aśı es obvio que
1 = ĺım

n
∥bn∥2 = ∥b∥2.

Luego tenemos a) y b) para gn ∈ Hp(S) y bn ∈ H2(S). Como gn no se anula, por
lo ya demostrado y por el lema 1.1

(33) ĺım
n

∥∥∥∥gn − f

b

∥∥∥∥
p

= 0 y ĺım
n
gn(z) =

f(z)

b(z)
c.t.p., z ∈ ℝ, n ∈ Γ ⊂ ℕ.

Como bn ∈ H2(S), por lo demostrado para p = 2 y aplicando de nuevo el lema
1.1, existe Γ′ ⊂ Γ tal que

(34) ĺım
n
bn(z) = b(z), c.t.p., z ∈ ℝ, n ∈ Γ′.

De (33) y (34) tenemos

ĺım
n
fn(z) = ĺım

n
gn(z)bn(z) = f(z), c.t.p., z ∈ ℝ, n ∈ Γ′′,

que es lo que queŕıamos probar.
■

Teorema 4.2. Sea {fn} ∈ Hp(S), 0 < p <∞. Si

a) ĺımn→∞ fn(z0) = 1, con z0 ∈ S;
b) ĺımn→∞ ∥fn∥p = 1,

entonces

i) ĺımn→∞ ∥fn − 1∥p = 0;
ii) ĺımn→∞ fn(z) = 1, uniformemente en subconjuntos compactos de S.

Antes de probar este teorema vamos a dar un lema que necesitaremos en la
demostración:

Lema 4.1. Sea ℎ ∈ H2(S) y z0 ∈ S. Entonces

∣ℎ(z0)∣ ≤ ∥ℎ∥2.

Demostración. Sea '(!) la trasnformación conforme de D en S dada por

(35) w =  (z) =
z − z0

z − z0
; z = '(w) =

z0 − z0w

1− w
.

con w ∈ D y z0, z ∈ S, es fácil ver que si f ∈ Hp(S), f('(w)) ∈ Hp. Tomamos
z0 = '(0). Entonces

∣ℎ(z0)∣ = ∣ℎ('(0))∣ ≤ ∥ℎ ∘ '∥2 =

(
1

2�

∫ 2�

0

∣ℎ('(ei�))∣2d�
)1/2

.
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Haciendo el cambio de variable '(ei�) = t, nos queda d� = 2dt
1+t2 y aśı esta última

integral queda (
1

2�

∫ ∞
−∞
∣ℎ(t)∣2 2dt

1 + t2

)1/2

≤
(∫ ∞
−∞
∣ℎ(t)∣2dt

)1/2

.

■

Demostración. (Teorema 4.2) Empezamos con el caso p = 2. Por el lema 4.1

ĺım
n→∞

∣fn(z0) + 1∣ ≤ ĺım
n→∞

∥fn + 1∥2 ≤ ĺım
n→∞

∥fn∥2 + ∥1∥2 = 2.

Ahora por la regla del paralelogramo tenemos i). Para probar ii), aplicamos la
fórmula de Cauchy en el plano y la desigualdad de Cauchy-Schwartz. Sea z ∈ K,
con K compacto,

∣fn(z)− 1∣ ≤ 1

2�

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣fn(t)− 1

t− z

∣∣∣∣ dt ≤(
1

2�

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣ 1

t− z

∣∣∣∣2 dt
)1/2(

1

2�

∫ +∞

−∞
∣fn(t)− 1∣2dt

)1/2

y esto converge a 0, por tanto el teorema está probado para p = 2.
Para p ∕= 2, si fn ∈ Hp(S) existen bn ∈ H∞(S), productos de Blaschke y

ℎn ∈ H2(S) tales que

fn(z) = bn(z)ℎn(z)2/p y ∥fn∥pp = ∥ℎn∥22.

Veamos que se cumplen las hipótesis para

ℎ̃n(z) = bn(z0)p/2ℎn(z) ∈ H2(S).

Aplicando el lema 4.1 tenemos

(36) 1 = ĺım
n→∞

∣fn(z0)∣p/2 = ĺım
n→∞

∣bn(z0)p/2ℎn(z0)∣ ≤ ĺım
n→∞

∥bn(z0)p/2ℎn∥2

= ĺım
n→∞

∣bn(z0)∣p/2∥ℎn∥2 = ĺım
n→∞

∣bn(z0)∣p/2 ≤ 1,

donde la última desigualdad se justifica utilizando el principio del máximo para
bn(z) = Bn( (z)), con Bn productos de Blaschke en el ćırculo y  la transforma-
ción conforme de S en D. Por tanto hemos probado que

(37) ĺım
n→∞

∣bn(z0)∣p/2 = 1.

Entonces,

ĺım
n→∞

∥ℎ̃n∥2 = ĺım
n→∞

∥bn(z0)p/2ℎn∥2 = 1,

y como

ĺım
n→∞

ℎ̃n(z0) = ĺım
n→∞

bn(z0)p/2ℎn(z0) = ĺım
n→∞

fn(z0)p/2 = 1,

el teorema se cumple para {ℎ̃n}n, por tanto

(38) ĺım
n→∞

∥ℎ̃n − 1∥2 = 0,
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y

(39) ĺım
n→∞

ℎ̃n(z) = 1,

uniformemente en subconjuntos compactos de S. Veamos que lo mismo ocurre con

b̃n(z) = bn(z)
bn(z0) . Tenemos que b̃n(z) ∈ H∞(S) ⊂ H2(S) con

ĺım
n→∞

b̃n(z0) = 1, ĺım
n→∞

∥b̃n∥2 = 1,

por ser productos de Blaschke. Entonces por lo ya probado para p = 2

(40) ĺım
n→∞

∥b̃n − 1∥2 = 0,

y

(41) ĺım
n→∞

b̃n(z) = 1,

uniformemente en subconjuntos compactos de S. Por (39) y (41), tenemos ii) para
{fn}n. Ahora por (38), (40) y por el lema 1.1 existe una subsucesión Λ ⊂ ℕ tal
que

ĺım
n∈Λ

ℎ̃n(z) = 1, y ĺım
n∈Λ

b̃n(z) = 1, c.t.p., z ∈ ℝ,

lo que implica que
ĺım
n∈Λ

f̃n(z) = 1, c.t.p., z ∈ ℝ,

y aplicando el lema 1.2, el teorema queda demostrado.
■
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