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RESUMEN. We extend Newman and Keldysh theorems to the behavior of
sequences of functions in HP, HP(u), HP(DY) and HP(S) with S half-plane,
where 0 < p < 0o, which explain geometric properties of discs in these spaces.

En este trabajo extendemos los teoremas de Newman y Keldysh sobre pseudo-
convexidad a espacios H?, 0 < p < oo, HP(u), 0 < p < 0o, con u medida de Szegd
en D, a espacios HP(S), 0 < p < oo, con S el semiplano y a espacios H? (DY),
0 < p < 0o, con DV el polidisco.

Sabemos que los espacios HP con 1 < p < oo son localmente uniformemente con-
vexos. Newman probé que H' es pseudo-uniformemente convexo. Lo que aqui hace-
mos es extender esta propiedad, no sélo a H?, con 0 < p < 1, sino a distintas
generalizaciones de HP. Extenderemos también el teorema de Keldysh, que es otro
teorema muy util para obtener convergencia en norma. Empezaremos demostran-
do los teoremas en los espacios de Hardy, es decir, H?, 0 < p < oo; después los
generalizaremos a espacios HP(u), 0 < p < 0o, con pu medida sobre el circulo sa-
tisfaciendo la condicién de Szegd; en la seccién 3, estudiaremos los teoremas para
espacios HP(DV), 0 < p < oo, con DY el polidisco y acabaremos estudiando los
espacios H?(S), 0 < p < oo, con S el semiplano.

1 Espacios HP

Si f es continua en D, m la medida de Lebesgue en T, denotamos por f, una
funcién en T definida por f,(e?) = f(re?®) con0<r <1y

1 1/p
e = {55 [1pam} " 0<p<oe

. 1
Il = 300 1£re®), 1710 =exp{ 5 [ 1og* Iflam}.
0<0<2m ™ JT

Si f es una funcién analitica en Dy 0 < p < +00, definimos

||f||p = SUP{”f”p,T 0<r <1}

Y los espacios HP como

HP ={f eHD):||fll, <o}, si0<p<oo
1
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y
N={feHD):|fllo<ooc}, sip=0.
Un estudio detallado sobre los espacios de Hardy, H?, y sus propiedades puede
encontrarse en [4].
Damos la primera generalizacién del teorema de Newman, se trata de probar el
teorema para 0 < p < oo.

Teorema 1.1. Sean {f,} con f, € HP y f € HP, 0 < p < 00. Si

a) iy oo (| fallp = [1f[]p,
b) limy, 00 fn(2) = f(2) uniformemente en cada subconjunto compacto de D,

entonces
1 lim — =0.
1) A [|f— £l
Para demostrar el teorema vamos a necesitar los lemas siguientes.

Lema 1.1 ([2], pdg. 86). Sea B un subconjunto medible de la recta real y sean
©n, @ € LP(B) tales que lim,,_ ||¢on — ¢llp = 0, entonces existe A C N tal que

limpen on(z) = @(x), ct.p.

Lema 1.2 ([4], pag. 21). Sea B un subconjunto medible de la recta real y sea ¢, €
LP(B), 0 <p < oo, n=1,2,... Supongamos que lim,_,o on(r) = @(x),c.t.p. en
B, ¢ € LP(B) y limy o0 [lnllp = [[@llp, entonces

Jim{|len — [, = 0.

Demostracion (Teorema 1.1). Si f = 0 el teorema es obvio, luego suponemos

[#0.

Empezamos estudiando el caso p = 2. Por b)

e |
A | Z5 |, = Wl
ahora bien,
) ‘M < ‘ fot £l Wullz #0512
2 2,r 2 2 2
Luego
| fll2,, = lim fnt s < lim sup Intf
) n—00 2 2 N 00 2 )
y entonces
. +
®) 111> = sup | lo.r < hmsup‘ Ltil
r n— o0 9

L] = 1£
Ahora aplicando la identidad del paralelogramo probamos el teorema para p = 2,

dm | fo = fl5 = Mm @] fall3 + 201715 — 1fa + £15) = 0.

Combinando a), (2) y (3), tenemos lim,,_, ‘
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Pasamos ahora al caso p # 2. Por el lema 1.2, si a) se cumple y para cualquier
A CN, existe A’ C A tal que

(4) ll;ILIl fn(2) = f(2), ctp.zeT,ne N,

entonces tenemos (1). Luego basta demostrar (4).
Supongamos que f,(z) # 0 para z € D, entonces por el teorema de Hurwitz, f =0

o f no se anula. Como f # 0, tenemos que f no se anula. Luego f,, = h,%/ P con
hn € H? y |[Bo |3 = || fullh, v f = h*/P con h € H? y |[k]|3 = || f[}}. Entonces

nhﬁnéO hn(z) = h(z),
uniformemente en cada subconjunto compacto de . Luego tenemos b) para {h,, },.
T a3 = dim (£l = 161 = I3

Por tanto, también se cumple a) para {hy, },, y por lo ya demostrado para funciones
de H?

lim ||h, — hlj3 =0,
n—oo
entonces por el lema 1.1, existe I' C N tal que

}llerr% hn(2) = h(z), c.t.p. z € T,

lo que implica

h'rrll fu(z) = f(2), ctp. z€ T,
ne

luego ya tenemos (4).

Por ultimo, si f,(z) puede anularse, se tiene que f,(z) = b,(2)gn(2), con b,
productos de Blaschke y g, € HP sin ceros en D. Como lim,, f,(z) = f(z) 0
uniformemente en cada subconjunto compacto de D, los ceros de f no tienen puntos
de acumulacién en D y lo mismo puede decirse para f,, ya que si no, como hay
convergencia uniforme, f = 0. Ahora vamos a ver que a) y b) se cumplen para g,
Y bn:

= Como {b,}, es una sucesién de productos de Blaschke, por el teorema de
Montel, posee una subsucesion que converge uniformemente en subconjun-
tos compactos de D, lim, b,(z) = b(z),n € A C Ny b # 0. Luego {b,}n
cumple b).
Veamos que {gn }nea estd uniformemente acotada sobre compactos de D.
Las funciones b, no pueden tener ceros en todo disco 0 < |z — 2| < 7,
porque si no, zy seria un punto de acumulacion de ceros de f. Ahora, como
b no posee ceros en |z — 29| = 7, lim, f,(2) = f(z) uniformemente en

|z — 20| <7y lim,ep by (2) = b(2) uniformemente en |z — zg| < 7, entonces
n(2) f(z)

limy,en 3 o = 35 uniformemente en |z — zg| < r. Por el principio del
maximo
| fE)] |2l f(©)

2 =20l <1

X | b (2) bn(C) ‘ T = | 5(0)

T neA(:|C—20|=r
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Por tanto, { f/bn tnea tiene que estar acotada uniformemente en cada |z —
20| < 7, luego {fn/bn }nea estd uniformemente acotada sobre compactos de
D.

= Como la sucesién {gy }nea estd uniformemente acotada, utilizando el teo-
rema de Montel, {g, = fn/bn}nea POsee una subsucesion tal que

limg,(z) =g(z), ne A" C ACN,

uniformemente en subconjuntos compactos de D.
= Comprobemos la convergencia de las normas para g,.

10 gl < gl = 10 [ £ully = 11

Por otro lado,

fn

bn

_ Hf
p,r b

%Hp ) < || fll, para todo 7, lo que implica

1 {|gp |, = lim .

Luego,

/ .
®) 14 <t gt = 151
p

Por otra parte, como b no puede ser cero en un conjunto de medida positiva
por un principio de identidad de Rudin [8], ya que si no b = 0, entonces

tenemos
on ' i0y (P 1/p
© W= ([ w2 ) < i |1

De (5) y (6) se sigue que

1fllp =

<

p

‘ I
b

p

y [b(e)] =1, c.t.p.
P

b

‘ f

Asi obtenemos la convergencia de las normas de b,
1= 1 b = ]2

Luego tenemos a) y b) para g, € H? y b, € H?. Como g,, no se anula, por lo
ya demostrado y por el lema 1.1

gn—i =0y limgn(z):Mc.t.p., zeT,nel’ CN.
bll, n b(z)

Como b,, € H?, por lo demostrado para p = 2, y aplicando de nuevo el lema 1.1

(8) lim b, (2) = b(z), ct.p., z€T,nel’ CN.

(7) lfm ’

De (7) y (8) obtenemos
lim f,,(2) = lim g,,(2)bn(2) = f(2), c.t.p., z€ T, n el CN.
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Observacion 1. El teorema sigue siendo vélido si sustituimos la condicién a) por

lmsup || fullp < ([ f]lp-
n—oo

Damos ahora el teorema de Keldysh, [7]. Incluimos la demostracién de este
resultado porque la referencia no es asequible:

Teorema 1.2. Sea {f,}, fn € HP, 0 < p < oo tal que

a) Hmn—>oc fn(o) = 17
b) limy, e ”fn”p =1,
entonces

1) lmp o0 || fr — 1l =0,
il) im0 fn(2) = 1 uniformemente en cada subconjunto compacto de D.

Demostracion. Empezamos estudiando el caso p = 2. Por el crecimiento de las
medias y la desigualdad triangular tenemos:

[fn(0) + 1 < [Ifn + 12 < [[fnll2 + [[1]]2-
Por a) lim,, 00 | fn(0) + 1| = 2 y, por b), lim,, o0 || frll2 + |[1]]2 = 2, luego
Jim [ fo 4 1]z = 2.
Ahora, usando la identidad del paralelogramo tenemos 1i).
A (f — 13 = Mm@ fal3+ 20113 ~ (£ +113) =0,

Para z € D, usando la férmula de Cauchy y la desigualdad de Cauchy-Schwartz,

obtenemos:
21 AN 2 2 1/2
falz) —1] < i/ f"(i))l‘des (1/ d9>
0 e — 2z 27T 0
1 1/2

- 27
27
( [ e - 1|2d9) < (@t {]z —w) : | = 1) | — 1]

1
et — 2

27
Luego, si K es un subconjunto compacto de D

sup{|fn(2) —1|: 2 € K} < (nf{|z —w| : |w| = 1,2 € K}) 7| fn — 1|2,
y tomando limites, a partir de i) tenemos ii).

Estudiamos ahora el caso p # 2. Para cada n € N, existen b, € H*, més atn,
productos de Blaschke, y h,, € H?, tales que

b, (z
) = b @21 = 0P PPy Ul = Wl
Luego
‘ 2 _ ¢ —
) Tim a3 =t gl =1

Vamos a ver que las hip6tesis se cumplen para {h, }, con hy,(2) = b, (0)P/2h,(2) €
H?2.
1= nh;ngo | fr (O)|p/2 = nlggo |bn (0)p/2hn(0)| < nh;ngo ||bn(0)p/2hnH2
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= It [by (O)7/2 [l = M. [b, (0) < 1.

Esta ultima desigualdad se sigue del principio del maximo por ser b,, productos de
Blaschke con lo que |b,(2)] =1si 2z € T.

Luego

(10) lim |, (0)[P/2 =1,

n—oo

y entonces por (9) y (10) tenemos
0 7 — 17 p/2 - I p/2 —
T onlla = T [B(©P 2Rl = Y (b, (0)/ a2 = 1.

Ademas

lim 7, (0) = lim b,(0)"/2h,(0) = lim f,(0)?/? =1.
n— oo

n—r oo n—oo

Luego {h,}, cumple a) y b), entonces por lo ya demostrado se cumple i) y ii) para
{hn}n- ) )
Veamos que lo mismo ocurre con {b,(2) = b,(2)/b,(0)}n, by € H*® C H? En
efecto, es obvio que

lim b,(0) =1, lim |[byll2 =1

n—oo n—oo
por ser b, productos de Blaschke y por (10). Luego {Bn}n cumple i) y ii). Por
tanto tenemos ii) para f,.
Ahora falta ver que i) se cumple. Como i) es cierto para h,, y by, por el lema 1.1
existe A C N tal que

limh,(z) =1, y h’mgn(z) =1, ctp.z€T, neA,

lo que implica que

lim f,(2) = im by, (2)hn(2)¥P =1, ct.p. z€ T, n € A.

Luego {fn}nea cumple las condiciones del lema 1.2 y asi se obtiene i).
|

Observacion 2. » Para 1 < p < oo se podria haber hecho la demostracion
directamente usando las desigualdades de Clarkson, [5].
» El teorema sigue siendo vélido si cambiamos b) por limsup,, . || fnllp < 1.
= Los teoremas de Newman y Keldysh no se cumplen en H* como vemos en
el siguiente ejemplo. Sea f,(z) = % Es facil comprobar que f, €
H*>® ||frlloo =1, y lim,, 00 frn(z) = 1 uniformemente en cada subconjunto
compacto de D, pero lim, o || fr — 1||cc # 0.

2 Espacios H?(u), p MEDIDA DE SZEGO

Las demostraciones de los resultados para los espacios HP(u) han sido probados
en [1].
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Sea p una medida positiva de Borel en T satisfaciendo la condicién de Szegd,

es decir, log u/(0) € L'. Sabemos que HP(p) es la clausura de los polinomios en
LP(p) y

(11) 1l = ( / ” |f<e”>|wu<e>)

D, (1, z) denota la funcién de Szegd y viene dada por

1/p

o "(+z /
(12) I%Ku7d-—exp{2ﬂp [ o 0)a0).
y la funcién K, (p, z)

Dpi0) = SaU{z:]2| <1})
13 K(uz) = { Datway SiZ€(SaU{z: )
(13) pl12) {0, sizeS,.

A continuacién damos una descomposiciéon en suma directa del espacio de fun-
ciones HP(u).

Teorema 2.1. El espacio HP(u), 0 < p < 0o, se puede poner como
(14) HP (1) = K, - HP & LE(1),

es decir, si f € HP(p), f(2) = F(2)Kp(n,2) + fu(2) con f € HP y fo € LE(n)
uncas.

Notar que si la medida p es absolutamente continua respecto a la medida de
Lebesgue, entonces f; = 0 y f admite una extensiéon a D que denotaremos por
la propia f. Teniendo presente esta identificacién damos una generalizacion del
teorema de Newman a este espacio de funciones.

Teorema 2.2. Sean {fn}n v f con fn, f € HP(u), 1 una medida absolutamente
continua respecto a la medida de Lebesque, tales que

a) mp o0 || fallp,uw = [1fllp, s
b) lim, 00 fn(2) = f(2), uniformemente en subconjuntos compactos de D,

entonces
(15) A ([ f— =0
Observacion 3. El teorema sigue siendo valido si sustituimos la condicién a) por

limsup || fullp, p < 1 fllp, 1
n—roo

A continuacién damos una extensién del teorema de Keldysh en HP ().

Teorema 2.3. Sea {z;}i=1,...a un conjunto de puntos en D donde A puede ser
finito o infinito, p una medida satisfaciendo la condicién de Szegd y {fn}tn C
HP (1), 0 < p < 00, tal que

a) lim, fn( ) =1,

b) hmn_>OC fn(zz) =0, i=1,2,...,
) Sy (1= |zil) < oo,

o
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; D ,0
d) Mmoo [ fullp, n = H;jf|23| :

FEntonces

. , rs A — . . .
i) lmy, oo fn(z) =112, zfizfll IZZ;P uniformemente en cada subconjunto com-
pacto de D.

.o Z. A — i 2
i) lm, oo ’ fn— 1Ty ;zill |ZZ;‘2KP(,M,Z)HP P =0

3 Espacios HP(DY), DV poLipisco

HP(DY) es el conjunto de funciones holomorfas en DV para las cuales, la norma

1/p
(16) Il = ([, Wl do(e))  <oc

con |hy|l, la norma en HP.

El resultado siguiente es una version del teorema de Newman en estos espacios.
El caso p = 1 fue probado por Hoffmann en [6].
Teorema 3.1. Sean {f,}, f, € H?(DY) y f € H?(DV) tales que

a) lfim, o0 fn(w) = f(w) uniformemente en subconjuntos compactos de DV,

b) lim;, 00 ”anp,N = ”f p, N+
FEntonces
(a7 1 [|f— fllpx =0.

Antes de dar la demostracion del teorema enunciamos un lema, que se puede
encontrar en [6].

Lema 3.1. Sean ¢, >0, ¢ = liminf,,_,oc ¢n, con ¢, ¢, € L'. Sea b € L' tal que
Y < ¢ ylimsup,,_, fgbn < fz/;. Entonces, ¢ =1 c.t.p. y existe una subsucesion
I' € N tal que limyer ¢, = ¢ c.t.p.

Demostracion. (Teorema 3.1) Para w € TV, definimos ¢,,(w) = || fr.wllp, ¥(w) =
| fullp ¥ ¢ como en el lema 3.1. Para 0 < r < 1, por a) tenemos

/ | fw(rz)[Pd0 = lim / | frw(rz)|PdO < liminf ¢, (w)P,
T1 n—oo T1 n—roo

con z = €', luego

(18) () < liminf 6,(w) = 6(w).

n—oo

De b) deducimos

(19) lim N PP (w)doy (w) = PP (w)doy (w).

n—oo T TN

Por el lema 3.1, (18) y (19), cada sucesién I'y de enteros positivos posee una
subsucesién I'y, tal que para casi todo w € TV,

lim 6n(w) = ¥(w).
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Para ese w podemos aplicar el teorema 1.1, y por tanto
20 Ii - =0.
(20) nleIll“lz [ frw = follp

Debemos probar que

, B » _
(21) nher& . ||fn,w fw”pdoN(W) 0.

Por el teorema de Egoroff, (20) y como [y ¥(w)don(w) < oo, dado € > 0, ex-
isten dos conjuntos A y B tales que AN B = (), TN = AU B, de manera que
limper, || fuw— follh =0, uniformemente en By tal que [, ¢P(w)doy(w) < €. Por

[5], pég. 208, limper, [, ¢ (w)don (w) = [, P (w)doy(w), por tanto [, ¢F (w)don(w) <

€. Teniendo presente ademab

/|mw fullPdoy (w /an fullPdon (@)

+2max{/ PP (w)don (w /w YWdon( )}

se concluye que cada sucesién I'y posee una subsucesién I'y para la que (21) se
cumple y esto completa la prueba.

(22)

Teorema 3.2. Supongamos que f, € HP(DV), 0 < p < oo, con
a) lim, e fr(0) =1,
b) Mmoo [ fullp, v =1,
entonces
i) 1im,, o0 fn(w) = 1 uniformemente en subconjuntos compactos de DV .

i) lim, oo ||fr — 1|lp, & = 0.
Demostracion. Para w € TV, definimos como antes ¢y, (w) = || fnwlp- Por a)
tenemos que lim,,_, o fn,,(0) = 1y por b) se tiene lim,,_,~ f’JTN On(w)Pdon(w) = 1.
Supongamos primero que p = 2, entonces como f, , € H*(D), se cumple
| faw (O < Il fru3-

Por tanto

(23) 1 <liminf ¢y, (w).

n—oo

Veamos que (23) se cumple para 0 < p < oo. Si f, € HP?(DV), entonces f, ., €
HP(D) y existen h, € H?(D) y g, € H*(D) productos de Blaschke tales que,
Frw(2) = gn(2)hn(2)2P ¥ || fn w|[2 = [[hn]3. Entonces tenemos, para z = et

(O = [0 (0)hn (0)7[7 = |5 (0)[? |1 (O)
< 1ga(0 /m (2)[26 = |ga( WAMMWW&WWW
GO w2 = 19 (O)P 0 ()P < ()P,
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esta ultima desigualdad se deduce del principio del maximo ya que g, son produc-
tos de Blaschke. Luego

(24) 1 < liminf ¢, (w),

n—oo

para 0 < p < oo.
Entonces por el lema 3.1, (24) y b), cada sucesicén I'y C N posee una subsucesién
I'5 tal que para casi todo w € TV

lim w)=1.
nels d)n( )
Por tanto podemos aplicar el teorema 1.2, y entonces

25 lim fne =1,
(25) i, I

uniformemente en subconjuntos compactos de D y
26 Ii -1, =0.
(26) nleIlr“lz [ fre llp

Como esto se cumple para casi todo w € TV, por (25) tenemos i).

Por el Teorema de Egoroff y (26), dado ¢ > 0, existen dos conjuntos A y B
tales que TV = AU B, AN B = ), de manera que limyer, ||fnw — 1]2 = 0,
uniformemente en B y tal que [, doy(w) < e. Asi [, ¢F(w)don(w) < € para
n € I's suficientemente grande. Ademas por

l/|mwflmwwm0§/nnw—uwwmm
TN B

+2maﬂx{/A¢£(w)dUN(w)v /Adffﬂw)}’

cada sucesién I'y, posee una subsucesién I'y para la que ii) se cumple y esto com-
pleta la prueba.

(27)

4 EspAcios H?(S), S EL SEMIPLANO

Sea S ={z==xz+1iy: y > 0} el semiplano superior. H?(S), con 0 < p < o0, el
conjunto de funciones analiticas en S, tal que |f(z 4 iy)|? es integrable para cada
y>0y

o0 1/p
sup ||fllp,y = sup {/ |f(z +iy)|pdm} < o0.
0<y<oo 0<y<oo —00

Denotamos

00 1/p
11 = iy 151y ={ [ I@Pacf

Un estudio detallado sobre estos espacios puede encontrarse en [4]. La versién
del teorema de Newman en estos espacios es la siguiente:

Teorema 4.1. Sean {f,}, fn € H?(S) y f € HP(S), 0 <p < 00. Si

a) lmy oo || fallp = [[fllps
b) limy, 00 fn(2) = f(2), uniformemente subconjuntos compactos de S,
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entonces
(28) Tim || = fll, = 0.

Demostracion. Si f = 0, el teorema es obvio. Sea f # 0. Empezamos por el caso
p = 2. Por la desigualdad triangular y la hipétesis a)

ot ] g Ialle 11

2 n—oo 2

(29) lim sup

n—oo

= [[fll2-

Sea € > 0, || f|l2,4 crece a ||f]|2, cuando y — 0T, luego podemos hallar y > 0 tal

que || fllz,y > If]l2 =€
Para tales valores de y y de ¢, existe M > 0 tal que

1/2
( / |f(os+iy)2dr> > £
|z| <M

2.y = €> [[flla — 2¢.

Por tanto,
lim inf fnt 1 > liminf M
n— 00 2 9 n—oo 2 2.y
) V2 1/2
> 1fm inf / f”(x“y)Jrf(x“y)’ da
n—oo |$‘<M 2

1/2
= (/ |f(z +iy)|2d$> > || fll2 — 2e.
|z| <M

Aplicando la identidad del paralelogramo tenemos
U [ f— F12 = 1 @Al + 20618 — 1+ £12) = 0.

Luego el teorema se cumple para p = 2.
Estudiamos ahora el caso p # 2. Por el lema 1.2, si a) se cumple y para cualquier
A CN, existe A’ C A tal que

(30) lim f,(2) = f(2), ct.p., z€R, ne N,

entonces tenemos (28). Luego basta demostrar (30).
Primero vamos a suponer f,(z) # 0 para todo z € S, entonces por el teorema de
Hurwitz, f = 0 o f no se anula. Como f # 0, tenemos que f no se anula. Por
tanto, f, = ha/?, con hy, € HX(S) y [hal3 = | falll, v f = h¥? con h € H2(S) y
I7]13 = [[f]l}. Entonces,

lim f,(2) = f(2),

n—oo
uniformemente en subconjuntos compactos de .S, y esto implica

nhﬁrg() hn(z) = h(z2),

uniformemente en subconjuntos compactos de S. Luego tenemos b) para {h, }n.
Ademis,

’ 2 , P __ P _ 2
i (B3 = 1w [1£al12 = 1715 = 1215.
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Por tanto, también se cumple a) para {h,}, y por el caso anterior

, i 2 _
Jim |[hn — A3 =0,

entonces, por el lema 1.1, existe I' C N tal que

limh,(z) = h(z), ct.p.,, z€R, neT,

lo que implica

lim f,(2) = f(2), ctp., z€R, neT,

luego ya tenemos (30).

Si fn(2) se puede anular, f,(z) = b,(2)gn(z), donde b, es un producto de
Blaschke en S, g, € HP(S) sin ceros en S'y | fallp = llgnllp- Como lim,, f,(2) =
f(2) # 0 uniformemente en subconjuntos compactos de S, los ceros de f no tienen
puntos de acumulacién en S y lo mismo puede decirse para cada f,, ya que si no,
como hay convergencia uniforme, f = 0. Ahora vamos a ver que a) y b) se cumplen

para g, y bn:

= Como {b,}, es una sucesién de productos de Blaschke, por el teorema de

Montel, posee una subsucesién que converge uniformemente, lim,, b, (z) =
b(z),n € A CNyb=0. Luego b, cumple b).

Veamos que {gy, }» estd uniformemente acotada sobre compactos de S. Sabe-
oS que g () = G(16(2), con Gu(w) € HP ¥ fu(ip(w)) = By(w)Gr(w)
con B,, productos de Blaschke en . Como se vio en el teorema 1.1, la
sucesién {G,, },, estd acotada uniformemente en compactos de D, por tanto,
la sucesién {gy}n estd acotada uniformemente en compactos de S.

Como {gn }nen estd uniformemente acotada, utilizando el teorema de Mon-
tel, {gn = fn/bn}nea posee una subsucesion tal que

lim g,,(2) = g(2), n € A" C A CN,
n

uniformemente en subconjuntos compactos de S.
Convergencia de las normas para g,.

10 19l < 10 lgally = 111,
Por otro lado,
e e I
" || on D,y D,y

Luego,

%Hp , < || fll, para todo y > 0, lo que implica

£
5] < mlant, = 171,
p

Por otra parte, como b no puede ser cero en un conjunto de medida positiva,
por un principio de identidad de Rudin ya que si no b =0,

oo p 1/p
o= = (w55 a) < mi | ]

b b(x)

’
p

<
» b
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lo que implica que

/
(52) o<

P
De (31) y (32) tenemos

wmw

o IR |b(x)| =1, ctp., z€R.

p

Asi es obvio que
1=l [[bn 2 = [|b]]2-

Luego tenemos a) y b) para g, € HP(S) y b, € H?(S). Como g,, no se anula, por
lo ya demostrado y por el lema 1.1

gn_i =0y limgn(z)ZMC.t.p., zeR, nel’CN.

bil, b(z)
Como b,, € H*(S), por lo demostrado para p = 2 y aplicando de nuevo el lema
1.1, existe IV C T tal que

(34) lim b, (2) = b(z2), ct.p., z€ R, nel’.

(33) lim

De (33) y (34) tenemos
lim f,,(2) = lim g, (2)b,(2) = f(2), ct.p., z€ R, ne T,

que es lo que queriamos probar.

Teorema 4.2. Sea {f,} € HP(S), 0 <p < c0. Si
a) lim, oo fn(z0) =1, con zp € S;
b) lim,, o0 ”fn”p =1,
entonces
i) lim,, 00 ”fn - 1”1) =0;
il) limp, o0 fn(2) = 1, uniformemente en subconjuntos compactos de S.

Antes de probar este teorema vamos a dar un lema que necesitaremos en la
demostracion:

Lema 4.1. Sea h € H*(S) y z9 € S. Entonces

[7(z0)[ < [|R]f2-
Demostracion. Sea ¢(w) la trasnformacion conforme de D en S dada por
Z— 2 20 — ZoW
35 = = : = =0 =0
(3) w=(e) = T2 = () =

conw € Dy z, z €8, es facil ver que si f € HP(S), f(p(w)) € HP. Tomamos
2o = ¢(0). Entonces

1 1/2

o)l = )] < o ol = (5= [ ot Pas)
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2dt
14t2

(& [ mor ) < () h<t>|2dt)1/2.

Demostracion. (Teorema 4.2) Empezamos con el caso p = 2. Por el lema 4.1

m |fn(20) +1[ < lim [|fp +1][2 < Hm |[fpll2 + [[1]l2 = 2.
n—00 n—00 n—00

Haciendo el cambio de variable ¢(e’?) = t, nos queda df = y asi esta tltima

integral queda

Ahora por la regla del paralelogramo tenemos i). Para probar ii), aplicamos la
férmula de Cauchy en el plano y la desigualdad de Cauchy-Schwartz. Sea z € K,

con K compacto,
1t
@ -1y [
" 2 J_ o t—=z

1/2
1ot 1 P 1 [t
— dt — () — 1)2dt
(277/00 ‘t—z ) (277/00 [ 2) | )

y esto converge a 0, por tanto el teorema esta probado para p = 2.
Para p # 2, si f, € HP(S) existen b, € H*(S), productos de Blaschke y
h, € H?(S) tales que

Fa(2) = ba(2)ha ()7 y I fallh = [[Bnll3-

Veamos que se cumplen las hipdtesis para
B (2) = by (20)?hn(2) € H?(S).

Aplicando el lema 4.1 tenemos

fn(t) -1

i<

1/2

= 1 P/2 — |1 p/2 < If p/2
(36) 1= lim [fn(20)] im [by (20)" " (20)] < 1 [b(20)" ol
— 1§ P/2 - 1 P/2
= T [bn (20) ||| hnll2 = M bn(20)[P" <1,

donde la ultima desigualdad se justifica utilizando el principio del maximo para
bn(z) = Bn(¥(2)), con B,, productos de Blaschke en el circulo y ¢ la transforma-
cién conforme de S en D. Por tanto hemos probado que

(37) Tim_[by (20)[P/2 = 1.

Entonces,
1 |||z = 1 [|by(20)" i = 1,
n—oo n— oo

y como

Mm fuy(20) = Mm by (20" 2hn(20) = Mm fu(z0)"? =1,

el teorema se cumple para {izn}n, por tanto

(38) dm |[hy = 1]l2 =0,
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y
(39) nh_)ngo hn(z) =1,

uniformemente en subconjuntos compactos de S. Veamos que lo mismo ocurre con
bn(z) = bb”i(z)) Tenemos que by, (z) € H*(S) C H?(S) con

n(20) "

lim b,(z0) =1, nh_)rréo [bonllz =1,

n—oo
por ser productos de Blaschke. Entonces por lo ya probado para p = 2
(40) Jim_[[b, — 12 =0,
y
(41) nh_>ngo bn(z) =1,

uniformemente en subconjuntos compactos de S. Por (39) y (41), tenemos ii) para
{fn}n- Ahora por (38), (40) y por el lema 1.1 existe una subsucesiéon A C N tal
que 3 3
}llérjl\ ho(z)=1, vy }ng/l\b"(z) =1, ctp., z €R,
lo que implica que
7111’51& fn(z) =1, ct.p., z€R,

y aplicando el lema 1.2, el teorema queda demostrado.
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