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Introduccion

; Qué son estas Instdntaneas diferenciales? Desde luego he pretendido
que no fuesen un libro de ecuaciones diferenciales al uso. Durante mucho tiempo
fueron —en realidad ese fue su origen— una notas que elaboré para mis estu-
diantes de un curso de ecuaciones diferenciales. Sin embargo, esas notas iniciales
crecieron y tomaron su propio camino, de tal forma que ahora, cuando las en-
trego a mis estudiantes, debo comenzar advirtiéndoles que todo el material del
curso estd contenido en estas paginas pero que, con una alta probabilidad, no
llegaremos a tratar todas las cuestiones que en ellas hay incluidas.

El comienzo de estas instantdneas fue el material recopilado en la memoria
docente que elaboré para presentarme a una plaza de profesor titular. Alli apa-
recian breves resiumenes de cada uno de los temas de los que debia constar una
asignatura de ecuaciones diferenciales. Resimenes que, para decir toda la ver-
dad, habia heredado de un companero, que a su vez los habia recibido de alguien
que habia obtenido la plaza antes que él y asi sucesivamente. Eran un pequeno
conjunto de notas sobre ecuaciones diferenciales de apenas veinte paginas que
varias generaciones de opositores habiamos ido modificando y adaptando a lo
largo de los anos en funcién de nuestros gustos personales. El material era escaso
pero una buena base para comenzar unas notas que se convirtieron en necesarias
con la llegada de un alumno aleman. En el curso 20042005 recibimos en nuestra
facultad a un estudiante extranjero financiado por una beca Erasmus. Recuerdo
a este estudiante el primer dia de curso, con su escasisimo castellano, inten-
tando tomar notas de lo que yo, en mi habitual estilo expansivo y cadtico, iba
desgranando en la pizarra. El pobre muchacho estaba desbordado y decidi que
podia ser una buena idea convertir aquellos restimenes de la memoria docente
en unos apuntes con algo mas de entidad para poder entregérselos ya escritos a
los estudiantes. Ni que decir tiene que durante todo aquel curso anduve con la
lengua fuera, escribiendo cada dia los contenidos del curso que debia explicar al
dia siguiente. En aquellos momentos ya comencé a ilustrar con algunos graficos
(muy sencillos por entonces) las cuestiones que iba desarrollando y proponiendo
ejemplos que intentaba que fuesen lo més representativos posible. Aquel primer
curso las notas adquirieron su forma bésica. Desde entonces las notas se han
desarrollado enormemente, con nuevos anadidos cada curso, con mejoras per-
manentes en las secciones ya asentadas, con nuevos y mas complicados graficos
y esquemas y, en general, con cualquier material relacionado con las ecuaciones
diferenciales que haya llamado mi atencién por algiin motivo puntual. Todo esto



ha contribuido enormemente a mejorar el aspecto final de este trabajo. Esta es
una descripcion, quiza grosera pero creo que acertada, de estas instantdneas que
ahora presento. Por supuesto, que nadie dude que el titulo que he elegido para
este trabajo esta inspirado por la obra de H. Steinhaus Mathematical Snapshots,
que traduciriamos al castellano como Intantdneas matemdticas.

Los contenidos de estas instantdneas son los métodos elementales de resolu-
cién de ecuaciones diferenciales, el estudio de los problemas de valores iniciales
y la teoria lineal de ecuaciones diferenciales. Basicamente pretenden mostrar
las técnicas elementales para el estudio de la teoria de ecuaciones diferenciales
ordinarias. A la vez que presentamos esas técnicas, incluimos ejemplos y aplica-
ciones de las mismas en situaciones cldsicas y en otras no tan clasicas, pero que
procuramos que sean de interés para los lectores.

ii
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Capitulo 1

Definiciones y herramientas
basicas. Ecuaciones
diferenciales elementales

1.1. Comenzando por el principio: definiciones
basicas

A lo largo este libro vamos a proceder a desarrollar diversas técnicas o méto-
dos de resolucion de ecuaciones diferenciales. Dada una ecuacién diferencial,
la probabilidad de determinar una o varias soluciones explicitas para ella es
realmente baja.! Sin embargo, presentaremos diferentes metodologias que nos
permitirdn obtener soluciones en algunos casos particulares. En cada caso, y
siempre que sea posible, procuraremos motivar cada tipo de ecuacién que in-
troduzcamos con ejemplos o “modelos” ilustrativos. Para poder plantear las
diversas situaciones que nos encontraremos necesitamos algo de nomenclatura
con la que poder expresarnos con precision.

En una ecuacién diferencial aparecen las derivadas de una o més funciones
con respecto a una o mas variables independientes. Cuando se trata de dos o
mas ecuaciones simultdneas hablaremos de sistema de ecuaciones diferenciales.

Inicialmente las ecuaciones diferenciales se clasifican en funcién de si contie-
nen derivadas con respecto a una o a varias variables independientes:

a) Hablamos de ecuaciones diferenciales ordinarias cuando aparecen en ellas
las derivadas de una o mas funciones con respecto a una unica variable

1En el caso més sencillo: encontrar una funcién x(t), expresada en términos de funciones
elementales, verificando la ecuacién z’(t) = f(t), donde f(t) es una funcién continua arbitraria,
sabemos que es casi una misiéon imposible, aunque puede que exista. . .
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independiente. Algunos ejemplos que analizaremos: la ecuacién logistica

ap P
= —gP(1-=—
e~ < kQ)’

donde P(t) es la poblacién de un determinado habitat en un instante de
tiempo t y k1 y ko son constantes positivas; la ecuacién de Bessel

22" 4+ ta’ + (12 — p*)z =0,

donde suponemos = = z(t) y 1 una constante real; la ecuaciéon de van der
Pol 2 J
x x
yrel + afx? — 1>E
con « un parametro real no nulo; o, los sistemas de ecuaciones diferenciales
predador-presa que rigen la evolucién temporal de dos poblaciones x(t) e
y(t) en interaccién

+z=0,

d—x =ar — cx

dt - ya
dy

— =—b d
dt Y + axy,

donde a, b, ¢ y d son constantes positivas.

Y se trata de ecuaciones en derivadas parciales cuando aparecen las de-
rivadas de una o mas funciones con respecto a dos o més variables inde-
pendientes. La ecuacién de Laplace?

Fu P,

ox? " ox3
la ecuacion del calor

0%z 9%z 0z

- 4 ==
dz3  0x3 Ot
o la ecuacion de ondas
0?2 0%z 0%z
ox3  0xz3 Ot
son algunos ejemplos de ecuaciones en derivadas parciales con una sola
funcién.? Las ecuaciones de Cauchy-Riemann, fundamentales en el estudio
de funciones de una variable compleja,

ou_w
or Oy’
ou_ o
oy Oz’

nos proporcionan un ejemplo de sistema de ecuaciones en derivadas par-
ciales.

2Los ejemplos que presentamos son bidimensionales en la variable espacial z = (z1,x2)
pero pueden darse ficilmente generalizaciones a n-dimensiones, z = (z1,22,...,Zn).
3De hecho estas tres ecuaciones son las ecuaciones en derivadas parciales més estudiadas.
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Al méximo orden de derivacién que aparece en una ecuacién diferencial lo
llamaremos orden de la ecuacion diferencial. La ecuacién logistica o los siste-
mas predador-presa son de orden uno, mientras que la ecuacién de Bessel o la
ecuacion de Laplace son de orden dos. La ecuacién de Euler-Bernoulli para la
flexién y(x) de una viga

dy

dat

donde a y b son constantes propias del problema y w(z) es la carga a la que
estd sometida la viga, es de cuarto orden.

Nuestro objetivo central son las ecuaciones diferenciales ordinarias y por
tanto el resto de definiciones que presentaremos a continuacion estaran relacio-
nadas con ellas. De todos modos nos encontraremos con algunas ecuaciones en
derivadas parciales en diversas situaciones; por ejemplo, apareceran al buscar
factores integrantes.

Si suponemos una funciéon de una variable real ¢t con n componentes, r =
(x1,...,2p), y n ecuaciones involucrando derivadas hasta orden r, la correspon-
diente ecuacién (sistema, si n > 1) puede representarse por la expresion

+a'y = bw(z),

F(t,x,a:’,...,ﬂ”) :F(t,ml,...,ajn,x’l,...,x%,...,:ch),...,ng’“)) =0,

(1.1)
para una cierta funcién F(t,21.1,...,21n, - Zr+1,1,- - - » Zr+1,n) definida sobre
un subconjunto de R x (R™)"™! y tomando valores en R™. Las ecuaciones de
la forma anterior se denominan implicitas. El hecho de tomar la imagen de
F' contenida en R™ nos dice que tenemos tantas ecuaciones como funciones
aparecen en nuestro sistema, y siempre supondremos esto de aqui en adelante.

Si la ecuacién aparece resuelta respecto de la derivada de mayor orden, es
decir, si se expresa como

2 =f (t,x,x', . ,x(T_1)>

donde f estd definida sobre un subconjunto de R x (R™)" y tomando valores en
R™, la llamaremos explicita.

Notad que, al menos de manera tedrica, para pasar de una ecuacion (sistema)
implicita como la dada en (1.1) a una ecuacién (sistema) explicita basta, por
el teorema de la funcién implicita, que la funcién F' = (Fy,..., F,) cumpla la
condicion

8F1 8F1
O0zry11 0zry1m
: : £0
oF, OF,
32’r+1,1 aZr+1,n

en un entorno de algin punto.
Para ecuaciones explicitas de orden uno, ' = f(t,x), si f es una funcién
vectorial con n componentes, [ = (f1, fa,..., fn), la ecuacién puede desglosarse

Una clasica imagen de L.
Euler (1707-1783). Euler es,
sin duda, una de las figu-
ras centrales de la historia
de las matemdticas. La in-
fluencia de su trabajo en una
gran variedad de ramas de
las matemadticas es palpable
hasta nuestros dias. Se atri-
buye a Laplace (matemdti-
co francés contemporaneo de
Euler aunque algo mas joven
que él) una frase que resu-
me su omnipresencia: “Leed
a Euler, leed a Euler, es el
maestro de todos nosotros”.
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como ,
Ty = fl(t,l‘l,...,l’n),
IIQ = fg(t,xl,...,xn),
x'/n = fn(t7x17"'7‘rn)7

y se corresponde con un sistema de ecuaciones diferenciales de orden uno. Cuan-
do la ecuacién es de orden r > 1 y la funcién f y la variable dependiente x son
escalares (situacion correspondiente al caso n = 1) la ecuacién puede transfor-
marse en un sistema de r ecuaciones pero de orden uno. En efecto, sin mas que
tomar

/ r—1
=z, =2, ...z, =z,
la ecuacién (") = f(t,x, 2, ..., x("~1) se convierte en el sistema de 7 ecuaciones

A
Ty = T2,
/
Ty = T3,
/ j—
Lp_1 = T
!
= ft,x1,...,2),

que es de orden uno. Hay que observar que cuando n > 1 es posible efectuar la
transformacién anterior, pero a cambio de una notaciéon mas sobrecargada. Por
tanto, omitimos los detalles.

De la posibilidad tedérica de reducir ecuaciones implicitas a explicitas y del
mecanismo descrito para transformar ecuaciones de orden r > 1 en otras de
orden uno, podemos deducir que no se pierde generalidad al centrarnos, funda-
mentalmente, en el estudio de ecuaciones del tipo 2’ = f(¢,z), con f definida
en un subconjunto de R x R™ y tomando valores en R"™.

Una vez que hemos definido la nocién genérica de ecuacién diferencial y
de algunos conceptos relacionados, estableceremos una definicién apropiada del
concepto de solucién de la ecuacion x' = f(t,x).%

Definiciéon 1. Diremos que una funcién
¢: I — R"
es una solucién de la ecuacién o’ = f(t,z) en el intervalo [ si es derivable y
¢'(t) = f(t.o(t), Vtel

La ecuacion diferencial més sencilla que existe es, obviamente, de la forma
x’ = f(t), para una cierta funcién f. Es claro que si F es una primitiva de la

funcion f, el conjunto de soluciones viene dado por

2(t) = F(t) + C,

4Una definicién andloga puede darse para la ecuacién implicita F(t,z,2’) = 0 con las
modificaciones obvias.
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donde C es una constante; es decir, existe una familia de soluciones de la ecua-
cion, dependiendo de un parametro. En el caso de que f sea una funcién vectorial
con n componentes, la constante C' serd n-dimensional. La determinacién del
valor de C' puede hacerse imponiendo que la solucién pase por un determinado
punto (o, xo), lo que dard lugar a soluciones distintas dependiendo de la eleccién
del punto. De un modo anélogo, para cada ecuacién de la forma a2’ = f(¢, )
obtendremos soluciones distintas suponiendo que pasan por puntos distintos.
En su forma més general, obtenemos lo que denominamos solucion general de
una ecuacion diferencial que se puede expresar como

F(t,z,C) =0, (1.2)

donde F' es una funcién definida sobre un subconjunto de R x R™ x R™ tomando
valores en R"™. La determinaciéon de C' da lugar a lo que llamaremos solucidn
particular de la ecuacién.

Hay que hacer notar que hay ecuaciones diferenciales que pueden tener so-
luciones que no se obtienen asignando un valor determinado a C' en la solucién
general. Este tipo de soluciones se conocen como soluciones singulares.

A la vista del comentario anterior parece razonable intentar obtener la so-
lucién general de una ecuacion diferencial y proceder a obtener soluciones par-
ticulares imponiendo que pasen por un determinado punto. Sin embargo, este
procedimiento no es, en general, posible. Sélo en algunos casos particulares sere-
mos capaces de encontrar la solucién general de una ecuacién diferencial. Ante
esto, nos plantearemos la posibilidad de asegurar la existencia y, en su caso, uni-
cidad, de la solucién de una ecuacién diferencial que pasa por un determinado
punto. La siguiente definicién nos describe de manera exacta el contexto en el
que nos plantearemos esta cuestion.

Definicién 2. Dada la funcién f(t,z), definida en un subconjunto D de R x R™
y un punto (tg,zo) € D, el par de condiciones sobre la funcién incégnita x(t):

{:E/ = f(t,l‘),

I(to) = Xy,

constituye lo que se denomina un problema de valores iniciales o problema de
Cauchy para una ecuacion explicita de primer orden.

1.2. Dos ecuaciones de solucién elemental

Como ya hemos comentado, las ecuaciones diferenciales mas sencillas que nos
podemos plantear resolver son de la forma 2’ = f(¢), para una cierta funcién
f: D — R, donde por simplicidad consideramos D C R un intervalo abierto
(desde luego podriamos suponer que la funcién f toma valores en R” y la situa-
cién seria absolutamente similar). Segun el teorema fundamental del cdlculo, si
f es continua en D podremos asegurar la existencia y unicidad de solucién para
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el problema de valores iniciales &' = f(t) y x(to) = o, con to € D. Adema4s,
¢
x(t)=zo+ [ f(s)ds, teD.
to

Veamos dos aplicaciones de este simple hecho.

1. El problema del quitanieves. Un dia comenzé a nevar de
manera abundante y regular. Una maquina quitanieves se puso a
funcionar a mediodia limpiando una carretera a ritmo constante, en
términos de cantidad de nieve retirada cada hora. Durante la primera
hora limpié dos kilémetros de carretera y durante la segunda uno
més. {A qué hora comenzd a nevar?

Por supuesto, para plantearnos una resolucién adecuada del problema debe-
mos analizar el enunciado con cierto detalle.

Podemos considerar que la posicion en la carretera es una funcién del tiempo
(medido en horas) z(t) definida para ¢t > 0 y supondremos ¢t = 0 el instante en
el que comenzo6 la nevada. La altura de la nieve en el instante ¢ la expresaremos
por h(t). Si denotamos por AV el volumen de nieve retirado por la maquina
quitanieves en un intervalo de tiempo At, suficientemente breve para poder
considerar h(t) constante en el intervalo Az, tendremos que AV = hLAx,
siendo L la anchura de la pala de la quitanieves, y

AV Ax
27 hL2e
At g At’
o haciendo At — 0,
av dx
— =hL—. 1.
dt dt (13)

La expresién limpiando una carretera a ritmo constante, en términos de cantidad
de nieve retirada cada hora nos indica que la variaciéon del volumen por unidad
de tiempo de nieve retirado es constante, es decir % = «. Asi, de la ecuacion
(1.3) concluimos que

dr o

dt Lk’
es decir, la velocidad de la maquina quitanieves en el instante t es inversamente
proporcional a la altura de la nieve en ese instante. Puesto que nos dicen que
nieva de manera regular podemos considerar que h(t) = ct y, por tanto, la
ecuacién diferencial que describe la posicién del quitanieves es

dr A

dt ot
con A = 7. Entonces, es claro que

z(t) = Alogt + C.
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Siest =T el tiempo que ha transcurrido desde que comenzd la nevada
hasta que salié la maquina, tendremos que z(7") = 0. Lo que nos da la expresién
z(t) = Alog (%) Ademss, segun el enunciado propuesto, debe cumplirse que
x(T+1)=2y x(T +2) =3y esto implica la relacién

() -5

La ecuacién anterior es equivalente a

1
14T = —
+T =,

cuyas raices son T = (—1 & /5)/2. Tomando la solucién positiva tenemos que
T = 0.618 horas ~ 37 minutos; por tanto, comenzoé a nevar a las 11:23 a. m.

El problema del quitanieves se popularizé en la literatura sobre ecuaciones
diferenciales a raiz de su inclusién en el libro Differential Equations de R. P.
Agnew, publicado en 1942 por la editorial McGraw-Hill. De hecho, se pueden
localizar recursos en Internet que lo denominan The snowplow problem, by R.
P. Agnew. Sin embargo, resulta curioso observar que existe una version previa,
que podriamos denominar primitiva, del problema. En 1937, en la revista The
American Mathematical Monthly se plante6, como Problema E 275 (pag. 245),
resolver la siguiente cuestién: (por mantener la pureza copiamos la propuesta
en inglés)

In a certain town it began snowing before noon and continue at a
constant rate until dark. At noon a crew of men set out along the
highway, clearing the snow from it as they went. They cleared two
miles in the first two hours, but only one mile in the next two hours.
If the crew clears equal volumes of snow in equal times, at what time
did it begin to snow?

La propuesta aparecia firmada por J. A. Banner. La solucién se publicé en
diciembre del mismo afio (pags. 666—667). Obviamente se trata del mismo pro-
blema, con cambios sin importancia en los datos. En este caso la nevada habria
dado comienzo a las 10:45. A la propuesta le hemos anadido el calificativo de
primitiva ya en ella se habla de hombres-quitanieves, y en la que ha alcanzado
mas popularidad ya aparecen mdquinas quitanieves. Teniendo en cuenta que el
Problema E 274 de la revista The American Mathematical Monthly (es decir: el
anterior a la version primitiva del problema del quitanieves) habia sido propues-
to por R. P. Agnew y que aparecié publicado en la misma pégina de la revista,
podemos asegurar (con poco margen de error) que Agnew conocia la propuesta
de Banner y que su aportacién fue actualizarla, cambiando hombres-quitanieves
por maquinas quitanieves.

Mas adelante, en el capitulo correspondiente a las ecuaciones lineales de
primer orden, analizaremos una propuesta debida a M. Klamkin en la que se
plantea una interesante extensién del problema del quitanieves.
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2. Propulsion a chorro. Un cohete de masa estructural m; con-
tiene una masa mo de combustible. Se dispara en linea recta hacia
arriba, desde la superficie de la Tierra, quemando combustible a
una tasa constante a (es decir, dd—’f = —a, donde m denota la ma-
sa variable total del cohete) y expulsando los productos de escape
hacia atras, a una velocidad constante b, relativa al cohete. Si se des-
precian todas las fuerzas exteriores, excepto una fuerza gravitatoria
myg, donde g se supone constante, encontrar la velocidad y la altura
alcanzada por el cohete en el momento en el que se agote el com-
bustible, lo que habitualmente se denominan wvelocidad de apagado

y altura de apagado.

Antes de plantearnos la resolucion de este problema, creemos conveniente
hacer un breve recordatorio de las leyes de Newton. Estos principios fisicos seran
la herramienta fundamental para resolver la cuestién que nos hemos propuesto
y otras muchas que apareceran méas adelante.

Material complementario
Las leyes de Newton

Para resolver el problema que acabamos de plantear es necesario utilizar las
leyes de Newton. Enunciamos a continuacion las tres leyes ya que seran una
fuente inagotable de ejemplos para los distintos tipos de ecuaciones que analiza-
remos. Mayoritariamente, a lo largo de estas notas, haremos uso de la segunda
ley de Newton. Sin embargo, tendremos oportunidad de ilustrar distintas situa-
ciones tedricas con ejemplos en los que haremos uso de las restantes leyes.

Primera ley. Un cuerpo permanece en estado de reposo, o de movimien-
to rectilineo uniforme (es decir, con velocidad constante) si no actiian fuerzas
externas sobre €l.

Segunda ley. Para un cuerpo de masa m con velocidad v, el producto
p = mu suele denominarse momento lineal del cuerpo, entonces la suma de
las fuerzas externas que actian sobre el cuerpo, F, es igual a la derivada con

respecto del tiempo del momento lineal, es decir, F = %. En particular, para

un cuerpo de masa constante m se satisface que F = m% = ma, donde a es la

dt
aceleracion del cuerpo.
Tercera ley. Si un cuerpo A ejerce una fuerza F sobre un cuerpo B, entonces
el cuerpo B ejerce una fuerza —F sobre A.

Nuestro problema plantea la determinacion de los valores terminales para
la altura y la velocidad de un cohete que se desplaza mediante la denominada
propulsion a chorro. Este mecanismo consiste esencialmente en una camara de
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combustién, donde se quema el combustible, que dispone de unas aberturas o
toberas situadas de la forma adecuada para dirigir los gases procedentes de la
combustién en la direccién deseada. Cuando se inicia la combustién, los gases
salen expelidos a gran velocidad, o sea, con un cierto momento lineal hacia atrds;
y, en consecuencia, en virtud del principio de conservacién del momento lineal,®
el cohete adquiere un momento lineal igual hacia delante. Esto es el cohete es
propulsado en una cierta direccién por la expulsiéon de una parte de su masa en
direcciéon contraria. Si nos interesamos tnicamente por el movimiento del cohete
estaremos ante un problema mecanico de masa variable y tendremos que aplicar
la segunda ley de Newton en términos de momentos lineales.

La masa del cohete en cada instante de tiempo la denotaremos por m y su
velocidad en un instante ¢t por v. La velocidad de los gases expulsados, vista
desde un sistema de referencia en Tierra, que es inercial,® es v — b. El momento
del cohete en el instante ¢ + At serd al momento del cohete menos el momento
de los gases expulsados, es decir,

p(t+ At) = (m + Am)(v+ Av) — Am(v — b),
por tanto

Ap =p(t+ At) —p(t) = (m + Am)(v + Av) — Am(v — b) — mv
= mAv + bAm + AmAv

dp dv dm
— =m—+b—.
a ~ M TUar
Finalmente, usando la segunda ley de Newton, la ecuacién del movimiento del

cohete es
dv L bdm
m— — =—-m
dt dt 9
donde m = mq + mo — at.

Algunas manipulaciones elementales nos llevan a

dv  ab ab

& m I i tm—at 7

Por integracién elemental tendremos
v(t) = —blog(my +mg —at) — gt + C.

Si suponemos que en el instante inicial el cuerpo estd en reposo, v(0) = 0,

concluimos que
at
v(t) = —blog (1l — — | — gt.
®) & < mi + m2> g

5Si sobre una particula o un sistema de particulas no actia ninguna fuerza o la resultante
de las fuerzas exteriores es nula, el momento lineal permanece constante.

6Recordar que un sistema de referencia inercial es aquel que no est4 acelerado. Las leyes de
Newton son vilidas para un observador estacionado en un sistema de referencia de este tipo.
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Puesto que la cantidad de combustible viene dada por mo — at, la velocidad de
apagado se determinard sustituyendo ¢ = mgy/a ya que en ese instante es cuando
se agotara el combustible, con esto obtenemos que

Vapagado = U (@) = blOg (]_ + Tn2> — @
a my a

Para determinar la altura de apagado basta obtener la altura del cohete en cada
instante de tiempo integrando la velocidad y suponiendo que la altura incial es
cero. Por tanto,”

my + mo at t2
ht) b(<t a ) ©8 < ml—i—mg) t) 92

ma bmy my ma(2ab — gms)
haaa0:h<7):71 .
pagad a a Og(m1+m2>+ 2a?

Tomando los valores ma/(m1+msg) = 0.87, m;+my = 10 Kg, b = 3Km/sg y
a = 5000 Kg/sg, llegamos & Vapagado = 4.4 Km/sg y hapagado = 30 Km. Para co-
locar un satélite en érbita circular de altura h sobre la Tierra, hay que darle una

velocidad de escape vescape = %, donde G es la constante de gravitacion
V Rricrra

universal. Para h = 100 Km, la velocidad de escape €s Vescape = 7.8 Km/sg. La
Vapagado CON los datos anteriores resulta insuficiente. En la préctica se utilizan
cohetes con varias fases, en los que se van soltando sucesivos depdsitos (fases) de
combustible y se optimiza el ritmo de quemado para conseguir un incremento
de la velocidad mayor. Por ejemplo, el Saturno V, que puso al primer hombre
en la Luna, tenia tres fases.

1.3. Interpretacion geométrica de la ecuacion di-
ferencial ©' = f(t,x) para funciones escalares

Una ecuacién diferencial ordinaria de la forma o’ = f(t,z), con f definida en
un conjunto D C R x R, puede interpretarse en el plano (¢,2) como un campo
de pendientes o direcciones. Este se obtiene asociando a cada punto del dominio
D su pendiente,

(t.2) — f(t,2),

y trazando por cada uno de esos puntos un segmento de recta de pendiente
f(t,x). Un campo de pendientes sugiere curvas en D con la propiedad de que en
cada punto de éstas la recta tangente sigue la direccién del segmento de recta
del campo de direcciones en el punto. Este procedimiento revela curvas soluciéon
de la ecuacién de manera muy semejante a la forma en la que las limaduras de

"Usamos que

/log(l —at)dt = (t — é) log(1 — at) —t + k.
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Figura 1.1: Campo de direcciones asociado a la ecuacién ' = x — t? para (¢, x)
en (—2,2) x (—1,4) y las isoclinas correspondientes a ¢ = —1 (en azul), ¢ = 0
(en rojo), ¢ =1 (en marron) y ¢ = 2 (en naranja).

hierro esparcidas sobre un papel y atraidas por los polos de un iman dejan ver
las lineas del campo magnético.
De especial interés en este sentido son las lineas isoclinas dadas por

f(t,z) =c, ceR.

El conocimiento de las isoclinas permite deducir un retrato aproximado de las
soluciones. La isoclina nula, asociada con ¢ = 0, resulta de especial importancia
ya que sobre ella se producen los cambios en la monotonia de las soluciones ().

En la figura 1.1 se muestra el campo de direcciones asociado a la ecuacion
2’ =1 — 2 en el rectangulo (—2,2) x (—1,4) y algunas isoclinas asociadas con
esta ecuacion. En este ejemplo las isoclinas son pardbolas simétricas respecto al
eje vertical. La figura 1.2 representa el mismo campo de direcciones al que se
ha anadido algunas soluciones de la ecuacién con distintas condiciones iniciales.
La curva que aparece en rojo corresponde a la isoclina nula x = ¢2. Se observa
claramente que es sobre esta isoclina sobre la que se producen los cambios de
crecimiento en las curvas solucion.
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Figura 1.2: Campo de direcciones asociado a la ecuacién 2’ = x — t? para (¢, )
en (—2,2) x (—1,4) junto a las soluciones asociadas con las condiciones iniciales
2(0) =0 (en azul), 2(0) = 1/2 (en marrén) y 2(0) = 1 (en naranja). En rojo se
muestra la isoclina nula z = t2.

Material complementario
Programando con Mathematica

Es posible utilizar Mathematica para generar campos de direcciones como se
ha hecho en las figuras 1.1 y 1.2. En nuestro caso hemos utilizado Mathematica
6.0 y hemos procedido como se indica a continuacion. En primer lugar debemos
cargar el paquete de Mathematica que nos permite dibujar campos de vectores

Needs["VectorFieldPlots ‘"]
El codigo que hemos usado para generar el grafico en la figura 1.1 ha sido

Show[VectorFieldPlot[{1, x - t~2}, {t, -2, 2}, {x, -1, 4},
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PlotPoints -> 40, HeadLength -> O,
ScaleFunction -> (0.5 &)],
Plot[{-1 + t"2, t72, 1 + t~2, 2 + t°2}, {t, -2, 2}],
PlotRange -> {-1.1, 4.1}, AspectRatio -> Automatic,
AxesStyle -> Directive[Medium, Italic], AxesLabel -> {t,x}]

EI comando VectorFieldPlot es el encargado de generar el campo de vectores.
La orden HeadLength se encarga de eliminar la flecha de los vectores y Plot
dibuja las isoclinas. Con Show se muestran juntos ambos graficos. Para la figura
1.2 hemos usado

Show[VectorFieldPlot[{1, x - t~2}, {t, -2, 2}, {x, -1, 4},
PlotPoints -> 40, HeadLength -> O,
ScaleFunction -> (0.5 &)17,
Plot[{t"2, 2 - 2*Exp[t] + 2%t + t°2,
(4 - 3*Exp[t] + 4*xt + 2xt72)/2,
2 - Explt] + 2%t + t72},
{t, -2, 2}]1,
PlotRange -> {-1.1, 4.1}, AspectRatio -> Automatic,
AxesStyle -> Directive[Medium, Italic], AxesLabel -> {t,x}]

En este caso Plot traza las soluciones y la isoclina nula. Para obtener las solucio-
nes de los problemas de valores iniciales asociados con la ecuacién que estamos
tratando hemos usado la orden DSolve que permite resolver ciertas ecuaciones
diferenciales.

Para generar el campo de direcciones asociado a una ecuacion de la forma

! = ggg sustituiremos {1, x - t"2} en VectorFieldPlot por el vector

cuyas componentes son (Q(t,xz), P(t,x)).

1.4. Cambios de coordenadas

La solucién de un problema de matemaéticas, en general, puede obtenerse de
diversas formas. Sin embargo, una elecciéon apropiada del contexto en el que se
trabaja puede simplificar la resolucién de manera importante.® En el estudio
de las ecuaciones diferenciales podemos usar una herramienta que va a resultar
de gran importancia a la hora de abordar algunos tipos de ecuaciones. Nos
referimos a los cambios de coordenadas. Dados A y B, dos conjuntos abiertos
en R™, un cambio de coordenadas es un homeomorfismo g: B — Acon gy g~ !
de clase C'?, con ¢ > 0.

Supongamos que tenemos una ecuacién z’ = f(¢,x), con f definida sobre
un subconjunto abierto D de R x R™ que contiene a las variables (¢,z). Un

8Basta recordar cualquier problema de geometria analitica. En estos casos la eleccién de
un sistema de referencia adecuado permite obtener, en muchas ocasiones, unas ecuaciones
sumamente simples que, de otro modo, podrian resultar intratables.
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cambio de coordenadas que aplique un conjunto D’, subconjunto de R x R" que
contiene las nuevas coordenadas (s,u), en D mediante un homeomorfismo g,
nos transformara la ecuacion dada en otra de la forma % = h(s,u).” 1 Esto es
posible ya que la relacién @ = x(t) induce una relacién de la forma u = u(s).
Ademads, gracias a la regla de la cadena, podemos expresar la derivada x’ = fli—f
en términos de %. Supuesto que podamos resolver la ecuacién en las nuevas
coordenadas (s, u), recuperaremos la solucién original invirtiendo el cambio de
coordenadas.

Uno de los cambios de coordenadas que usaremos més frecuentemente es el
denominado cambio a coordenadas polares en el plano. Podemos considerar los

conjuntos abiertos
B={(0,r): 0 €(0,2m),r € (0,00)} y E=R*\{(t,z): © =0,t > 0}.
La aplicacién

g:B—F

(0,7) — (t,x) = (rcosf,rsend)
es un homemomorfismo entre los conjuntos B y E. Geométricamente 6 repre-
senta el dngulo formado por el vector de coordendas (¢,z) con la horizontal

(x =0) y r es el médulo de dicho vector. Supuesto que r = r(0), la situacién se
corresponde con el esquema

R r—sg
DN
b o

dm@ dzx

dv _ grap " do

dt ﬁﬁ ﬁ - cos@ﬁ—rsene
drdf  db db

y la ecuacion o’ = f(¢,x), con f definida en un dominio D en R xR, se convierte
en

De esta forma

dr
sen 9@ + rcosf

d
sen@—r + rcosf

gﬁ’— = f(rcosf,rsenb),
cos 6 0 rsenf
que puede reescribirse como
dr
— = h(r,0
de (,r7 )

para una cierta funcién h soportada en un conjunto D’ C (0,00) x (0, 27).

9Para ser precisos, esta transformacién ocurre si g es de clase C9, con ¢ > 1.

10Cuando sélo se produzca un cambio en la variable independiente hablaremos de cambio de
variable, si el cambio se produce en la variable dependiente diremos que se trata de un cambio
de funcién y cuando se modifiquen ambas variables nos referiremos al cambio de coordenadas
como cambio de variable y funcién.
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1.5. Escarabajos, ecuaciones diferenciales y es-
pirales logaritmicas

Veamos como es posible utilizar el cambio a coordenadas polares descrito en
la seccién anterior para resolver un problema que en un principio puede parecer
complicado:

El problema de los escarabajos. Cuatro escarabajos se posan
en las esquinas de una mesa cuadrada de lado a. Al mismo tiempo,
comienzan a caminar con la misma velocidad, de tal modo que cada
uno de ellos se desplaza constantemente hacia el que se encuentra
situado a su izquierda. Determinar la trayectoria y la distancia que
ha recorrido cada uno de los escarabajos antes de juntarse en el
centro de la mesa.

Por la simetria que presenta el problema basta con determinar la ecuacién
de la trayectoria de uno de los escarabajos y obtener la de los restantes mediante
giros de amplitud 7/2 en torno al centro de la mesa. La situacién se describe en
la figura 1.3. Supongamos un sistema de coordenadas cartesianas con ejes en las
diagonales del cuadrado y origen en el centro O del cuadrado. Si P = (x,y) es un
punto de la trayectoria del escarabajo que ha partido del vértice A situado en el
semieje O X, teniendo en cuenta que siempre se desplaza hacia el escarabajo que
ha iniciado su recorrido en el vértice B, resulta sencillo comprobar que el dngulo
que forma el vector OP con la recta tangente a la trayectoria del escarabajo en
el punto P es a = 37w /4 y coincide con el formado por el lado AB del cuadrado
con el semieje OX. La recta tangente a la trayectoria en el punto P tendra una
pendiente igual a tan(a + ), donde € es el dngulo formado por el vector OP
con el semieje OX, y de esta forma se verificard la ecuacién

dy
= =t 0).
o an(a + 0)

Puesto que el lado derecho de la ecuacion depende del angulo 6 parece na-
tural considerar un cambio a coordenadas polares que incorpore dicho dngulo.
Tomando x = rcosf e y = rsenf, con r = r(f), llegamos a que

dr

£ senf + rcosf
39.— = tan(a + 0).
95 cos —rsenf

Ahora, usando la expresién para la tangente del dngulo suma, obtenemos la
ecuacion

r
=
do

que es equivalente a
dr
— = —T.
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Figura 1.3: La figura ilustra el desplazamiento de los escarabajos a lo largo de
la mesa.

La solucién general de esta ecuacién es la familia de funciones r = Ae™? co-
mo justificaremos en el siguiente capitulo.!! Ahora, teniendo en cuenta que
(x(0),4(0)) = (a/V/2,0), llegamos a

a _ a _
z=—e"cosf e e ¥ send,

V2 T

con § € R, que son las ecuaciones paramétricas de la trayectoria y se corres-
ponden con una espiral logaritmica. La figura 1.4 muestra cémo la curva trazada

1De todos modos, resulta sencillo comprobar por simple derivacién que las funciones de la
forma AeF* son soluciones de la ecuacién z’ = kz. Incluso podemos ir un poco més lejos y
afirmar que cualquier solucién es de esa forma. Supongamos que f(t) es una cierta solucién
de la ecuacién. Consideremos la funcién g(t) = e~** f(t). Entonces, usando que f es solucién
de 2’ = kz, tendremos que

g'(t) = e M (f(t) — kf(t) =0,

lo que implica que g(t) = A, para una cierta constante A, y entonces f(t) = AeFt.
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Figura 1.4: La grafica muestra como se generan las trayectorias espirales por el
giro del cuadrado al que se le va reduciendo convenientemente la longitud del
lado.

por cada insecto va siendo generada por el giro del cuadrado inicial al que se le
va reduciendo el lado de acuerdo con el angulo girado. Finalmente, calcular la
distancia recorrida por cada escarabajo es sencillo:

= () (i)

= i/ e %/(cos @ + sen §)2 + (—sen 6 + cos 0)2 df
V2 Jo

:a/ e ?do = a.
0

El problema que acabamos de plantear y resolver cobré fama tras su publi-

cacién, en julio de 1965, en la columna redactada por Martin Gardner “Mathe- Portada de julio de 1965 de
matical Games” de la revista Scientific American. Una propuesta similar, con Scientific American con la
cuatro perros, puede verse en el libro de Hugo Steinhaus Mathematical Snaps- trayectoria de los escaraba-
hots, aparecido en 1939. Sin embargo, la primera aparicién de un enunciado jos.
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andlogo en la literatura matemaédtica se debe al matematico francés Edouard
Lucas, quien en mayo de 1877 planted, en la revista Nouvelle correspondance
mathématique, el siguiente enunciado: Tres perros se encuentran sobre los vérti-
ces de un tridngulo equildtero y cada uno de ellos comienza a correr tras otro.
¢ Qué curva describe cada uno de ellos? La respuesta es, como en el caso que
hemos analizado, una espiral logaritmica. Una solucién debida a Henri Brocard
se publicé en el nimero de agosto de la misma revista. De todos formas, todavia
es posible encontrar una referencia anterior para esta cuestién: fue propuesta
en los “Cambridge University Mathematical Tripos Examination” de enero de
1871. En esta primera aparicién no se imponia que fuera equilatero el tridngulo
de partida y se preguntaba por la velocidad de cada uno de los animales para
que el triangulo formado por sus posiciones en cada instante fuese semejante
al inicial (obviamente, todos deben llevar la misma velocidad). En este tipo de
situacién (es decir, si el tridngulo inicial no es necesariamente equildtero) se
puede plantear otra cuestién interesante: ;Se encontrardn en algun instante de-
terminado tres perros situados en los vértices de un tridngulo arbitrario, si cada
uno de ellos comienza a correr tras otro a una misma velocidad? La respuesta
es afirmativa no importa cudl sea el tridngulo de partida. Este problema apare-
ci6 propuesto por Harry Bateman en su libro Differential equations (Londres,
1918), donde lo atribuye a Frank Morley. Aunque el andlisis de este problema
no resulta excesivamente complicado dejamos su estudio al interés del lector,
pudiéndose consultar al respecto el libro de P. J. Nahin, Chases and escapes
(Princeton University Press, 2007).

<

7/

Figura 1.5: Una espiral logaritmica.
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Hemos dicho antes que nuestros escarabajos describian espirales logaritmi-
cas. Las ecuaciones paramétricas mas generales para este tipo de curvas son

z = ke cos e y = ke’ sen 6,

donde el pardmetro §# € R y A y k son constantes reales. La figura 1.5 muestra
una representacion grafica en un caso particular.

Figura 1.6: Las imagenes de la fila superior muestran un nautilus y una secciéon
de su concha donde se observa la presencia de la espiral logaritmica. En las
imagenes de la fila inferior se pueden observar las espirales logaritmicas que
aparecen en las borrascas y en las pinas de las coniferas.

Como puede verse en la figura 1.6, es frecuente encontrar espirales logaritmi-
cas en la naturaleza. Por ejemplo, la concha del nautilus (Nautilius Pompilius),
un molusco cefalépodo marino, crece arrollandose desde su centro y hacia el
exterior adquiriendo esa forma. Igualmente se presenta en la distribucién que
adoptan las pipas en los girasoles, en las pinas de las coniferas o (de manera
aproximada) en el patrén que siguen las borrascas atmosféricas, los huracanes o
incluso algunas galaxias. El origen del estudio matemético de esta espiral tiene
que ver posiblemente con la navegacién. A lo largo de los siglos XVI y XVII
miles de barcos surcaban los océanos. Los navegantes sabian que sobre la su-
perficie terrestre la distancia mas corta entre dos puntos es un arco de circulo
maximo. Pero para seguir una trayectoria que encaje con este arco seria nece-
sario realizar continuos cambios de rumbo. Por ello sustitufan esta trayectoria
optimo por otra en la que el angulo con el que se cortaban todos los meridia-
nos que atravesaba se mantenia constante. Las trayectorias de este tipo dibujan
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Si suponemos un sistema de
coordenadas de forma que el
origen es el polo de una cier-
ta espiral y que el punto P
desde el que deseamos calcu-
lar la longitud se correspon-
de con 6 = 0, el resultado
de Torricelli estable que la
longitud de la espiral com-
prendida entre P y el po-
lo es igual a la longitud del
segmento de la recta tangen-
te a la espiral en P limitado
por los ejes coordenados; es
decir, coincide con la longi-
tud del segmento PT en la fi-
gura superior. Si hubiésemos
recordado antes este hecho,
el célculo de la longitud del
camino seguido por los esca-
rabajos lo habriamos podi-
do efectuar mas rapidamen-
te, teniendo en cuenta que
en ese caso el segmento PT
se corresponde con el lado
del cuadrado inicial de lon-
gitud a.
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en la esfera terrestre una curva llamada loxodrémica. Pero los navegantes no
trabajaban sobre una esfera, sus mapas eran proyecciones planas de la esfera.
Pues bien, la proyeccién estereografica de la esfera sobre un plano convierte a
la loxodrémica en una. .. espiral.

Las ecuaciones paramétricas para la espiral logaritmica fueron obtenidas por
René Descartes en 1638 como solucién a un problema propuesto por Galileo Ga-
lilei. Evangelista Torricelli, en 1645, determiné la longitud de una espiral desde
un punto cualquiera hasta su polo (el punto donde tiende a acumularse la espi-
ral). Sin embargo, fue Jacob Bernoulli quien, a finales del siglo XVII, estudié en
profundidad las propiedades de la espiral logaritmica a la que denominé spira
mirabilis (espiral maravillosa). Entre las propiedades que analizé Jacob Bernou-
1li destaca el hecho de que la espiral logaritmica es la tnica curva que verifica
que su evoluta, su involuta, su cdustica y su podaria'? son, a su vez, espirales
logaritmicas (giradas un cierto angulo con respecto a la inicial). Este hecho le
provocé tal fascinacién que pidié que en su tumba, en el cementerio de Basilea,
figurase la inscripcion Eadem mutata resurgo, que puede traducirse como Ain
stendo modificada, resurjo, y un grabado en piedra con una espiral logaritmica.
Sin embargo, sus tltimas voluntades no fueron cumplidas estrictamente. Como
podemos ver en la figura 1.7 lo que hay tallado en su tumba es una espiral
arquimediana.'?

L548

Figura 1.7: A la izquierda, una imagen de Jacob Bernoulli (1654-1705) y, a la
derecha, la espiral que aparece en su tumba en el cementerio de Basilea. Podemos
afirmar que el cantero que realiz6 la sepultura no era un buen matematico pues
tallé una casi perfecta espiral arquimediana.

12La evoluta, la involuta, la catistica y la podaria son curvas asociadas a una dada. En la
siguiente seccién aparecera el concepto de evoluta y en el apartado de problemas definiremos
la caustica.

13Las ecuaciones paramétricas de una espiral arquimediana (de ecuacién en polares r = af))
son

x = abcosb e y = afsené.

En este caso la separacién de dos puntos que se diferencian en un dngulo de 27 es constante e
independiente del angulo inicial; para la espiral logaritmica no ocurre asi ya que en este caso
la separacién va aumentando de manera geométrica.
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1.6. Sobre envolventes

Sea ¢(t,z,a) = 0 una familia de curvas planas dependientes de un cierto
paramétro a € A, con A C R, y donde suponemos que la funcién ¢ es diferen-
ciable respecto a t, x y . La envolvente de la familia de curvas, si existe, es una
nueva curva ® que en cada uno de sus puntos es tangente a una de las curvas
de la familia dada y tal que cada curva de la familia es tangente al menos en un
punto a la envolvente. Entenderemos que dos curvas son tangentes en un punto
si en dicho punto ambas curvas comparten la recta tangente.

Si existe la envolvente, cada uno de sus puntos serd de la forma (¢,x) =
(t(a), z(c)) verificando la ecuacién de la familia de curvas; es decir,

o(t(a),z(a), a) =0. (1.4)
Asi, derivando con respecto a «, tendremos que

00 dt | 9odr 96 _

Eda—’—aimda—i—aa =0 (1.5)

Ademas, si se verifica que % # 0 (el razonamiento seria andlogo suponiendo que
% # 0), la ecuacion ¢(t, z, «) = 0 define implicitamente una funcién x = x(t, «)
diferenciable y la pendiente de la recta tangente a la curva ¢(t,z, ) = 0 en un
punto (¢, z) de ella vendrd dada por

¢
de _ o
a 09’
ox

Por la definicién de curva envolvente, también tendremos que la pendiente de
la recta tangente en un punto (¢, z) de la envolvente serd

dxr
dr _ da
dt — dt’
do

Puesto que las pendientes anteriores deben coincidir sobre los puntos de la
envolvente, podemos concluir que

doa  opdr
ot dae  Oxda

De esta manera, el sistema formado por (1.4) y (1.5) queda reducido a

¢(t’ '1:7 a) = 07
d¢ (1.6)
—(t,z,a) = 0.
55 (& @)
Acabamos de deducir que si existe la envolvente, ésta debe satisfacer el siste-
ma (1.6), que proporciona unas ecuaciones paramétricas para la envolvente ®
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en caso de existencia. Sin embargo, puede ocurrir que las soluciones de este
sistema no sean envolventes. En concreto, resulta sencillo comprobar que el lu-
gar geométrico de los puntos singulares (aquellos para los que se cumple que
% = % = 0) de la familia de curvas también cumplird el sistema (1.6). Es por
esto que de manera general la curva definida por el sistema (1.6) se denomina
linea discriminante. Por tanto, en cada ocasion deberemos comprobar qué es lo
que representa la linea discriminante.

Es un sencillo ejercicio comprobar que si la soluciéon general de una ecuacién
diferencial ordinaria es una familia de curvas de la forma (1.2) (con n = 1), la
envolvente de esta familia serd una solucién singular de la ecuacién. Este tipo
de soluciones son singulares ya que no se pueden obtener fijando el pardmetro
C de la solucién general.

Ejemplo 1. Determinar la envolvente de la familia de circunferencias de radio
R centradas en los puntos de una circunferencia de radio 2R.

Figura 1.8: En amarillo se muestran las circunferencias de radio R centradas
sobre la circunferencia de radio 2R (trazada en rojo); en verde aparece la envol-
vente, formada por dos circunferencias de radios R y 3R concéntricas con la de
color rojo.

La ecuacion de la familia de circunferencias es
(t —2Rcosa)? + (x — 2Rsena)? = R

En este caso, el sistema (1.6) se transforma en
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{(t —2Rcosa)? + (z — 2Rsena)? = R?,

tsena — xcosa =0,

4Rz sen o + 4Rt cos o = t2 + 2% + 3R?,
tsena — xrcosa = 0.

Usando la regla de Cramer tenemos que

t? + 22 +3R?> 4Rt

0 —z|  2(t?+ 2%+ 3R?)
Sen o« = =
4Rx ARt 4R(t? + x?)
t —x
y
4Rz 1* +x? 4+ 3R?
t 0 t(t? + 2% + 3R?)
COsS o = =
4Rz 4Rt 4R(t% 4 x2)
t —x

Finalmente, la relacién sen® a + cos? a = 1 nos da
16R*(t2 + %) = (t* + 2% + 3R%)? — (1> + %)% —10R*(* + 2*) + 9R* = 0
— (t*+ 2% - R*)(t* + 2 — 9R?) = 0;

es decir, la envolvente estd formada por las circunferencias centradas en el origen
y deradios Ry 3R. La figura 1.8 muestra la familia de curvas y la envolvente. <

Ejemplo 2. Consideremos la familia de curvas
= 2?4+ (t—a)? =0.
La linea discriminante en esta ocasion viene dada por las soluciones del sistema,

2t — 2?2+ (t—a)? =0,
t=a,

es decir, esta formada por lasrectas t =0,z =1y x = —1. Lasrectasz =1y
x = —1 son la envolvente pero la recta x = 0 es una recta de puntos singulares,
ya que cada punto de la forma (¢,0) es un punto doble de las curvas de la familia.
La figura 1.9 ilustra la situacién. <

Ejemplo 3. Consideremos una familia de rectas planas tales que el segmento
de las mismas limitado por los ejes coordenados es de longitud constante L.
Determinar la envolvente de la familia de rectas.
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(OO

x=-1

Figura 1.9: Las curvas de la familia 2% — 22 + (t — a)? = 0 son los lazos verticales
que aparecen en la figura; se muestran en azul las rectas t = 1y x = —1 que
forman la envolvente, y en verde la recta x = 0 de puntos dobles.

Los segmentos en cuestién estardn limitados por los puntos (L cosa,0) y
(0, Lsen o) para « € [0,2m) (véase la figura 1.10). Cada uno de estos segmentos
se encuentra sobre la recta

tsen o + x cosa = L sen « cos .

Lsena |-

Lsenf3

Lseny

Lseno

t
Lcosa Lcosp Lcosy  Lcoso

Figura 1.10: Algunos segmentos de longitud constante L del Ejemplo 3.
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Figura 1.11: Algunas de las rectas de la familia ¢ sen o + x cosa = L sen acos «
y su envolvente (en rojo), la astroide x2/3 + ¢2/3 = [2/3,

Para esta familia de rectas la linea discriminante estd dada por

x = Lsen® a,

tsena + x cosa = Lsen «a cos a, t = Lcos’a,
tcosa — xrsena = L(cos® o — sen? a),

2/3 +x2/3 _ L2/3;

es decir, la envolvente es una astroide. Algunas rectas de la familia y su envol-
vente se muestran en la figura 1.11. <

Ejemplo 4. Determinar la envolvente de la familia de circunferencias centradas
sobre los puntos de una hipérbola equilatera y que pasan por el centro de dicha
hipérbola.

4Para una hipérbola de la forma

(S8) - (52
a b o
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Figura 1.12: La familia de circunferencias centradas sobre la hipérbola t? — 22 =

a? del Ejemplo 4 junto con su envolvente

la lemniscata 4a?(t*> —2?) =

)

en verde)

(

2)2_

(t? + =z

atera, centrada en (0,0),

bola equil

ér

Podemos limitarnos a considerar la hip

2 _ g2 =

Esta curva puede parametrizarse como

eR.

S
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donde hemos usado la identidad cosh® s + senh® s = cosh(2s). De esta forma
concluimos que la familia de circunferencias considerada tiene por ecuacién

(t — acosh s)® + (z — asenh s)? = a® cosh(2s), seR.

En esta ocasion el sistema (1.6) se convierte en

t? + 2% — 2a(t cosh s + zsenh s) = 0,
tsenh s + z coshs = 0,

de donde, usando la regla de Cramer, deducimos

1 2422 2ax|  t(t?+2?)
coshs = ———— = =
2a(t2 —22)| O t 2a(t? — 2?)
y
1 2at 1% + 2? z(t? + 2?)
senhs = ———— = _ )
2a(t? —z22) | @ 0 2a(t? — z?)

Finalmente, usando la relacién cosh? s — senh? s = 1, llegamos a la ecuacién de
la envolvente:

2 2 2 2 2 2
1=cosh23—senh23:<t(t+x)> _< M) ,

2a(t? — x?) 2a(t2 — 22
que puede reescribirse como
4a®(t* — %) = (£* + %)%

Se trata de la ecuacién de una lemniscata. En la figura 1.12 aparecen repre-
sentadas la hipérbola lugar de los centros, la familia de circunferencias y la
lemniscata. <

Ejemplo 5. El siguiente ejemplo involucrard todas la conicas.

Una imagen, todas las cénicas. Tomemos un trozo de papel, di-
bujemos en él una circunferencia de radio uno, y fijemos un punto
P en el interior del circulo. Sea @ un punto cualquiera de la cir-
cunferencia, y supongamos que doblamos el papel haciendo que @
coincida con P (véase la figura 1.13). A continuacién, trazamos una
linea sobre la marca dejada por el pliegue en el papel. Si hacemos
esto para cada uno de los puntos de la circunferencia aparecera una
regién limitada por la familia de rectas. ;Qué forma tiene esa region?
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Figura 1.13: Diagrama del Ejemplo 5. En azul hemos trazado la linea obtenida
tras el pliegue que hace coincidir los puntos Py Q.

Para cada punto @ la recta trazada es la mediatriz del segmento PQ. La
regién buscada es interior a la envolvente de la familia de rectas formada consi-
derando todos los posibles puntos @) de la circunferencia. Tomemos un sistema
de referencia rectangular con origen en el centro de la circunferencia y de tal
forma que P = (a,0), para algin —1 < a < 1. Un punto @ arbitrario de la
circunferencia tendrd coordendas @) = (cost,sent), para t € [0,27), y las rectas
que limitan la regiéon buscada pueden escribirse como

o 1—a?
ct(z,y) == x(a — cost) —ysent + =0.
La envolvente de esta familia estd dada por
act(x,
ct(z,y) =0 ct(z,9) =0.

ot
De este sistema podemos deducir que las ecuaciones paramétricas (con pardme-
tro t) de la envolvente son
1—a? 1—a?

t) = ———m8M8M8— t t) = —— t
Za(t) 2(1 — acost) o8 ¢ Ya(t) 2(1 — acost) senh

para t € [0,27); estas son las ecuaciones paramétricas de la elipse, que denota-

remos por F,,

a\? 42

4 (x — f) + =1,

2 1—a?

frontera de la region que circunda la familia de rectas.
Si consideramos el punto P exterior a la circunferencia de partida el proceso

anterior puede reproducirse pero considerando |a| > 1. En este caso la envolvente
E, es una hipérbola. Hemos representado los dos casos en la figura 1.14.
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Figura 1.14: La familia de rectas c{(z,y) = 0, en amarillo, y su envolvente F,,
en verde; a la izquierda el caso |a| < 1y a la derecha el caso |a| > 1.

Al variar el parametro a, la familia de conicas

a\?2  4y?
C= 4( —7) —1:a€R
{ TTa) tioa TS }

(entendiendo que para |a] = 1 degenera en la recta y = 0) esconde una tdltima
sorpresa. Su envolvente es la curva

(-1 + 2% — 2y)(—1 + z? + 2y) = 0;

. . ’ — 2 K ’ .
es decir, la pareja de pardbolas y = +1 5. La familia de cénicas C y su envol-

vente se muestran en la figura 1.15: una imagen, todas las cénicas. <

1.7. El tiro parabdlico

La determinaciéon de la trayectoria de un proyectil lanzado desde la super-
ficie de la tierra con una cierta velocidad y formando un dngulo determinado
con la horizontal es una cuestion antigua. El primero que describe la trayectoria
parabdlica de este movimiento es Galileo Galilei. A pesar de que sus prime-
ros trabajos al respecto datan de finales del siglo XVI y comienzos del XVII,
no es hasta 1638 cuando aparecen impresos sus resultados. Se trata del libro
Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due nuove scienze (la portada
puede verse en la figura 1.16 junto a un retrato de Galileo), donde recoge gran
parte de sus contribuciones a la fisica. En este trabajo en concreto describe la
forma parabdlica que sigue la trayectoria de un proyectil disparado horizontal-
mente. Durante los tltimos anos de su vida Galileo estuvo asistido, en calidad
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Figura 1.15: La famila de cénicas E, y su envolvente (coloreada en amarillo):
una imagen, todas las conicas.

DISCORSI
DIMOSTRAZIONI

MATEMATICHE
intorna i due nsiowe fienze
Augencnd alla
Mecanica &i Movimest: Locary,

P
GALILEO GALILEI LINCEO,

Filofofoe Maremarico primariodel Scecaifimo
Grand Duca di Tolcams.

G ume Appewdise dcontrs digravisd & alewni Salid.

IN LEIDA
Apprello gli Elfevici, w. o, ¢, xxvim,

Figura 1.16: A la izquierda un retrato de G. Galilei (1564-1642) pintado en
1636 por J. Sustermans; a la derecha, portada del libro Discorsi e dimostrazioni
matematiche intorno a due nuove scienze.
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de ayudante, por Evangelista Torricelli. Fue este ultimo quien determiné la tra-
yectoria parabdlica para proyectiles disparados formando un angulo cualquiera
con la horizontal. Ademds, Torricelli probé que, para una velocidad de disparo
fija, todas los posibles trayectorias quedaban encerradas bajo una parabola (que
actualmente se denomina pardbola de sequridad puesto que cualquier objetivo
fuera de ella no puede ser alcanzado por ningtin proyectil). Los resultados de To-
rricelli aparecieron publicados en su libro Opera geometrica publicado en 1644.
En este trabajo aparecen unas tablas de balistica que Torricelli obtuvo a partir
de sus resultados sobre el tiro parabdlico pero que, en la préctica, resultaron
ser de escasa utilidad puesto que no se correspondian con los resultados expe-
rimentales. Esto es razonable, ya que en el estudio de Galileo y de Torricelli
unicamente se consideraba la accién de la fuerza de la gravedad, despreciando
la fuerza de rozamiento del medio, lo que produce importantes modificaciones
en las trayectorias.

DE MOTV"
Proicftorum «
LIBER SECVNDVS.

Figura 1.17: Una imagen de E. Torricelli, la pagina de su libro Opera geometrica
donde comienza el estudio de las trayectorias de proyectiles y una de las tablas
de balistica del mismo.

Nuestro objetivo es obtener la trayectoria del tiro parabdlico usando la se-
gunda ley de Newton. Esta herramienta, asi como la resolucién de una ecuacién
diferencial, era desconocida para Galileo y Torricelli, que obtuvieron las tra-
yectorias utilizando argumentos geométricos de composicién de movientos. De
hecho, los trabajos de Galileo fueron pieza fundamental en la obtencién por
Newton de las célebres leyes del movimiento.

El problema que se plantea es exactamente este: determinar las posibles
trayectorias de un proyectil de masa m, lanzado desde un punto fijo O con una
velocidad inicial vy, como funcién del dngulo «, respecto a la horizontal, con
el que se lanza. La figura 1.18 recoge un esquema de la situacién. Usando la
segunda ley de Newton y teniendo en cuenta que la tnica fuerza que actia es
la de la gravedad en la direcciéon negativa de la componente y del movimiento,
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Vo . vosena mg

(0] Vocosa

Figura 1.18: Esquema de la trayectoria de un proyectil.

lo que tenemos es el problema de valores iniciales

mz"” = 0,my” = —mg,

z(0) = y(0) =0,
2'(0) = vg cos ar, y'(0) = vp sen av.

Con un sencillo argumento de integracion, concluimos que las ecuaciones pa-

ramétricas de las trayectorias, como funcién del dngulo «, son

x(t) = tvg cos a e y(t) = tvg sen av — 29

Ahora, despejando el pardametro ¢ de la ecuacién para z, llegamos a

t 9%
=z (tana — —2———
4 203 cos? a

que, tomando tan o = C' puede reescribirse como

gx
=z(C-1+0CHZ5 ).
v=r (004N
Estas parabolas tienen algunas propiedades interesantes. Podemos plantear-
nos la determinacién de su envolvente considerando la familia como funcién
del parametro C. Para ello describimos las parabolas mediante la expresion
F(z,y,C) =0, con

x
F(:c,y,C’)yx(C’(1+C’2)29U2>.
0
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Figura 1.19: Algunas trayectorias de los proyectiles y su envolvente, la pardbola
de seguridad.

En esta situacién, el sistema (1.6) que determina la envolvente se convierte en

F(z,y,C0) =0, yzx(C—(l—&—CQ)gxz) ;
K F C) = gry _ N
= —

g ([
0 2

— = — — — .
T << g ) )
Por tanto, la envolvente es otra parabola, la denominada parabola de seguridad
que, como ya hemos comentado anteriormente, fue descrita por Torricelli y de-
limita la regién en la que es posible asegurar que cualquier objeto fuera de ella
queda fuera de tiro. En la figura 1.19 se muestran algunas trayectorias posibles
de los proyectiles y la pardbola de seguridad asociada a ellas.

La siguiente propiedad que comentaremos no deja de resultar sorprendente:
los méximos de la familia de pardbolas F(z,y,C) = 0 se encuentran sobre la

elipse
AN
x? Y 4g
2\ 2 + oN2
Yo Yo
<2g> (49)

Para probar este hecho basta considerar que los méximos de las parabolas son
los puntos de coordenadas

v3C V3 C?
((Eméxayméx) = s .
g(1+C?) 29(1 4 C?)

Asi,

2\ 2 2 2 2012 2 2\ 2
2u5C v5(C* —1) v

4x2 . + 16 méxvo> (0) +(°> (0) ,
i <y 4g g(1+C?) 29(1+C?) g
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con lo que concluimos. La figura 1.20 muestra la familia de pardbolas y la elipse
que contiene los maximos.

/,/,:t"*’iﬁ#“%\\
y = "-'=§§\ //ﬁ;v-‘\
I FTF TR / =T SR\
" —— N
_vé/g Vg/g

Figura 1.20: En marréon se muestra la elipse que contiene los maximos de todas
la trayectorias parabdlicas.

Material complementario

Deslizamiento sin rozamiento en tiempo constante. Un resultado re-
ciproco de la ley de cuerdas de Galileo

Aunque sin ninguna relacion con las envolventes, nos gustaria comentar una
pequena joya de Galileo, contenida en su obra Discorsi e dimostrazioni matema-
tiche intorno a due nuove scienze, la denominada ley de cuerdas. Presentaremos
en primer lugar una cuestion relativa al deslizamiento sin rozamiento, a lo largo
de una varilla, de una particula en tiempo constante. Concluiremos viendo que
en realidad se trata del resultado reciproco de la ley de cuerdas de Galileo. La
idea de este comentario esta tomada de la nota “Sliding down inclines with fixed
descent time: a converse of Galileo’s Law of Chords”, de J. Babb, aparecido en
Crux Mathematicorum, 34 2008, 481-482.

Supongamos una varilla anclada a un punto fijo sobre el que puede
girar y de longitud variable. Si para cualquier posicion de la varilla
una particula de masa m, que parte del reposo, se desliza sin roza-
miento y por efecto de la gravedad, desde el extremo libre al fijo en
un determinado tiempo constante T, determinar el lugar geométrico
de los extremos libres de la varilla.

La situacién que acabamos de describir se ilustra en la figura 1.21. Resulta claro
que el extremo libre de la varilla estd dado por (z,y) = (La cosa, L, sen ),
donde L,, es la longitud de la varilla cuando el angulo que forma con la horizontal
es a. Si d(t) es la distancia recorrida desde el extremo libre por la particula
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Figura 1.21: Esquema para el deslizamiento de una particula sobre la varilla.

hasta un determinado instante t, es claro que d(T') = L. Si v(t) y a(t) son,
respectivamente, la velocidad y la aceleracién de la particula, tenemos que v(t) =
d'(t) y a(t) = d"(t). Obviamente en el instante inicial, t = 0, se tiene que
d(0) =0 y v(0) = 0. Teniendo en cuenta que la tnica fuerza que actda sobre el
cuerpo es debida a la gravedad y de magnitud mgsen «, por la segunda ley de
Newton tendremos el problema de valores iniciales

d"(t) = gsena,
d(0) =d'(0) = 0.

Obviamente la solucién de este problema es d(t) = %g sen . Entonces L, =

d(T) = %2 gsena y las coordenadas del extremo variable serdn
T2 T2
T = —-gsenacosa e y =g gsenasena.
Mediante sencillas manipulaciones algebraicas llegamos a que

T2 T2 T2
T =g sen(2a) e y=19- Igcos(%z),

. pe . . . 2 . 2
ecuaciones paramétricas de la circunferencia de centro (0, TT g) y radio TT g,

2\ 2 4
z? + yfT—g :T—gQ.
4 16
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C,

Ci

mg

——

0

Figura 1.22: Segun la ley de cuerdas, el tiempo de descenso sobre cualquiera de
las cuerdas OC7, OCy o OC3 es constante.

La ley de cuerdas de Galileo afirma que el tiempo de descenso a lo largo de
planos inclinados apoyados sobre una circunferencia y con uno de sus extremos
en comun es constante. Es decir, sobre las cuerdas de la circunferencia de la
figura 1.22 el tiempo de descenso es fijo. La demostracion dada por Galileo
esta basada en argumentos de tipo geométrico, que requieren estar familiarizado
con los teoremas de Euclides.

La cuestion sobre la palanca que acabamos de resolver es, evidentemente, un
inverso del resultado de Galileo, ya que nos dice que si el tiempo de descenso es
constante entonces el extremo de la varilla debe estar sobre una circunferencia.

Una pregunta: jcudl seria el lugar geométrico del extremo variable de la
varilla si suponemos que esta ejerce una fuerza de rozamiento sobre la particula
proporcional a la componente normal del peso?

1.8. Huygens y el péndulo cicloidal

El concepto de envolvente de una familia general de curvas se debe a Leibniz,
que trabajé sobre é1'° en una serie de articulos publicados entre 1692 y 1694 en
la revista Acta Eruditorum. Sin embargo, la envolvente de familias de segmentos
ya se habia tratado en diversos trabajos anteriores de otros matemaéticos. En
este sentido cabe destacar las aportaciones de Christiaan Huygens sobre las
evolutas.

I5E] término envolvente como tal no hace su aparicién hasta el ano 1795, cuando G. Monge
lo introduce en su obra Application de l’analyse a la géométrie.
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Huygens, en su obra Horologium oscillatorium, publicada en 1673, desa-
rrollé el concepto de evoluta en relacién con sus trabajos sobre el péndulo. La
evoluta de una curva es la envolvente de la familia de rectas normales a la curva
dada en todos sus puntos. Apolonio de Perga (s. IIT a. C. aproximadamente) ya
determiné en el Libro V de su obra Secciones conicas las evolutas de la pardabo-
la, la hipérbola y la elipse, aunque su enfoque para obtenerlas no guardaba
relacién con el calculo de envolventes sino que estaba vinculado con lo que hoy
conocemos como centros de curvatura, cuyo lugar geométrico es precisamente
la evoluta.

La razon de Huygens para trabajar sobre las evolutas tiene su origen en su
interés en la construccién de un péndulo de precisién. La busqueda de relojes
seguros era una necesidad apremiante de su época tanto para la geografia y
la navegacién cientifica como para la astronomia tedrica. En el péndulo que
describe trayectorias circulares el periodo de oscilacion depende de la amplitud
de su trayectoria. En otras palabras, si a un péndulo de trayectoria circular se
le modifica la amplitud de oscilacién, entonces deja de medir correctamente el
tiempo, puesto que se altera también el periodo de su oscilacion. El interés de
la comunidad cientifica de la época en la cicloide'® hizo que Huygens fijase su
atencion sobre esta curva para resolver la cuestién construyendo un péndulo
cicloidal.

WOQTHO000

Figura 1.23: La cicloide trazada por un punto de una circunferencia que rueda
sin deslizamiento sobre una recta.

La cicloide se define mecanicamente como la trayectoria de un punto fijo
de una circunferencia que rueda sin deslizamiento sobre una recta, tal y como
se muestra en la figura 1.23. Tomando un sistema de referencia como el que
aparece en la figura 1.24 y suponiendo que la circunferencia tiene radio a, es
sencillo deducir que las ecuaciones paramétricas de la cicloide estan dadas por

x=a(@—senf) e y=a(l—cosh).

16La cicloide es llamada en muchas ocasiones la Helena de la geometria por comparacién
con la mitica Helena de Troya. La comparacién se debe a que ambas fueron motivo de agrias
disputas: la segunda porque su rapto por parte de Paris dio lugar a la guerra entre Esparta
y Troya que se narra en la [liada, la primera porque la prioridad sobre la demostraciéon de
algunas de sus singulares propiedades fue motivo de discusién entre algunos matematicos del
siglo XVII. Una interesante descripcién de las disputas generadas por la cicloide puede verse
en el articulo The Helen of Geometry de J. Martin, aparecido en The College Mathematics
Journal, 41 (2010), pags. 17-28.
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Christiaan Huygens (1629
1695) matemadtico y astréno-
mo danés y la portada de
su obra Horologium oscilla-
torium.
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x)) S !

Figura 1.24: Esquema para determinar las ecuaciones paramétricas de la cicloide.

Huygens en primer lugar probé lo que se conoce como la propiedad tautécro-
na'” de la cicloide que establece que el periodo de oscilacién de una masa sobre
esta curva es independiente de la amplitud. Esto quiere decir que dadas dos
particulas A y B que se desplazan sobre la cicloide por efecto de la gravedad,
tal como se ilustra en la figura 1.25, y que comienzan su movimiento a distinta
altura pero en el mismo instante alcanzaran el punto mas bajo de la misma al
mismo tiempo.

o

Figura 1.25: Las particulas A y B, partiendo a la vez, alcanzardn el punto més
bajo de la cicloide, O, en el mismo instante.

17Igual tiempo.
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Para probar la propiedad tautécrona de la cicloide consideramos la cicloide
invertida respecto a como aparece en la figura 1.23, quedando tal y como se ve
en la figura 1.26, estando la parte positiva del eje OY hacia abajo.

Figura 1.26: Desplazamiento de una particula a lo largo de una cicloide.

Por el principio de conservacion de la energia, sabemos que
Energia cinética (E.) + Energia potencial (E,) = Constante (C').
La energfa cinética se describe en términos de la velocidad v del cuerpo

E.= imv2

y la energia potencial en funciéon de su altura h
E, = mgh,

donde ¢ es la aceleracién de la gravedad y m la masa. Teniendo en cuenta que
nuestra particula va a partir del reposo cuando h = 0, deducimos que C' = 0.
De este modo, si la particula comienza a desplazarse desde un punto a altura
Yo, correspondiente a un valor 6y del pardmetro, tenemos que

1 1
O:EC—i—Ep:m(QvQ—th) :m(2v2+g(y0—y)>.

Esta expresion puede reescribirse como

v? = 2g(y — yo) = 2ag(cos By — cos ) => v = /2ag(cos By — cos h).

Usando que v = df, donde s es la longitud de la cicloide, y si suponemos que
0 = 6(t) (de donde tenemos que s = s(6(t))), deducimos que

de\*  (dy\*do > Sdf 0 do
v = \/(d@) +(d9) dt—a\/(l—COSQ) + (sen?) E—Qasen§a.

De esta manera llegamos a la identidad

a sen 2z ag
2asenf— = +/2ag(cosby — cosl) <~
2 dt \/ 9 0 g +/cos 90 —cosOdt
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Figura 1.27: En rojo se muestra la cicloide inicial, en amarillo sus rectas normales
y en verde la evoluta que es otra cicloide.

Si T denota el tiempo necesario para alcanzar el punto mas bajo de la cicloide,
correspondiente a # = m, integramos respecto a t la tultima identidad en el
intervalo [0, T, para obtener que

_[2a sen & db i
V g v/cosBOy — cos 0 dt
2a sen &
=4/— / 2 dw
0, V/C€Os Vcos Oy — cosw
B \/> / sen @
9 Joo \/ cos? & b0 _ cog2 @ s
\/‘ / sen 5
90 2
Oo cos 2 - cos &
COSs %Q
Uy
cos §
= —2,/— arcsen 3
g cos 3

0o

=T )

g

valor constante independiente de 6y (es decir, de yo).

Una vez probada la propiedad tautécrona de la cicloide, Huygens debia en-
contrar un procedimiento para que un péndulo describa un arco con esa forma.
Esto iba a ser posible gracias a la siguiente propiedad de las cicloides: la evoluta
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de una cicloide es la misma cicloide pero trasladada por el vector (am, —2a).

Considerando la parametrizacién podemos probar que para cada € la pen-
diente de la recta normal es — tang y, de este modo, la ecuacién de dicha recta
es

y—a(l—cosh) = —tang(:r— a(f —send)),

que puede reescribirse como

tycoss = af
xsen2 ycosz—a S€n2.

Con esto, la ecuacién de la envolvente vendra dada por el sistema

on ¢ 0 on ¢
xrsen g +ycos5 = affsen 3,
0 o _ (4 [4
T Ccos 5 —yseng = 2asen 5 + afl cos 3,

de donde resulta la parametrizacién para la envolvente

x = a(f + sen ) e y =a(cosl — 1),

que con la traslacién en el pardmetro 0 = o + 7 se transforma en

x = ar + a(a —sen ) e y = —2a+ a(l — cos «)

L |

| |

y se corresponde con la cicloide inicial pero trasladada por el vector (am, —2a). | @““‘-'-‘”p“‘"h

La cicloide, sus rectas normales y su evoluta pueden verse en la figura 1.27. ! :
De esta forma para construir el péndulo cicloidal basta tomar dos pestanas

con forma de medio arco de cicloide y colgar, en la unién entre ambas, un peso Pdgina del Horologium osci-

en una cuerda cuya longitud coincida con la de los arcos (por cierto; jcudl es llatorium que contiene el di-

esa longitud?). La ligadura de la cuerda a las pestafias en la oscilacién hace Seno del péndulo cicloidal de

que el peso colgante describa una cicloide y que, por lo tanto, su oscilacién sea Huygens.

tautocrona, independiente de la amplitud. El reloj de Huygens podia transportar

en barco hasta América la hora de Amsterdam. En la figura 1.28 se puede ver el

desplazamiento de la cuerda y en el margen de esta pagina se muestra el diseno

realizado por Huygens.

Figura 1.28: La imagen muestra el funcionamiento del péndulo cicloidal.
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1.9. Problemas

Problema 1. Consideremos las familias de curvas

t—C\> a2 Ce?* —1
a) (C) —@:1, b)x:ttan(t—i—C), C)l’zm
1) Trazar algunas de las curvas de cada familia y determinar la ecuacién
diferencial que satisface cada una de ellas.

2) Usando Mathematica, trazar el campo de direcciones asociado a cada una
de las ecuaciones del apartado anterior. Incluir en el grafico algunas de las
isoclinas (incluyendo la nula cuando sea posible).

Problema 2. Hallar la ecuacién diferencial que satisfacen todas las parabolas
que tienen el eje de simetria paralelo al eje OY.

Problema 3. Si una curva estd dada mediante unas ecuaciones paramétricas
t =1(s) y x = x(s), se verifica que

dx
ar _ ds
—dt
dt £

Usar este hecho para comprobar que la cuadratriz de Abdank-Abakanowicz

2
t= Rsens x:7(s—|—senscoss)+6’

satisface la ecuacién t* + (2/)? = R?.

Problema 4. La figura 1.29 muestra algunos miembros de la familia de curvas
t3 4+ 23 = 3ctr denominadas folium de Descartes. Comprobar que esta familia
de curvas satisface la ecuacion diferencial

, xwad—2t3

=
t 2x3 — 3

Problema 5. Usar un cambio a coordenadas polares (t = rcosd, x = rsenb,

con r = r(f)) para transformar la ecuacién

, i tat?—x—t

o .
B+t +ao—t

en J
r
— =7r(l-r1?).
g ==
Deducir de este hecho que la familia de curvas
Ce? Ce?
t=——2°  cosd y t=—25  send

V14 C%e20

son soluciones de la ecuacion dada.
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Figura 1.29: Varios folium de Descartes, cuya ecuacion se da en el Problema 4.

Problema 6. Hagamos una n-versién del problema de los escarabajos: supon-
gamos que n escarabajos se posan en las esquinas de una mesa n-gonal regular
de lado a. Comienzan a caminar al mismo tiempo y con la misma velocidad,
de tal modo que cado uno de ellos se desplaza constantemente hacia el que se
encuentra situado a su izquierda. Determinar la trayectoria y la distancia que
ha recorrido cada uno de los escarabajos antes de juntarse todos en el centro de
la mesa.

Problema 7. (Mds escarabajos.) Supongamos que n escarabajos se posan en
las esquinas de una mesa n-gonal regular de lado a. Comienzan a caminar al
mismo tiempo y con la misma velocidad, de tal modo que cado uno de ellos
se desplaza constantemente hacia el que se encuentra situado k vértices a su
izquierda, siendo k un entero mayor que uno. Determinar la trayectoria y la
distancia que ha recorrido cada uno de los escarabajos antes de juntarse todos
en el centro de la mesa. (Obviamente el problema anterior es el caso k = 1 de
éste.)

1.9.1. Problemas sobre envolventes

Problema 8. Determinar, si existe, la linea discriminante de las familias de
curvas (realizar algunos graficos con Mathematica que ilustren la situacién):

a) (t—C)? +2% =1, b) (z — C)* =3, c) 2*(x+1) = (t—O)~
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Figura 1.30: La figura muestra las rectas y; e yo y algunas circunferencias de la
familia dada cortando segmentos de longitud d sobre las rectas del Problema 10.

Problema 9. Dada una semirrecta ¢ con origen en un punto O del plano,
consideramos tres nimeros positivos u, v y h, con u < v. Sea A un punto de
£ y t el nimero positivo tal que la longitud del segmento OA es igual a vt. Si
K 4 designa el circulo con centro A y radio vu2t2 — h2, determinar la regién del
plano limitada por todos los posibles circulos K 4 cuando A recorre la semirrecta
€.18

Problema 10. En el nimero de diciembre de 2006 de la revista Mathema-
tics Magazine'® aparecié publicada la siguiente propiedad para una familia de
hipérbolas que tiene como vértices dos puntos fijos del plano 2°: para cada miem-

18Si suponemos que v es la velocidad, ultrasonica, a la que vuela un avién situado a altura
h, la regién que se solicita es la llamada region de audibilidad. Por definicién, es la regién
de la superficie terrestre en la ya se ha oido o se oye ahora el sonido del motor del avién.
Obviamente la region es la parte interior a la envolvente de los circulos K 4. Esta envolvente
es la hipérbola

22 Y2
2—h2 hZ .

con ¢ = hv/u. Esta familia de curvas volverd a aparecer en el apartado referente a trayectorias
ortogonales (véase el Problema 61).

19La referencia completa: T. M. Apostol y M. A. Mnatsakanian, Proof without words: sur-
prising property of hyperbolas, Math. Mag. 79 (2006), p. 339.

20En el caso de la hipérbola

los vértices son los puntos (—a,0) y (a,0).
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bro de la familia, las circunferencias tangentes a ambas ramas de la hipérbola
cortan a cada una de las asintotas de la hipérbola en segmentos de longitud
constante e igual a la distancia entre los vértices, independientemente de la po-
sicion de la circunferencia y del angulo entre las rectas tangentes. Lo realmente
curioso es que esta propiedad caracteriza a las hipérbolas.

Consideramos dos rectas secantes y; e y2. Construimos la familia de circun-
ferencias centradas en la bisectriz del angulo més pequeno de los que forman
las rectas, y tales que cada una de ellas corte segmentos de longitud constante
d sobre las rectas dadas (ver figura 1.30).

Probar que para cada par de rectas la envolvente de la familia de circunfe-
rencias es una hipérbola que verifica que la distancia entre sus vértices es d.

Problema 11. Determinar la envolvente de los segmentos que limitan con la
parébola y = p?x? regiones de drea constante.

Problema 12. Determinar la envolvente de la familia de circunferencias cen-
tradas en los puntos de una hipérbola equildtera y que pasan por un punto fijo
(a,b). La figura 1.31 muestra la envolvente para tres elecciones distintas del
punto (a,b).

Figura 1.31: En verde las envolventes asociadas a tres elecciones distintas del
punto (a,b) en el Problema 12.

Problema 13. Sobre una circunferencia C' fijamos un punto A. Determinar la
envolvente de la familia de circunferencias que pasan por A y estdn centradas
en los puntos de C.

Problema 14. Determinar la envolvente de la familia de circunferencias cuyos
centros se encuentran sobre una circunferencia dada C'y que son tangentes a
un diametro fijo de C'.

Problema 15. Consideramos dos rectas secantes. Para cada a > 0, determinar
la envolvente de la familia de rectas que forman con las rectas dadas tridngulos
de drea constante igual a «.
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Problema 16. Consideremos la familia de rectas que cortan sobre los ejes
coordenados segmentos cuya longitud tiene suma constante k. Determinar la
envolvente de dicha familia de rectas.

Problema 17. Calcular la envolvente de familias de segmentos de extremos
(cos(pt),sen(pt)) v (cos(qt),sen(qt)), para valores p y ¢ enteros distintos no
nulos y t € [0, 27/ med{p, q}).

Figura 1.32: Envolventes relacionadas con el Problema 17 para p y ¢ positivos.

La figura 1.32 muestra, de izquierda a derecha, la familia de segmentos y la
envolvente en los casos (p,q) = (2,1),(8,3) y (6,2). La curva correspondiente al
caso (2,1) se denomina cardioide y la del caso (6,2) (que seria la misma del caso
(3,1), ya que la envolvente para (p, q) es igual que la del caso (p, ¢)/ mecd{p, ¢}) es
conocida como nefroide y ambas son casos particulares de epicicloides. Cuando,
por ejemplo, g < 0, la envolvente es una hipocicloide. En la figura 1.33 puede
verse, otra vez de izquierda a derecha, los casos (p,q) = (2,—1) y (7,—3). La
curva correspondiente al caso (2, —1) también se conoce como deltoide. Algunas
de las imégenes que se generan usando esta familia de segmentos nos recuerdan
a los rosetones de las catedrales goticas.

Figura 1.33: Envolventes relacionadas con el Problema 17 para p positivo y ¢
negativo.
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Problema 18. Probar que si dos puntos A y B se desplazan sobre una elipse
de centro?! O de tal forma que los segmentos OA y OB son perpendiculares,
entonces los segmentos AB son tangentes a una circunferencia fija.

Como paso previo puede resultar interesante probar el siguiente hecho: la
envolvente de la familia de rectas que estdn a una distancia r de un punto fijo
P es la circunferencia de centro P y radio r.

Problema 19. Determinar las ecuaciones de las evolutas de las cénicas 3% =
2 2 2 2
2px, &+ 4z =1y % — ¥ = 1. En la figura 1.34 se muestran algunos ejemplos.

X
%
t

Figura 1.34: De izquierda a derecha una pardbola y una hipérbola con las evo-
lutas (en verde) solicitadas en el Problema 19.

Problema 20. Supongamos un foco de luz situado sobre un punto P y que los
rayos de luz emanados de él se reflejan sobre un espejo (recordad que, segin la
ley de reflexién de la luz, el 4ngulo de incidencia es igual al dngulo de reflexién)
que tiene la forma de una determinada curva C'. La curva envolvente de los rayos
reflejados se denomina caustica de la curva C'.

a) Encontrar la cdustica de una circunferencia si el foco de luz es un punto del
infinito (en tal caso se supone que todos los rayos de luz llegan paralelos).

b) Encontrar la cdustica de una circunferencia si el foco de luz es un punto
de la propia circunferencia.

¢) Encontrar la cdustica de la curva y = log x cuando el foco es un punto del
infinito del eje OY.

Problema 21. Determinar la evoluta de una espiral logaritmica. También para
la espiral logaritmica, determinar la catstica cuando el foco de luz estd situado
sobre el polo de la espiral. La evoluta se muestra en la figura 1.35.

21E] centro de una elipse (o de una hipérbola) es el punto medio entre sus focos.
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W
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Figura 1.35: En rojo una espiral logaritmica y en verde su evoluta, que es otra
espiral logaritmica (Problema 21).

Problema 22. Como ya hemos comentado, el concepto de envolvente de una
familia genérica de curvas (no necesariamente rectas) aparece por primera vez
en una serie de trabajos de Leibniz, publicados en Acta Eruditorum entre los
anos 1692 y 1694. En uno de estos primeros trabajos, con su nuevo céalculo
diferencial bajo el brazo, Leibniz se plantea estudiar la envolvente de una familia
de circunferencias de centro (b, 0) y radio ¢, cuando se verifica la relacién ¢? = ab,
para una cierta constante a. El resultado que obtiene es la parabola y? = ax+ “TZ.
Desarrollar los calculos necesarios para obtener este resultado. La imagen que
aparece en la figura 1.36 muestra la familia de circunferencias y la envolvente.

1.9.2. Problemas sobre el tiro parabdlico

Consideremos, como en la subsecciéon 1.7, las trayectorias parabdlicas, que
denotaremos por {P,}acjo,x], descritas por los proyectiles disparados con una
velocidad vy y formando un adngulo a con la horizontal bajo el tnico efecto
de la fuerza de la gravedad. Veamos que esta familia de curvas atin esconde
sorprendentes propiedades.

Problema 23. Probar que en el instante ¢t = 2%)\ sena, A € [0,1], cada pro-
yectil se encuentra sobre una elipse Ey.?? Determinar la envolvente de la fami-
lia {EA}/\e[1/2,1]-

22Es sencillo comprobar que para A = 1/2 se obtiene ¢t = %0 sen vy que es para este instante
de tiempo cuando cada una de las trayectorias P, alcanza su méximo. Si recordamos que los
maximos se encuentran sobre una elipse, el problema propuesto es una extensién de este hecho.
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Figura 1.36: En azul la familia de circunferencias del Problema 22 y en rojo su
envolvente.

Problema 24. Supongamos que disparamos todos los proyectiles correspon-
dientes a los dngulos a € [0, 7] a la vez con una velocidad constante vg. Probar
que en cada instante de tiempo todos los proyectiles que no han alcanzado el
suelo se encuentran sobre una circunferencia Cy, para t € [0, 2vy/g]. Determinar
la envolvente de la familia {C; }1ef0,2v0/]-

Problema 25. Probar que los focos de la familia de parabolas {Pa}aefo,n
se encuentran sobre una circunferencia fija. Para cada velocidad vy > 0, la
circunferencia de focos y la elipse de méximos se cortan en tres puntos; probar
que estos puntos estan sobre dos rectas que pasan por el origen.

Problema 26. Cada parabola P, tiene una tangente comtn con la parabola de
seguridad. Probar que el vector director de dicha recta tangente es perpendicular
al vector (cos a, sen ).

Problema 27. Dado un objetivo fijo situado en la parabola de seguridad o en su
interior, jpara que angulo, o angulos, de tiro es posible alcanzarlo si disparamos
a una velocidad constante? De entre los posibles angulos de tiro para alcanzar
el objetivo determinar el que minimiza el tiempo para alcanzarlo.

Problema 28. Probar que el alcance de un disparo efectuado desde una altura
h, con una velocidad v y formando un angulo a con la horizontal viene dado

por
v2 cos a 2gh
alcance = ——— [ sena + {/sen? o + — |-
g v



50 Capitulo 1. Definiciones y herramientas bésicas. Ecuaciones elementales

Comprobar que el alcance se maximiza para un angulo « tal que

gh

COS(2C¥) = m

Indicacién: tomar un sistema de referencia con origen en el punto desde el que
se realiza el disparo y el alcance sera la interseccién de la trayectoria con la recta
y = —h.

Vo

Figura 1.37: La figura muestra el movimiento del paraguas del Problema 29.

Problema 29. Supongamos que tenemos un paraguas (que nos permitimos
la licencia de considerar circular de radio R) mojado y que lo hacemos girar
en un plano vertical, alrededor de su eje, con velocidad angular w. En esta
situacién, las gotas de agua saldran despedidas con una velocidad inicial vy =
wR, pero siguiendo direcciones diferentes. La direcciéon del vector velocidad
inicial es tangente a la circunferencia exterior del paraguas, como se muestra en
la figura 1.37. Suponiendo que la fuerza de la gravedad es la unica que actia
sobre las gotas de agua, responder a las siguientes cuestiones:

a) Determinar la trayectoria de las gotas de agua.

b) Suponiendo que del paraguas salen gotas en todas las direcciones posibles,
probar que la envolvente de la familia de trayectorias es una parédbola.
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¢) Determinar los puntos de maxima altura alcanzada por cada una de las
gotas de agua y comprobar que para 6 € [—7/2,7/2] los méximos se
encuentran sobre la curva descrita por Pp 2/, (z,y) =0, donde

b2 202 b 2
P, y(z,y) = <2ax2 + 7:{/2 — Ey(i’)a2 + %) + a(a® + b2)>

— (a® + b% — 2by)>.






Capitulo 2

Ecuaciones de variables
separadas

2.1. Dinamica de poblaciones y ecuaciones de
variables separadas

En 1798, Thomas Malthus ide6 un modelo matematico para estudiar el cre-

cimiento de la poblacién humana. La idea fundamental era suponer que la tasa
Thomas R. Malthus (1766

1834) economista briténico,
considerado por muchos co-
mo el padre de la demografia.
Su obra fundamental (la por-
tada de la misma se muestra
en la figura 2.1), en la que in-
cluye su teoria sobre el desa-
rrollo de la poblacién huma-
na, es An FEssay on the Prin-
ciple of Population publica-
da en 1798.

PRINCIPLE OF POPULATION,

il
L4
ia:
i
£
R

1S EIA M

Figura 2.1: Portada de la obra fundamental de T. R. Malthus, An Essay on the
Principle of Population, 1798.

93



54 Capitulo 2. Ecuaciones de variables separadas

de variacién de una poblacion es proporcional a la poblacién. La forma de de-
ducir este principio es la siguiente: si P(t) es la poblacién de una determinada
comunidad en un instante ¢ y si P(t + h) es la poblacién en el instante ¢ + h se
verifica que

P(t + h) — P(t) = ntimeros de nacimientos — niimero de fallecimientos.

Suponemos que
nimero de nacimientos = ahP(t),

para una cierta constante positiva a, y

numero de fallecimientos = bhP(t),

para otra constante positiva b. Por tanto, la tasa de variacion, w

satisface la expresion

)

P(t+h) — P(t)

: = (a — b)P(t) = kP(t)

para una cierta constante k. Si consideramos el limite cuando h tiende hacia
cero tendremos que
dP
dt
Si a la ecuacién diferencial anterior le anadimos la condicién inicial P(ty) = P
(la poblacién en un cierto instante ¢y es Fp), tendremos el problema de valores
iniciales

kP.

dP

— —kP
dt ’
P(ty) = P,

que modeliza el crecimiento de una poblacion. El modelo asume que la pobla-
cién esta aislada y no sujeta a procesos migratorios. Aunque la funcién P toma,
obviamente, valores en N la transformacién en ecuacién diferencial la convierte
en una funcién con valores en R. Este hecho puede despreciarse si consideramos
poblaciones grandes y tomamos los datos, por ejemplo, en millones de indivi-
duos.

Mediante una comprobacién elemental, como ya hicimos en el capitulo an-
terior, obtendremos que las soluciones de la ecuacion diferencial asociada al
problema de valores iniciales anterior son de la forma P(t) = Ce*'. Usando la
condicion inicial llegamos a que

P(t) = Pyeklt=to)

La solucién es una funcién exponencial y es por esto por lo que a veces al modelo
de Malthus se le denomina modelo exponencial. Obviamente si k > 0 (mayor
numero de nacimientos que de fallecimientos) la poblacién crece de manera
exponencial y se dispara hacia el infinito para valores grandes del tiempo. En
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caso contrario (mds fallecimientos que nacimientos) la poblacién tiende a la
extincién para valores grandes del tiempo.

El modelo de Malthus nos da un crecimiento continuo de poblacién, lo que
no es asumible. Este modelo mantiene su vigencia para poblaciones de bacterias
y organismos pequenos que se desarrollan en un entorno de recursos ilimitados,
pero no para poblaciones humanas. Los resultados de Malthus aplicados a po-
blaciones humanas le llevaron a predecir el colapso de la poblacion mundial. De
las estimaciones que obtuvo concluyd un crecimiento geométrico para la pobla-
cién y este hecho entraba en contradiccién con su hipétesis de que los alimentos
aumentan de manera aritmética. Parece que estas conclusiones influenciaron de
manera decisiva a Ch. Darwin en la elaboracién de su teoria sobre la seleccion
natural.

En 1837, P. F. Verhulst propone un nuevo modelo para analizar el com-
portamiento de poblaciones en el que se tienen en cuenta ciertos factores de
saturacién. Si denotamos por P, la poblacién maxima que se puede mantener
con los recursos disponibles, en este modelo la variacién de poblacién se supone
que serd proporcional a la poblacién existente P(t) y a la fraccién de recursos
no utilizada, que se expresa mediante la cantidad 1 — y. De esta forma la
ecuacién que modeliza el comportamiento de la poblaciénoiliene dada por

dpP P
— =kP|1——].
dt F ( POO)

Con la condicién inicial P(tg) = Py, llegamos al problema de valores iniciales

dpP P
— =kP|1— —
= (1)

P(to) = Py.

Ahora no se puede encontrar una solucién para la ecuacién de manera elemental.
Necesitaremos un procedimiento general que nos permita cubrir este caso. Este
tipo de ecuacion encaja dentro de las que se denominan ecuaciones diferenciales
de variables separadas, cuyo patréon general es

;g

 (z)

Teorema 1. Sean I e I intervalos contenidos en R, g: Iy — Ry h: I, — R,
funciones continuas tales que h(x) # 0 para x € Iy. Si (to,x0) € I1 X I3, existe
una unica funcion ¢: I — R, con tg € I, solucion del problema de wvalores

iniciales )
g
r_
* 7 h(z)
1‘(t0) = T,

definida implicitamente por la ecuacion

AT%@@:AE@@.

P. F. Verhults (1804-1849),
matematico belga pertene-
ciente a la Orbita cientifi-
ca de Quetelet, uno de los
padres de la estadistica ac-
tual; su mayor contribucién
fue la ley de crecimiento po-
blacional que analizamos a
continuacion. El trabajo de
Verhults, titulado “Recher-
ches Mathématiques sur la
loi d’accroissement de la po-
pulation”, se publicé en las
Mémoires de I’Academie de
Bélgica en el ano 1845.



56 Capitulo 2. Ecuaciones de variables separadas

Demostracion. Resolver el problema de valores iniciales propuesto consiste en
probar que existe una tnica funcién ¢ € C1(I), con ¢(tg) = o, verificando que

h(o(t)¢'(t) =g(t), tel (2.1)

Para ello definimos las funciones

Con esto, (2.1) es equivalente a

d d

SH(0() = LG

lo que integrando contra ¢ nos da

H(p(t) =G(t)+C, tel

Si usamos que se debe satisfacer ¢(ty) = o concluimos que C' =0y H(¢(t))
G(t). Por tanto finalizaremos si encontramos una funcién ¢ tal que H(4(t))
G(t) con ¢(t(]) = Z9-

Consideremos ahora la funcién

F(t,z) = H(z) — G(t)

y veamos que la ecuacién F(t,z) = 0 define una unica funcién ¢: I — R, con
to € I y derivable en I, tal que F(t,¢(t)) =0y ¢(tg) = zo. Ademds, en ese caso

d 0 0 Fo
@F(t, o(t) =0 = aF(t, o(t)) + %F(t, o(t))¢'(t) =0

= h(g(t)¢'(t) = g(),

ya que
) 0
G Fta) =h) vy —F(tz)=—g(t)

La existencia y unicidad de la funcién ¢ es una consecuencia inmediata del
teorema de la funcién implicita ya que F' € C'(I; x I3) y cumple

F(to,xo):/: h(s)ds—/tjog(s)ds:o

= h(xo) # 0

(to,zo)

%F(tv l‘)

por hipétesis.! O

INotad que la hipétesis que hemos hecho es que h(x) # 0 para x € I. A la vista de la
demostracién parece posible considerar la condicién més débil h(zg) # 0.
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La demostracién del teorema anterior sirve de fundamento tedrico al sencillo
(v placentero) modo usual de resolver la ecuacion (y que, ademds, da nombre al
método)

x’:CZ:g((zzh(x)dx:g(t)dt

= H(z)=G{t)+C
= a(t) = H (G(-) + O)(1),

que es la solucién general buscada.
En el caso de la ecuacién de Verhulst

dP dP dP
mm‘%/ma—m‘/?+/&pr%

G(t):/kdtzkt+0.

| e

Todas las manipulaciones anteriores podemos hacerlas siempre que P # 0 y
P # P...2 esto es posible suponerlo siempre que Py # 0y Py # P... La condicién
Py = 0 no tendria ningin sentido en términos de poblaciones (se supone que
existen individuos en la poblacién a estudiar). Si suponemos que 0 < Py < P,
resulta que

BP,,

P
=eMtC = Bef = P(t) = — + B’
e

Po—P
y, teniendo en cuenta la condicién inicial, obtenemos como solucién del modelo
de Verhulst la funcién
PPy

P(t) = PO T (POO — Po)e—k:(tfto) .

Como puede comprobarse sencillamente, la expresion anterior también es valida
en el caso Py > P. El modelo de Verhulst suele denominarse modelo logistico
y la curva anterior se conoce como curva logistica. Es interesante observar que
para constantes k£ > 0 la curva logistica tiende, para valores grandes de ¢, hacia
el valor P,, para cualquier valor de la poblacién inicial. Obsérvese la figura 2.2
donde se ilustra esta situacién con varios valores iniciales mayores y menores
que la poblacién méaxima.

2Notar que la ecuacién que estamos manipulando es de la forma P’ = f(P), donde f es
una funcién independiente de ¢, y los valores que hemos eliminado son precisamente aquellos
para los que f(P) = 0. En general, las ecuaciones de la forma z’ = f(z) se denominan
ecuaciones (o sistemas cuando f toma valores en R™, con n > 1) auténomos. Las valores
para los que f(z) = 0 se conocen como puntos o soluciones de equilibrio. El andlisis de estas
soluciones, mediante lo que se denomina Teoria de la estabilidad, permite conocer una gran
informacién cuantitativa de las soluciones de la ecuacién ' = f(z) sin necesidad de obtener
dichas soluciones.
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Figura 2.2: La gréfica muestra diversas curvas logisticas para k = 0.35, ¢ty = 0,
P, =500y Py tomando valores en el intervalo [50, 700]. Para las curvas en rojo
Py > P y los valores de P decrecen hacia el valor P, ; para las curvas azules
Py < Py y éstas van creciendo hacia P..

En el razonamiento anterior hemos omitido el caso Py = Ps,. Es obvio que
en ese caso una solucién del modelo logistico es la funcién constante P = P,..?
Veamos que esta solucion es la tnica. Supongamos que existe otra solucién P (t)
para el modelo logistico verificando que Pj(tg) = Ps. Consideremos la funcién

g(t) = (Pi(t) — Px)®.

Es claro que g(t9) =0y g(t) > 0. Ademds, se cumple que

ﬂWﬂmw—&mwzwawdwﬂm@—

2L AR - Pal)? <0,

)

Entonces, se verifica que g(t) < 0 parat > toy, por tanto, g(t) = 0y Pi(t) = Px.

El modelo logistico para el estudio de poblaciones humanas, en general,
no resulta adecuado ya que no tiene en cuenta factores fundamentales para
el desarrollo de una poblacién (notar que no incorpora factores migratorios,
epidemias, etc.). Sin embargo, existen determinadas poblaciones de bacterias
que parecen estar gobernadas por un modelo de crecimiento de tipo logistico.

3Observar ademds que

1 P Py
1m =
Po—Poo Py + (Poo — Py)e—k(t—to)

P
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Mo

Figura 2.3: Un dibujo del libro de Gause mostrando, a la izquierda, el Parame-
cium aurelia y el Paramecium caudatum, a la derecha la aproximacién elipsoidal
para determinar el volumen de un paramecio.

G. Gause* publicé en 1935 una obra titulada The struggle for existence en la que
estudiaba el desarrollo de dos colonias de paramecios aisladas o compartiendo
el mismo héabitat. En concreto analizaba las especies Paramecium aurelia y
Paramecium caudatum (véase en la parte izquierda de la figura 2.3 una imagen
tomada del libro de Gause de ambas especies), a las que permitia desarrollarse
en un entorno de recursos limitados. Midiendo el volumen de cada colonia y
suponiendo que cada paramecio era un elipsoide (tal y como se ve en la parte
derecha de la figura 2.3), podia obtener el ntimero de individuos de la poblacién
estimando que éste era proporcional al volumen.

“elume®
z

-

-

Hanbar of hdividunls
3

Figura 2.4: Obsérvese que los datos del tamano de las poblaciones se ajustan a
curvas de tipo logistico.

4Biblogo ruso conocido por enunciar el denominado principio de exclusion competitiva en
ecologia. Este principio establece que dos especies compitiendo por el mismo nicho ecolégico no
pueden coexistir en un equilibrio estable; es decir, que cuando dos especies compiten por cubrir
las mismas necesidades, una lo hard de manera mas eficiente, lo que le permitira reproducirse
mas rapidamente, y la otra tenderd a la extincion. Este principio puede probarse desde un
punto de vista matemadtico mediante el estudio cuantitativo de un determinado sistema de
ecuaciones diferenciales.
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Las mediciones realizadas sobre el tamano de las poblaciones se muestran en
la figura 2.4 (también tomada del libro de Gause). Como puede observarse, la
aproximacion establecida por las curvas logisticas se ajusta de manera adecuada
a las mediciones sobre el tamano de estas poblaciones.

Material complementario

Aplicacion de los modelos de Malthus y de Verhulst a la poblacién
riojana

Segiin datos obtenidos del INE, los datos de poblacion en La Rioja durante
el siglo XX han sido

Ano | Poblacion (en miles)
1920 192,94
1930 203,79
1940 221,16
1950 229,79
1960 229,85
1970 235,71
1980 253,29
1990 267,94
2000 276,70

Para el modelo de Malthus, considerando los dos primeros datos (1920 y
1930) para determinar las constantes, obtenemos la expresion para la poblacién

P(t) = (203.79)"(192.94)* .

Podemos comparar con un gréfico los valores de la funcién P(t) con los valores
reales. Los resultados se muestran en la figura 2.5 y ya en el anio 2000 (P(8) =
298.88, ya que t = 8 corresponde al anio 2000) se aprecia un error del orden del
5 %. Con este modelo en el anio 2100 la poblacién de nuestra comunidad seria,
aproximadamente, de 520.000 personas lo cual parece excesivo ya que plantea
una duplicacién de la poblacion a lo largo de un siglo algo que no ha ocurrido,
ni de lejos, durante el siglo pasado.

Para aplicar el modelo de Verhulst debemos considerar un valor para P ;
aunque se podria determinar por otros procedimientos, tomaremos P, = 500.
De este modo, usando otra vez los datos correspondientes a 1920 y 1930 para
determinar las constantes, la funcién que describe la poblacién de acuerdo con

este modelo es
96470

~ 192.94 + 307.06(0.91)7°

Como ya hemos comentado, con el modelo logistico la poblacién a lo largo del
tiempo va a tender hacia P ; es decir, medio millén de habitantes. Sin embargo

P(t)
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Il Il Il
1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000

Figura 2.5: En rojo se representan los datos reales de la poblacién riojana y en
azul los datos obtenidos con el modelo de Malthus.

la estimacién del modelo logistico para el ano 2100, P(18) = 381.35, es mucho
mas aceptable que la dada por el modelo exponencial. Los resultados dados por
la funcion de poblacién P aparecen comparados con los datos reales en la figura
2.6.

3001

Il Il Il Il
1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000

Figura 2.6: En rojo se representan los datos reales de la poblacién riojana y en
azul los datos obtenidos con el modelo de Verhulst.
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2.2. ;Depende la inercia de un cuerpo de su con-
tenido de energia?

El afo 1905,% cinco articulos de Albert Einstein publicados en la revista
Annalen der Physik revolucionaron el campo de la fisica. El tercero y el quinto®
constituyen lo que hoy se llama teoria especial de la relatividad. En ese quinto
trabajo (con cuyo titulo hemos encabezado esta seccién) Einstein llegé a deducir
la equivalencia masa-energfa, traducida en la famosa férmula E = Mc?, que
él expresé entonces en la forma «variaciéon de la masa de un cuerpo igual a
L/V?», donde L es su cambio en energfa y V la velocidad de la luz, cuya validez
sugeria verificar en las sales de radio. En esa época atun ignoraba el autor el
descomunal poder del genio escondido en la entranas de su sencilla férmula, que
se manifestaria anos después en las reacciones nucleares.

Veamos, antes de continuar con otras cuestiones, una deduccién de la célebre
ecuacién de Einstein como un ejemplo méas de la aplicacién de las ecuaciones
difrenciales de variables separadas; en este caso, en un nuevo problema mecénico
de masa variable.

E = Mc2. La teorfa especial de la relatividad de Einstein asegura
que la masa m de una particula que se mueve con velocidad v viene
dada por
mo
m=——,
v2
-5

donde c es la velocidad de la luz y mg es su masa en reposo.

a) Si la particula parte del reposo en el espacio vacio y se mueve
durante un largo periodo de tiempo bajo la accién de un campo
gravitatorio constante, determinar la velocidad como funcién
del tiempo y comprobar que tiende a ¢ cuanto ¢ — co.

b) Sea M = m — mg el incremento de masa de la particula. Si
el incremento en su energia, que denotamos por E, se debe al
trabajo realizado por una cierta fuerza F', de modo que

E:/ Fdx:/ d(mv)dx:/ vd(mv),
0 o dt 0

comprobar que E = Mc?.

a) Si el campo gravitatorio es constante, tenemos que sobre la particula
se ejercerd una fuerza F' = km, con k un valor constante positivo. Usando la

5En este parrafo hemos incluido extractos literales del articulo de Alberto Galindo Tixaire
“En recuerdo de Albert Einstein”, Revista Fspanola de Fisica, 2005, pags. 2—-3.

SPor orden de recepcién en la revista, son, respectivamente, “Zur Elektrodynamik Bewegter
Korper” (Sobre la electrodindmica de los cuerpos en movimiento), Annalen der Physik 17
(1905), pags. 891-921, y “Ist die Tragheit eines Korpers von seinem Energieinhalt abhéngig?”
(;Depende la inercia de un cuerpo de su contenido de energia?), Annalen der Physik 18 (1905),
pags. 639-641.
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segunda ley de Newton en su versiéon para cuerpos de masa variable tendremos
que
d(mv) dm dv

Ahora, usando la expresién dada para la masa se verificarda que

km.

dm _ dmdv mov dv m3v dv

r T T g F T 202 gp0
dt dv dt 2 ( )3 dt c?mg dt

2
v
-

y, de este modo, obtenemos la ecuacion

(1+m2v2> dv PPN ?  dv

AEm2 ) dt E—v2dt

Finalmente, usando que la particula parte del reposo, concluimos que’

) c+v _ &t B 1 — e 2kt/c
5 0g - U_cl+ef2kt/c’

de donde es claro que v — ¢ cuando t — oc.
b) De la expresién dada para E, tenemos que

v Y d(mv)
E:/ vd(muv :/ v dv
; (mwv) N
z/ v(vdm—I—m) dv.

0 dv

Haciendo uso de la expresion de la masa en términos de la velocidad llegamos
a que

dv (1_ﬁ)3

y asi, finalmente,

E:mo

/“ v 3dU: moc?
)2
o Ja-s® i-E|,

=c &—mo = c*(m —my) = M.

_ 2
02

/ dt 11
[
a? — t2 2a &

"Usamos que
a+t
a—t1

|+



Sobre la vida y obra de
Zenén de Elea poco se cono-
ce. Su nacimiento se situa al-
rededor del ano 490 a. C. y su
fallecimiento en torno al ano
425 a. C. Zeno6n pasé toda su
vida en Elea (Lucania, actual
Italia), donde el fildsofo pre-
socratico Parménides habia
fundado la Escuela FEledtica
de filosoffa. Se sabe asi que
fue discipulo de Parménides.
Es seguro que escribié un li-
bro de filosofia en el que pre-
sentaba hasta cuarenta para-
dojas que buscaban apoyar
las ideas de su maestro res-
pecto a la concepcién uni-
taria de las cosas. El cono-
cimiento que tenemos de su
obra es por referencias de
otros autores, siendo la fun-
damental de todas ellas la
Fisica de Aristételes. En es-
ta obra el autor enuncia y co-
menta algunas de las parado-
jas de Zenén, llegando a afir-
mar que se trata de falacias,
sin ser capaz de argumentar
el por qué.

64 Capitulo 2. Ecuaciones de variables separadas

2.3. Curvas de persecucion y ecuaciones diferen-

ciales homogéneas

Una curva de persecucién es la que describe un mévil perseguidor que sigue
un camino dirigido directamente hacia un objeto perseguido, el objetivo. El pro-
blema consiste en determinar la trayectoria éptima que permite al perseguidor
alcanzar el objetivo.

El planteamiento dependera, naturalmente, de si el objetivo permanece en
reposo o si, por el contrario, estd en movimiento. También habra que considerar,
las condiciones ambientales en las que se realiza la persecucién. Sin embargo,
la idea fundamental que subyace en la resoluciéon de este tipo de problemas
es la misma: la velocidad del perseguidor en cada instante tiene que tener la
direccion y el sentido del vector determinado por el perseguidor y su objetivo.
El problema de los escarabajos que tratamos en el capitulo anterior describe,
en estos términos, la curva de persecucion que sigue cada insecto para alcanzar
a su vecino de la izquierda.

De un modo muy simple (estarfamos en un planteamiento unidimensional)
podriamos pensar que la paradoja de Zenén de Elea (siglo V a. C.) sobre Aquiles
y la tortuga contiene un ejemplo primitivo de curva de persecuciéon. Demos la
palabra a Jorge Luis Borges que, en su obsesién por el infinito, dedicé dos ensayos
a esa paradoja en su obra Discusidon (1932). El fragmento que presentamos a
continuacion pertenece al ensayo titulado La perpetua carrera de Aquiles y la
tortuga:

Aquiles, simbolo de rapidez, tiene que alcanzar a la tortuga, simbolo
de morosidad. Aquiles corre diez veces mas ligero que la tortuga y le
da diez metros de ventaja. Aquiles corre esos diez metros, la tortuga
corre uno; Aquiles corre ese metro, la tortuga corre un decimetro;
Aquiles corre ese decimetro, la tortuga corre un centimetro; Aqui-
les corre ese centimetro, la tortuga corre un milimetro; Aquiles el
milimetro, la tortuga un décimo de milimetro, y asi infinitamente,
de modo que Aquiles puede correr para siempre sin alcanzarla. Asf la
paradoja inmortal.

La paradoja tiene lugar porque hay una contradiccién obvia con la realidad:
Aquiles siempre alcanzara a la tortuga. Desde una perspectiva actual, sabemos
que si vm/sg es la velocidad de la tortuga, el tiempo que tardard Aquiles en
alcanzar a la tortuga es

(o]

10 1 1 | 10 1 1 10

100 00 00 00 T 0 2 10 o

segundos.

Pero, ;como es posible que suceda —nos dirfa Zenén- si la tortuga estd yendo por
delante de Aquiles? Como dice Borges, la paradoja se mantiene en pie, inmortal.

Se suele considerar que el primer estudio de una curva de persecucion lo
realiz6 el matemadtico francés Pierre Bouguer en 1732. El 16 de enero de ese
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ok P=(x(0), ()

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
0=(0,0) x() @0

Figura 2.7: Trayectoria del vuelo del ganso con un viento del sur de magnitud w.

ano presenté en la Academia Francesa un trabajo, que aparecié publicado en
Mémories de I’Académie Royale des Sciences en 1735, analizando la trayectoria
de un barco pirata en su persecuciéon de un barco mercante. Este problema
lo analizaremos una paginas mas adelante; a continuacién, presentaremos una
variante del mismo (conceptualmente similar) y que nos va a permitir introducir
y resolver un nuevo tipo de ecuaciones diferenciales: las ecuaciones homogéneas.

Esta primera curva de persecucién que vamos a determinar permite obtener
la trayectoria de un mévil que quiere alcanzar un objetivo fijo pero tiene un
cierto impedimento (en nuestro caso, por darle un cierto toque literario, se
tratard de un viento traicionero).

Un ganso con problemas. Un ganso intenta volar de regreso a su
nido, que se encuentra al oeste de su posicién actual, pero sopla un
viento constante del sur. El ganso mantiene el curso hacia su nido,
pero el viento lo desvia. ;Cudl es la trayectoria del vuelo del ganso?
;Llegar4 a su nido?®

En un sistema de referencia OXY, situemos el nido en el origen O, es decir
en el punto (0,0), y el ganso inicialmente en el punto (a,0) con a > 0 (al este
del nido). Supongamos que la trayectoria del ganso estd dada por la ecuaciones

8E] ejemplo estd tomado del libro Ecuaciones diferenciales: una perspectiva de modeliza-
cién de R. Borrelli y C. S. Coleman, publicado por la editorial Oxford en 2002 (traduccién de
la primera edicién en inglés de 1998).

Existen varios enunciados alternativos de la misma cuestiéon. En algunos textos se plantea
el problema para una barca situada en una orilla de un rio y que desea alcanzar la otra orilla
estando sometida a la corriente. Asimismo, el problema se puede plantear como el estudio
de la trayectoria que seguird un avién para llegar a una ciudad si hay un flujo de viento que
modifica el movimiento del avién.
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paramétricas © = z(t) e y = y(t), donde ¢ es el tiempo, de modo que (x(t), y(t))
indica la posicién del ganso en el instante ¢. Se tendra (z(0),y(0)) = (a,0)
y, si denotamos con T el tiempo que tardard el ganso en llegar al nido, se
tendrd (x(T),y(T)) = (0,0). Se supone que el ganso vuela a una velocidad
constante de bkm/h y que el viento del sur sopla a una velocidad constante de
wkm/h. El dngulo de direccién 6 del vector de posicién ﬁ (véase la figura 2.7)
va variando en funcién de la posicién del ave. Resulta sencillo comprobar que

v(t) = <d2it), di{(tt)) = (—bcosf,—bsend + w).

Ahora, teniendo en cuenta que

y cost = x

N NCET

llegamos al sistema de ecuaciones diferenciales

senf =

dic R
dt - A /x2 -|- y2 ’
dy _ by

= —— tw.

dt /22 &+ Y2

Algo que hace sencillo a este sistema es que las funciones que aparecen en el
lado derecho de las ecuaciones son independientes de la variable ¢, aprovechemos
esto para analizarlo. Supongamos que y = y(z); de la dependencia x = x(t) e
y = y(t) tenemos el siguiente diagrama

t—x—y—t.
Asi,
drdy _dy _ dy _ dfdi
dt der  dt dr  dx/dt’

De este modo la curva de la trayectoria del ganso hasta su nido vendra dada
por la ecuacién, en la que se considera y = y(x),

dy by —w\/a? +y?

dx bx

sujeta a la condicién inicial y(a) = 0. Hemos avanzado algo, pero atin no somos
capaces de resolver esta ecuacién diferencial ya que no es de variables separadas.
La caracteristica principal de esta ecuacion diferencial es que el lado derecho de
la misma es una funcién homogénea de orden cero,” porque

by — wy/N2(22 + y2)
bz

9La definicién general de una funcién homogénea debe hacerse de la manera apropia-
da que pasamos a describir. Sea D C R™ verificando que si (z1,...,2n) € D entonces
(Az1,...,A\zn) € D, para A # 0 (un conjunto cumpliendo esta propiedad suele denominarse

f()‘xv)‘y): :f(if,y).
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Una ecuacién del tipo z'(t) = f(t, ), con f homogénea de orden cero se de-
nomina ecuacién homogénea. Es claro que para funciones homogéneas de orden
cero existe una funcién g de una variable tal que f(¢,z) = g(x/t). De esta forma
mediante el cambio de funcién z = x/t, que nos da

la ecuacién 2’ = f(t,x) se transforma en

dz  g(z) — =
a

que es una ecuacion de variables separadas. Con este procedimiento podemos

proceder a determinar la trayectoria del vuelo del ganso. Teniendo en cuenta

que
_yow Y (Y
f(:c,y)—x b 1+x2 _g<x)’

con g(s) = s — ¥+/1+ 52 y usando el cambio de funcién z = y/xz, llegamos a la

ecuacién
dz w1422 1 dz w

— = = — =
dx b T V14 22dx bz
Multiplicando por dz e integrando en ambos miembros llegamos a que la solucién
general esta dada por la expresién

log(z+ V1+22) = —%logaﬂ—c

(notar que podemos prescindir de los valores absolutos en los logaritmos porque
estamos trabajando con cantidades positivas). De manera equivalente,

1
24 VI+ 2=k = 2 = 5 (kxﬂ”/b —kilx“’/l’) .
Si deshacemos el cambio de funcién introducido tendremos que

Y= z (kx_“’/b — k_lxw/b) .
2

cono). Una funcién f: D — R se dice homogénea de orden « si satisface que
FAz1, . Azn) = A% f(21, ..., 20).

Las propiedades de las funciones homogéneas son muchas y muy variadas, pero hay una que
sin duda merece la pena comentar. Se trata del denominado Teorema de Euler: si f € C1(D)
es una funciéon homogénea de orden «, entonces

~ 0
Zﬁii(x17-~-,xn) =af(r1,...,on).
o O
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a/2=51

X
2 4 6 8 a=10

Figura 2.8: Diversas trayectorias del vuelo del ganso con a = 10. Para las curvas
azules se tiene que b/w > 1; para la curva marrén, b/w = 1; para las curvas
rojas, b/w < 1.

Finalmente, imponiendo la condicién inicial obtendremos que k = a*/?

=5 ()7 -(7):

Estas curvas describen la trayectoria del vuelo del ganso en su objetivo de al-
canzar el nido.

De la figura 2.8 se desprende claramente que si la velocidad del viento w
es mayor o igual que la velocidad b del ganso, éste nunca alcanzara el nido; si
por el contrario, b > w, el ganso llegard a su nido sin ningtn problema. Este
resultado podia haberse deducido de la forma de las curvas; basta observar que
aparece una asintota vertical en x = 0 cuando b < w y que cuando b = w la
curva es una pardbola que en z = 0 toma el valor a/2.

y asi,
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Como comentario final nos gustaria indicar que también es posible resol-
ver ecuaciones diferenciales homogéneas considerando un cambio a coordenadas
polares x = rsenf y t = rcosf, con r = r(#). Con este cambio, la ecuacién

eo(3)

sen@% + rcosf

se transformard en

= g(tan@),
cos@%—rsen@ 9 )

que, con una sencilla manipulacion, se reduce a la ecuaciéon de variables separa-

das
dr g(tan @) sen 6 + cosd

g rg(tan@)cosﬂfsenf).

Material complementario
El reloj de Perrault y la tractriz

El problema anterior, como ya hemos comentado, es una version del problema
original de Bouguer. Cuarenta anos antes se estudié una curva que podriamos
definir como curva de arrastre. En un trabajo de 1693, Leibniz comienza ha-
ciendo mencién a un encuentro ocurrido durante su estancia en Paris, donde
habia acudido a trabajar junto a Huygens, a comienzos de los afnos setenta del
siglo XVII. En dicho encuentro el fisico'® Claude Perrault le habia planteado la
siguiente cuestion:

Colocamos un reloj de bolsillo sobre una mesa rectangular y estira-
mos la cadena de modo que quede dispuesta perpendicularmente a
dos de los lados de la mesa y que su extremo libre llegue hasta el
borde de uno de ellos. Si desplazamos el extremo libre de la cadena
a lo largo de este borde de la mesa, jqué linea sigue el reloj?

Segtin se desprende del comentario de Leibniz, Perrault ya habia planteado la
cuestion a otros matematicos y de ninguno de ellos habia recibido una respuesta.
En el trabajo de 1693 Leibniz dio una solucion y hoy sabemos que Newton ya
habia determinado la curva en el ano 1676.

Para dar nuestra respuesta al problema del reloj de Perrault, seguiremos el
esquema que hemos dibujado en la figura 2.9, en la que el reloj se representa por
el punto negro y el extremo libre con el gris. Supongamos que Ry = (0, L), donde
L es la longitud de la cadena del reloj, y P, = (0,0) son las posiciones iniciales
del reloj y del extremo libre de la cadena, respectivamente. Si suponemos que el

10También ingeniero, aquitecto, médico ...y hermano de Charles Perrault, el célebre autor
de Cenicienta.

—; Qué hace una chica como
td en un sitio como éste?
—;Quién, yo? ..., yo soy la
sobrina del tipo del reloj.
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\/ \\\
o
P>=(a,0)

Figura 2.9: Esquema del desplazamiento del reloj, donde el extremo libre se
mueve a lo largo del eje horizontal.

extremo libre se desplaza a lo largo del eje horizontal hasta alcanzar la posicion
P, = (a,0), el reloj habrd alcanzado la posiciéon Ry = (x,y). Considerando que
y = y(x), tendremos que y' = tan @, donde 6 es el dngulo formado por la cadena
¥ la direccién positiva del eje horizontal. A partir de la figura, siendo o = 0 — 7,

resulta que
Y
a—z

Vs
tan = tan (54—04) = —cota = —

Usando ahora que la longitud del segmento P> R es L, por el teorema de Pitago-
ras se verificara que

a—1x=4+/L%— >

(el signo positivo corresponde a un desplazamiento hacia la derecha como el
que se muestra en la figura y el signo negativo a un desplazamiento hacia la
izquierda) y deducimos la ecuacién diferencial

y’qu#

Mediante separacion de variables obtenemos que

Noays
Y

dy = Fdx
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v llegamos a la expresion
L+ +/L?—y?
Fx=+/L?—y?— Llog <+y> +C.
Y

Puesto que la curva pasa por el punto (0, L), tendremos que C' =0 y

2 _ 42
T2 = /L2 —y2 — Llog (L—l—Ly)
)

La curva que acabamos de describir se conoce como tractriz, sustantivo feme-
nino del verbo latino tracto, que significa arrastrar. El nombre de la curva fue
propuesto por C. Huygens, quien en 1692 consiguié determinarla independien-
temente de Leibniz y, por supuesto, de Newton. Los alemanes la denominan
Hundekurve, que significa curva del perro, y este nombre viene sugerido por una
situacion muy cotidiana. Si una persona camina en linea recta conduciendo a
un perro sujeto con la habitual cadena o correa y el perro se deja llevar sin mas,
describira una tractriz.

La tractriz es lo que se denomina una curva equitangencial, ya que para cada
punto de la curva el segmento de tangente comprendido entre la curva y el eje
horizontal es constante. Este hecho es obvio para nosotros por la forma en la
que la hemos deducido. En la figura 2.10 hemos representado la tractriz y los
segmentos limitados por la curva y el eje de abscisas para las tangentes a la
curva en algunos puntos.

Figura 2.10: La tractriz y las diversas posiciones que van tomando el reloj y el
extremo libre de la cadena.

La recta sobre la que se desplaza el extremo libre del reloj, que se convierte
en la asintota de la curva al resolver el problema, se conoce como directriz.
No resulta dificil imaginar una generalizacion de la tractriz en la que la recta
directriz se sustituye por otro tipo de curva directriz. Euler, en un trabajo de
1788, se planteé esta cuestion. Encontré el problema insoluble en un contexto
general (una curva cualquiera), pero fue capaz de resolverlo para el caso en
que la curva directriz fuese una circunferencia. Propondremos el estudio de esta
cuestion como problema al final de este capitulo.

La tractriz es una curva de
gran interés tedrico en ma-
tematicas. Si giramos la cur-
va alrededor de su asinto-
ta horizontal, obtendremos
una superficie de revolucién
denominada pseudoesfera (se
muestra en vertical en la
imagen superior). Se trata de
una superficie de curvatura
negativa constante que pro-
porciona un modelo parcial
de geometria hiperbdlica co-
mo probé Eugenio Beltrami
en 1868.
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2.4. Trayectorias ortogonales e isogonales

Hasta ahora, cada ecuacion diferencial ha sido resuelta obteniendo una fami-
lia de curvas solucién (la solucién general). De modo inverso, dada una familia
de curvas dependiente de un parametro se puede obtener una ecuacién dife-
rencial cuya solucién general venga dada por esa familia de curvas.!! Para ello

G(t,x,O)=0

‘pendiente=—1/m

""’ pendiente=m

F(t,x,C)=0

Figura 2.11: Una familia de curvas F(t,z,C) = 0 (en azul) y su familia de
trayectorias ortogonales G(t,z,C) = 0 (en rojo).

basta tener en cuenta que si la familia de curvas
F(t,z,C) =0,

donde F es una funcién de clase C!, verifica que g—g # 0, podemos definir
implicitamente C' = C(t, z). Suponiendo que % # 0 (de modo similar se proce-
derfa si %—f # 0) tendremos que = z(t, C) y, utilizando el teorema de la funcién
implicita para obtener la derivada de x con respecto a t, podemos obtener la
ecuacién asociada a la familia de curvas. En efecto,

9 0 dx
F(t,2,C) =0= —-F(t,2,C) + - F(t,s,C) 7 =0

dv _ 5F(tx,0)

dt 2 F(ta,0)

1 Esta cuestién ya se habia propuesto como problema en el capitulo anterior.
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Ahora, como C = C(t, x), tenemos la ecuacién

de %F(t,x, C(t,x))

dt 2 F(t,x,0(t,x))

Este procedimiento nos va a permitir determinar lo que se denominan trayec-
torias ortogonales a una familia de curvas dada. Sea F'(t,z,C') = 0 una familia
de curvas dependiente de un pardmetro, diremos que la familia G(¢,z,C) = 0
es de trayectorias ortogonales a la familia dada si en los puntos de interseccién
de una curva de la familia F(¢,z,C) = 0 con otra de la familia G(¢,z,C) = 0,
las rectas tangentes a ambas curvas son ortogonales. Véase la figura 2.11.

Las trayectorias ortogonales, ademés de su interés puramente matematico,
tienen gran utilidad en otras areas. Por ejemplo, si una corriente eléctrica fluye
sobre una lamina plana de material conductor, las lineas de equipotenciales
seran las trayectorias ortogonales de las lineas de flujo de la corriente.

Si la familia de curvas F(t,x,C) = 0 es la solucién general de la ecuacién
diferencial 2’ = f(t,x) (que podremos determinar por el procedimiento descrito
al inicio), la familia de trayectorias ortogonales vendrd dada como la solucién
general de la ecuacion

, -1
ft,z)

Esto es asi debido a que el producto de las pendientes de dos rectas tangentes
a ambas familias debe ser —1.

Ejemplo 6. Consideremos la familia de curvas F(t,z,C) = t* + 2? — 2Ct = 0.
Es sencillo observar que las curvas dadas son circunferencias tangentes al eje
vertical en el origen y con el centro sobre el eje horizontal. La figura 2.12 muestra
en azul esta familia de circunferencias. Suponiendo que z = x(t) y derivando
implicitamente respecto a t la relacién t? + 22 — 2Ct = 0, se tiene que

C—t

2 42z —2C =0 = 2’ = .
x

De manera elemental podemos observar que

P 4a?

¢ 2t

¥y, por tanto, la ecuacién diferecial satisfecha por F(t,z,C) =0 es

1'2 o t2
2tz

/
xr =

De esta forma las trayectorias ortogonales vendran dadas por la solucién general

de
, 2tx

x :71527112.
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=

Figura 2.12: En azul la familia de circunferencias F(t,z,C) = t?> + 22 —2Ct = 0
y en rojo sus trayectorias ortogonales: la familia de circunferencias G(t,z,C) =
2 + 2% - 2Cz = 0.

Se trata de una ecuacién homogénea ' = g (%), con g(s) = 2s/(1 — s?). Con el
cambio de funcién z = z/t tendremos

dz  z(1+ 2?%)

dat t(1 — 22) :>log(

1+22) =logt+ k.

Deshaciendo el cambio obtendremos la familia de curvas
G(t,z,C) =t* + 2% —2Cx =0,

que son las trayectorias ortogonales. Esta curvas son circunferencias tangentes
al eje horizontal en el origen como se observa en la figura 2.2. <

Si la ecuacién diferencial asociada con la familia de curvas F(t,z,C) = 0
sélo puede presentarse de manera implicita, es decir, si la ecuacién satisfecha
por las curvas es de la forma H (t, z, ‘fl—f) = 0, entonces la ecuacién asociada que
determina las trayectorias ortogonales serd

(e () ) -0
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Ejemplo 7. La familia de parabolas 22 = 4c(t + ¢) satisface la ecuacién dife-
rencial

(za’)? + 2z2't — 2 = 0.
1

x/

obtenemos que las trayectorias ortogonales verifican

2
(-2)-2ti-w2 =0

x! T

Sustituyendo 2’ por —
la ecuacion

que puede reescribirse como
(xx")? + 2zt — 2 = 0;

es decir, las trayectorias ortogonales a la familia de pardbolas forman la mis-
ma familia de pardabolas. Véase la figura 2.13. Una familia de curvas con esta
propiedad se denomina auto-ortogonal. <

"ZZ;;:‘;: X
‘:gs'::o:::z'/

?,
0. 0.0,
XXX

Figura 2.13: En azul hemos pintado las parabolas 22 = 4c¢(t +c) para ¢ > 0y en
rojo para ¢ < 0. Se observa que las pardbolas rojas son ortogonales a las azules.

Es posible que para trabajar con una cierta familia de curvas sea mejor
expresarla en coordenadas polares, haciendo t = rcosf y x = rsenf, con r =
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r(6). En esta situacién, la familia de curvas pasard a verificar una ecuacién

diferencial del tipo
dr
FlO0r— | =0.
(6.%)

Haciendo las operaciones convenientes se concluye que la familia de trayectorias
ortogonales serd la solucion general de la ecuacion diferencial

—1
F (0,7", —r? (Z;) > =0.

Ejemplo 8. Mediante el uso de coordenadas polares podemos obtener facil-
mente la familia de trayectorias ortogonales a la familia de lemniscatas

(t? + 22)* = a*(t* — 2?).
La expresién en coordenadas polares de las lemniscatas es
r? = a” cos(26).
De esta forma, la ecuacion diferencial que satisfacen es

dr
= tan(26)

y las trayectorias ortogonales serdn las soluciones de
% = rcot(26).
Esta ecuacion es de variables separadas. La solucién general es
r? = b%| sen(26)].
La expresién de esta familia de curvas en coordenadas cartesianas es
(t? + 2%)? = £2b%ta.

En la figura 2.14 se muestran la familia de lemniscatas y sus trayectorias ortogo-
nales. Es sencillo comprobar que, como se observa, las trayectorias ortogonales
son lemniscatas similares, pero giradas +m/4 en torno al origen. <
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Figura 2.14: En rojo la familia de lemniscatas (t? + 2%)? = a?(t> — 2?) y en azul
su familia de trayectorias ortogonales.

Material complementario
Un problema de la revista The American Mathematical Monthly

En el ano 1951, en la revista The American Mathematical Monthly, se pro-
puso como problema E993 (pdg. 699) la siguiente cuestion: Determinar las tra-
yectorias ortogonales a la familia de cicloides

x = a(0 — sen ) e y = a(l — cosb).

EI proponente era F. M. Carpenter. Presentamos a continuacion una solucién
basada en la publicada en 1952 en la misma revista a nombre de E. W. Mar-
chand.

Derivando obtenemos

dy

J = o _ sen 6
T dx T 1 _ :
& 1 —cosf

La eliminacién de a en las ecuaciones paramétricas de la cicloide da

z 6O—senf
y 1—cosf’ (2:2)



La familia de trayectorias or-
togonales a la familia de ci-
cloides que acabamos de des-
cribir tiene una curiosa pro-
piedad. Si hacemos un zoom
cerca del origen se puede
apreciar, tal y como se mues-
tra en la imagen en rojo, que
la curva presenta una serie
de picos. (La unidades que se
han considerado en el grafi-
co distorsionan la curva, pero
permiten visualizar su com-
portamiento de una manera
més clara.) Cada uno de esos
picos se corresponde con un
punto de no derivabilidad de
la curva y ocurren para los
valores 6 = (2k 4 1)m. Resul-
ta interesante observar que
todos esos puntos se encuen-
tran sobre la parabola y =
%, mostrada en azul en la
imagen superior.
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ecuacién que define implicitamente 6 = 0(x,y). La familia de las trayectorias
ortogonales verificara la ecuacion diferencial
, cosf—1
=—\ 2.3
4 sen 6 (2:3)
Si suponemos que las trayectorias ortogonales tienen ecuaciones paramétricas
dependientes de 0; es decir, x = x(0) e y = y(0), de (2.3) deducimos que

d d
sen Hd—g = (cosf — 1)d—z
v de (2.2), por derivacion respecto a 0, que
dx dy
xsenf + (1 — cos@)@ =y(l —cosf)+ (0 — sen@)@.

Ahora, usando (2.2), eliminamos fl—fg de las dos relaciones anteriores y llegamos

a la ecuacion
dy _ (02
a9 \“"\2) " 9)

Se trata de una ecuacion en variables separadas cuya solucién general es

1 —cosf

y(0) =c 02

La coordenada z se deduce inmediatamente de (2.2)

0 — sen 6

20F

15+

101

ve—-VEREP™ —SN.

ST =SSN
O T AANOO
[ IR TN IIIASEN

Figura 2.15: En azul la familia de cicloides y en rojo sus trayectorias ortogonales.
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La figura 2.15 muestra la familia de cicloides y sus trayectorias ortogonales.
Resulta sencillo observar que el procedimiento anterior para determinar tra-

yectorias ortogonales se puede extender a cualquier familia de curvas ®, para-

metrizada mediante expresiones de la forma x(t) = a(a) f(t) e y(t) = ala)g(t).

pendiente=tanf3

pendiente=tan(a + f3)

G(t.x,C)=0

Figura 2.16: En azul mostramos una familia de curvas y en rojo sus trayectorias
isogonales de angulo «.

Un problema maés general consiste en determinar la familia de curvas cuyas
tangentes forman un dngulo cualquiera, «, con las tangentes a una familia de
curvas dada. Estas curvas se denominan trayectorias isogonales de dngulo .

Si consideramos una familia de curvas F(¢,z,C) = 0 que es la solucién
general de la ecuacién diferencial ' = f(t,x), a cada punto (¢,x) le podemos
asociar un dangulo 3 tal que 2’ = tan 3. Teniendo en cuenta que buscamos curvas
x = z(t) que formen un dngulo « con las de la familia F, la ecuacién diferencial
de las trayectorias isogonales de dngulo « serd z’ = tan(a + ). Usando la
férmula tan(a+ 8) = (tan a+tan 8)/(1 — tan a tan ), llegamos a que la familia
de trayectorias isogonales de dangulo « sera la solucién general de

, tana + f(t, )
' = .
1—tana- f(t,x)
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Ejemplo 9. Como ejemplo, sencillo pero bello, podemos calcular las trayecto-
rias isogonales de dngulo «, con a € (0,7/2), a la familia de rectas z = Ct.
Notar que para a = 0 tendremos la propia familia de rectas y es bien conocido
que las circunferencias de centro en el origen son las trayectorias ortogonales
(el caso extremo a = 7/2) de la familia de rectas dada. La ecuacién diferencial
que satisfacen las rectas es, obviamente, 2’ = x/t. Por tanto, las trayectorias
isogonales de angulo « seran las soluciones de la ecuacion

k42
2 = t

donde k = tana € (0, 00). Nos encontramos con otra ecuacién homogénea cuyas
soluciones son la familia de curvas

%arctan (%) = log (C\/m) .

Esta forma para las curvas es poco ilustrativa. En coordenadas polares, t =
rcosf y x =rsenf, con r = r(f), la ecuacién es

r= Ae/*.

Es decir, nos encontramos ante una familia de espirales logaritmicas como las que
analizdbamos en el capitulo anterior. En las gréficas de la figura 2.17 se muestra
en negro la familia de rectas y en colores las espirales logaritmicas que forman
las trayectorias de dngulo « para los valores o = 7/9,7/6,7/4,7/3,97/20 y el

caso limite o = g q

2.5. Lineas equipotenciales en un campo mag-
nético

Continuemos analizando un poco mas las trayectorias ortogonales y uti-
licémoslas para determinar las lineas equipotenciales del campo magnético gene-
rado por un imén. La idea principal de este apartado esta basada en el contenido
de la nota “On the teaching of differential equations” de K. Menger, aparecido
en la revista The American Mathematical Monthly, pags. 392-397, en el ano
1944.

Supongamos que esparcimos un montén de limaduras de hierro sobre un
papel y que bajo él colocamos un iman. Las limaduras se mueven y, antes de
pararse, cada una tomara una determinada direcciéon dependiendo de su lugar
en el papel. Las limaduras marcan asi sobre el papel unas curvas que se deno-
minan lineas de fuerza del (campo magnético del) imén. En realidad (y como ya
comentabamos en el primer capitulo), sobre nuestro papel tendremos sefialado
el campo de direcciones de una cierta ecuacion diferencial cuyas soluciones son
las lineas de fuerza del iméan. La situacion queda perfectamente ilustrada en la
figura 2.18.
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I
ZiiS

/?f,;/;, o
7

Figura 2.17: En negro hemos trazado las rectas x = Ct y en una gradacion de
colores las trayectorias ortogonales, de arriba a abajo y de izquierda a derecha,
para a = m/9,7/6,7/4,7/3,97/20 y el caso limite a = 7.
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Figura 2.18: El campo de direcciones trazado por el efecto del iman sobre las
limaduras de hierro.

21

Figura 2.19: Esquema para la obtencién de la ecuacion diferencial de las lineas
de fuerza del iman.

Veamos cémo obtener esa ecuacion diferencial. Consideremos un sistema de
coordenadas cartesianas O XY, con su centro O en el centro del imén y con el eje
OY pasando por los polos norte N y sur S. Supondremos que N queda situado
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en la parte positiva del eje OY y que la longitud del iman es 2[. Consideremos
una pequena limadura centrada en un punto P = (x,y). Si el radio vector OP
(véase la figura 2.19), cuya longitud denotaremos por r, forma un dngulo 6 con
la horizontal, y la direccién de la limadura forma un dngulo ¢ con OP, podemos
suponer que

1
tan ¢ = 3 cot 6. (2.4)

Esta suposicién, que justificaremos maés adelante, puede hacerse siempre que
la longitud del iman 2[ sea pequena en comparacion con la longitud del radio
vector . Ahora, observando que la pendiente de la recta tangente a la curva
buscada serd tan(f — ¢), usando la relacién (2.4) y que tanf = £, tendremos

tan 6 — t 4— 2
y' = tan(d — ¢) = an ang _ 2y _ Y _r
1+ tan @ tan ¢ 1—&-%@ 3r 3y

Vemos que se trata de una ecuacion diferencial homogénea, que con el cambio
de funcién z = y/x se transforma en

, 12241
xz' = —= ,
3 =z
cuya solucién general es
C
(22 + ].)3 = ?

Por tanto, las curvas (z2 + y?)® = Cz* son las lineas de fuerza del campo
magnético producido por el imén.'?

Es conocido que las lineas equipotenciales de un campo magnético son las
trayectorias ortogonales de las lineas de fuerza. En nuestro caso seran las solu-

ciones de la ecuacién
, 1
y =—- 2y P

3x 3y°

Nuevamente se trata de otra ecuaciéon homogénea. Procediendo como en el caso
anterior, llegamos a

2 +z

222 —1°

Usando una descomposicién en fracciones simples obtenemos la solucién

)

(z2+1)* K
22 Tt

que, deshaciendo el cambio, se convierte en (2% +y%)% = ky?. Esta es la ecuacién
de las trayectorias ortogonales buscadas.'® En la figura 2.20 se muestran en azul
las lineas de fuerza del campo magnético y en rojo las lineas de igual potencial

magnético

12Esta familia de curvas tiene una sencilla expresién en coordenadas polares: r = C cos? 6.
131a ecuacién en coordenadas polares también resulta sencilla en este caso: r = K+/|sen 0.
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Figura 2.20: En azul las lineas de fuerza del campo magnético y en rojo las
lineas equipotenciales.

Veamos ahora cémo justificar la suposicién (2.4). Para ello usaremos la figura
2.21. De acuerdo con la ley de atraccion entre dos cuerpos, los vectores PQ y PQ’
representan dos fuerzas actuando sobre P cuyas magnitudes son proporcionales
al inverso del cuadrado de la distancia de P a N y S respectivamente. Aplicando
el teorema del coseno a los tridngulos APNO y APOS, se verifica que

k k
PQ| = PQ'| = .
|PQ| 72 £ 12— 2rlsend Y PQ| r2+12 4+ 2risend
Denotaremos o« = ZRPQ, f = ZQRP y w = ZPQR. Asi, aplicando el
teorema del seno al triangulo APRQ), se obtiene la relacion

|RQ)|

sena = sen f——

1PQI

que junto con la identidad trigonométrica

B—a
tan( 2 ) sen 3 — sen «

tan <B+Ta) sen 3 +sena’

nos permite llegar a la igualdad

an (%5%)  |pg| - |RQ)

2
tan (252) ~ PQIFIRQL
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Figura 2.21: Esquema para la comprobacién de (2.4).

que, teniendo en cuenta las identidades o+ 8+ w = 7 y |RQ| = |PQ’|, es

equivalente a
p—a\ w\ |PQ| —|PQ’|
an (752 =0t (5) (po s g (25)

Ahora, resulta sencillo observar que w = ZNPS y que este angulo es muy

pequeno cuando [ es pequeno en comparacion con r. Con esto, podemos consi-
derar que ZNPO ~ w/2 y aproximar

¢ (E) 1 1 o
RN sen (%) sen(ZNPO)  lcosf’




86 Capitulo 2. Ecuaciones de variables separadas

donde en el ultimo paso hemos aplicado el teorema del seno al tridngulo APNO.

Asi mismo
|PQ| — |PQ'|  4krisend 2l senf

PQ|+|PQ|  2k(r2+12) " ¢

donde hemos eliminado I? por ser pequeno respecto a 2. Con las dos expresiones
anteriores deducimos que (2.5) se transforma

tan (6;a> ~ 2tand.

De una manera similar tenemos que ¢ ~ o+ w/2 = (7 — (8 — «))/2 y esto nos

permite comprobar que
b —«
tan ¢ ~ cot | ——

2
y concluir la prueba de (2.4).

2.6. El diseno de una palanca

Para concluir este capitulo, veamos una interesante cuestién resoluble me-
diante ecuaciones diferenciales sobre el diseno de una palanca patentado por un
ingeniero espanol. Presentamos la propuesta que de la misma se hizo en el Pro-
blema 117 de la La Gaceta de la RSME (vol. 11.4 (2008), pag. 694), planteado
por Javier del Rey Pantin:

., Cémo debe ser el perfil de una palanca para que la fuerza que
trasmite al peso que desea desplazar, tenga en todo momento la
direccién de la vertical? O bien, més concretamente: supongamos
que una palanca rigida tiene su punto de apoyo en el origen de
coordenadas, que la direccién de la vertical es la del eje OY, y que
sobre el perfil de la palanca puede deslizarse sin rozamiento un objeto
puntual pesado. Encontrar una ecuaciéon para dicho perfil de modo
que, al girar la palanca, el objeto pesado, situado inicialmente en
un punto de coordenadas (a,0) pase a ocupar la posicién (a, —h),
con h > 0, manteniéndose siempre sobre la recta vertical x = a. En
la figura 2.22 se muestra un perfil que tiene la forma que estamos
buscando.

Este planteamiento esta inspirado por la patente 15715 registrada en la Ofi-
cina Espanola de Patentes y Marcas en 1894 por el ingeniero Dario Bacas Mon-
tero.'4

Analiticamente el problema puede plantearse de la siguiente manera: deter-
minar la ecuacion de la curva que, al girar en torno al origen de coordenadas,
tenga tangente horizontal en z = a, para cualquiera que sea el angulo de giro.

14 Puede verse en el anexo a su biograffa. Dario Bacas Ingeniero Naval 1845-1913, realizada
por P. Bacas y publicada por la Diputacién de Céceres en 1998.
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:

Figura 2.22: La imagen muestra un perfil curvo del tipo solicitado.

El razonamiento para obtener la curva lo haremos sobre la figura 2.23. Su-
pongamos que y = f(z) es la ecuacién de la curva que deseamos determinar,
pasando por el punto A = (a,0) en el que tiene tangente horizontal. Esta curva
aparece en rojo en el diagrama. Sea P = (x,y) un punto de la curva y PQ la
recta tangente a ella en P, que forma un cierto dngulo « con la horizontal. Si
efectuamos un giro centrado en O de amplitud « en el sentido horario, la curva
inicial se trasformara en la azul y la recta PQ en la recta P’Q)’. Ademds, la recta
P’Q’ es la tangente horizontal a la curva azul en el punto P’. Sean = ZQOP
y v = ZOPQ. Por nuestra construccion resulta evidente que o« = 8+ v y
tan 8 = y/z. Usando que |OA| = a y que |OP'| = |OP| = \/z? + y?, podemos
deducir que cosy = = y, por tanto,

12+y2
/12 + y2 — a2

a

tany =
De este modo tenemos la siguiente cadena de igualdades

Yy =tano
= tan(f +7)
_ tanf +tany
1 —tanBtan~y

vy [224y2—a?

x a

1_u /22 +y2—a2

x a

ay + x\/x? + 3% — a?

ar —y x2+y2—a2.
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Figura 2.23: Esquema para la obtencion del perfil de la palanca.

En este caso no se trata de ninguno de los tipos de ecuaciones que hemos apren-
dido a resolver hasta ahora. Sin embargo, la forma de la ecuacién nos permite
pensar que, tal vez, un cambio a coordenadas polares simplifique la cuestion.
Tomando & = rcosf e y = rsenf, con r = r(f), la ecuacién se transforma en

sen&% +7rcosf  asenf + cosOvr? —a?

- b
COS@% —rsenfl  acos@ —senfvr? — a?

que puede reescribirse como

ﬁ ar
do V2 — a2.

Esta nueva ecuacién si es de variables separadas, y podemos obtener sin dificul-

tad que

1 a
0=-— r2—a2—arccos(f)—|—A
a r
De esta forma las ecuaciones paramétricas de la familia de curvas solucién son
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Figura 2.24: Algunas curvas de la familia que soluciona la ecuacién diferencial
asociada al perfil de la palanca; en azul la correspondiente a A = 0, en verde
aparece la circunferencia de la que parten todas ellas.

x = a(cost + tsent)cos A — a(sent — t cost) sen A (2.6)

y =a(sent —tcost)cos A+ a(cost + tsent)sen A, (2.7

donde hemos tomado el pardmetro t = /72 — a?/a (por supuesto r > a, puesto
que la distancia del origen a cualquier punto de la curva siempre serd mayor que
a,y t > 0). Cada miembro de esta familia corresponde con un giro, centrado en
el origen y de amplitud A en sentido horario, de la curva

x = a(cost + tsent) e y = a(sent — tcost)

que se corresponde con A = 0. Estas curvas se denominan evolventes de la
circunferencia. Las evolventes de una curva dada C son una familia de curvas
cuyas rectas normales son las tangentes de la curva dada inicialmente. Algunos
elementos de la familia de curvas se muestran en la figura 2.24, estando la
correspondiente a A = 0 coloreada en azul. Estas curvas siempre se encuentran
para t = 0 sobre la circunferencia de radio a.

Veamos que, efectivamente, las curvas descritas por (2.6) y (2.7) son las
evolventes de la circunferencia de radio a. Para ello basta comprobar que las
trayectorias ortogonales a la familia de curvas dada por (2.6) y (2.7) son las
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TS
IR

Figura 2.25: La familia de curvas que describen el perfil de la palanca en azul y
en rojo sus trayectorias ortogonales, la familia de rectas tangentes a la circun-
ferencia de radio a.

rectas tangentes a la circunferencia de radio a. Este fenémeno se ilustra en la
figura 2.25.

Siguiendo lo analizado sobre trayectorias ortogonales de curvas dadas en
coordendas polares, tenemos que la ecuacién diferencial de las trayectorias or-

togonales es
dr
—a— =rvVr? —a?,

de
ecuacion de variables separadas de solucién general

6 = — arccos (2> + B.
r

Las ecuaciones paramétricas de las trayectorias ortogonales son, entonces

r=acos B+ +r?2—a%senB e y=asenB — \/r2 —a2cos B.

Multiplicando la primera por cos B, la segunda por sen B y sumando para eli-
minar el pardmetro r, llegamos a la expresién

xcosB+ysenB =a

que es la familia de rectas tangentes a la circunferencia de centro el origen y
radio a.
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2.7. Problemas

2.7.1. Problemas sobre modelos poblacionales

Problema 30. Analizar el comportamiento de la poblacién mundial usando los
modelos exponencial y logistico, para ello considerar el parametro k apareciendo
en las ecuaciones diferenciales involucradas como k = 0,029 y los siguientes
datos

Afio | Poblacién (en miles de millones 10%)
1900 1,65
1910 1,75
1920 1,86
1930 2,07
1940 2,30
1950 2,52
1960 3,02
1970 3,70
1980 4,45
1990 95,30
2000 7,29

Problema 31. Denotaremos por T el tiempo que una poblaciéon necesita para
duplicar su niimero de miembros. Probar que en el caso del modelo exponencial
este valor existe, siempre y cuando el niimero de nacimientos sea mayor que el de
defunciones, y determinarlo. Analizar la misma cuestién en el caso del modelo
logistico.

Problema 32. Otra interesante propiedad de la curva logistica es que su punto
de inflexién, en los casos en los que Py < P, estd sobre la recta P = P, /2
para cualquier valor del parametro k. Probar este hecho.

Problema 33. Supongamos que una poblacién P crece de acuerdo con la ecua-
cién logistica

dpP P

— =kP|1—— .

i (- 7)

Si P(t1) = p1, P(t1 +7) = pa y P(t1 + 27) = p3, probar que

1,12
P P1 + P3 P2
pips P32

15Este dato es una estimacién de ciertos grupos ecologistas y estd tomado del articulo
“Modelos matematicos en Biologia: un viaje de ida y vuelta” de Renato Alvarez Nodarse y
puede obtenerse en http:/euler.us.es/ renato/. Este trabajo contiene, en su primera parte,
un interesante andlisis de los modelos de dindamica de poblaciones.
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Problema 34. Consideremos una poblacién susceptible a una determinada
epidemia. La poblacién crece en funcién de una ecuacién logistica de la forma

dp P
L _kpr(1- 2.8
a1 ( PooJ) (2.8)

y sufre un brote epidémico cuando ha llegado a un cierto valor de poblacién
Q@ < P,1. A partir de ese momento la poblacién pasa a estar gobernada por la

ecuacién logistica
dP P
— =koP(1—-
it~ ( 00,2 )

con ko < k1 'y P2 < Ps,1. Suponemos que @ > P 2, lo que implica que la
poblacién comienza a decrecer a causa de la epidemia hasta un cierto valor g,
con g > Pu 2, v en ese momento cesa la epidemia. A partir de ese instante, la
poblacién vuelve a estar regida por la ecuacién (2.8) hasta un nuevo ataque de
la epidemia. Es claro que la poblacion va a oscilar entre los valores ¢ y @ con
un periodo T' = T} 4+ Ty, donde T} representa la duracién de la parte del ciclo
en el cual la poblaciéon crece de ¢ a @ y T la parte inversa del ciclo.
Probar que

q(Q — POO,Q)

_ ]- Q(Poo,l_Q)
R Q= Pea)

k'l q(Poo,l - Q)

_ 1

T, =
2 oy

log

Problema 35. Los modelos utilizados en dindmica de poblaciones tienen, en
general, la forma

dP
= POS(P()

para ciertas funciones f. El caso del modelo exponencial corresponde a la elec-
. _ L _ P(t)
cién f(P(t)) = k y el del modelo logistico a f(P(t)) =k <1 - K)'

a) La eleccion de la funcién f(P(t)) = (a — blog P(t)) da lugar a lo que se
denominan curvas de Gompertz. Resolver la ecuacién diferencial a que da
lugar esta funcién y analizar el comportamiento de las soluciones.

b) Considerando la eleccién f(P(t)) = kP(t)?, con ¢ > 0, obtenemos lo
que se llaman doomsday models.'® Obtener las soluciones de la ecuacién
diferencial en esta situacién y, usando la tabla de poblacién mundial del
Problema 30, determinar que el doomsday serd el dia 12 de septiembre de
2016.

¢) Obtener las soluciones de la ecuacién diferencial si consideramos f(P(t)) =
k(1 —0bP(t))(1 — cP(t)), con k,b,c > 0.

161.a traduccién serfa algo asi como modelos del dia del juicio final; ante este nombre tan
tétrico, creo que mejor lo dejamos en inglés, que siempre es posible que alguien no lo entienda.
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Problema 36. Supongamos que el nimero de nacimientos en una cierta po-
blacién es proporcional al cuadrado del niimero de individuos de la poblacion,
con una cierta constante a > 0, y que el nimero de fallecimientos es propor-
cional al nimero de individuos de la poblacién, con una cierta constante b > 0.
Probar que si la poblacién inicial es menor que b/a, ésta tiende a la extincién.
El valor b/a se denomina tamano critico de la poblacién. Cuando la poblacién
se encuentra muy préxima a ese valor se dice que la especie esta en peligro de
extincién.

Problema 37. Supongamos una cierta poblacién que crece segiin un modelo
logistico y en la que se efectiian recolecciones (podemos imaginarnos una pisci-
factoria en la que frecuentemente se recolecta pescado). La ecuacion diferencial
que modeliza esta situacién es

dP P
dt_TP<1_K>_h7

donde h > 0 indica la cuota de recoleccién, con r y K constantes positivas.

a) Supongamos que h = "&£ (este valor es el denominado limite méximo
de sostenibilidad). Determinar el comportamiento de la poblacién a largo

plazo si P(0) = Py # &.

b) Probar que si h > % (es decir, si la recoleccién esta por encima del limite
méximo de sostenibilidad) y P(0) = Py > 0, la poblacién se comporta

P(t) = K(h-1) tan (00 T (h— Tf))

siendo

K K (h— &
90:((1}0—2) %

Estudiar el comportamiento a largo plazo de la poblacién.

Problema 38. Muchas de las constantes que aparecen en los modelos de pobla-
ciones, tanto en el exponencial como el logistico, pueden considerarse variables
con el tiempo. Este fenémeno tiene su interpretacion en cada caso.

a) Supongamos que en el modelo exponencial sustituimos la constante de
proporcionalidad por el factor ce™?*, con a > 0. Este factor sugiere que el
crecimiento de la poblacién, en el supuesto de que o > 0, se va haciendo
mas lento con el paso del tiempo. Determinar la soluciéon del problema de

valores iniciales
dP
— =ae VP,
dt

P(ty) = Po.
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Analizar el comportamiento a largo plazo de la solucién.!”

b) Supongamos que en el modelo logistico cambiamos la constante de propor-
cionalidad por la funcién asen(wt). La introduccién de esta funcién nos
permite analizar un crecimiento poblacional en el que intervienen factores
estacionales. Determinar la solucion del problema de valores iniciales

dP P
e asen(wt)P (1 - Poo) ,
P(ty) = P.

Dibujar algunas gréaficas de la solucién con una conveniente eleccién de los
parametros.

¢) Tomemos en el modelo logistico el tope de poblacién admisible, P, de la
forma ae~t. Este factor reflejard un deterioro progresivo del entorno de la
poblacién. Obtener la solucién del problema de valores iniciales

dpP P
& _kp(1-
dt b < aet> ’

P(to) = Py.

(Para intentar resolver este problema de valores iniciales puedes hacer el
cambio de funcién P(t) = e tw(t).)

2.7.2. Descomposiciéon radiactiva y datacién con carbono
radiactivo

Si una molécula tiene tendencia a descomponerse espontaneamente en mo-
léculas menores, a un ritmo no afectado por la presencia de otras sustancias,
es natural suponer que el nimero de moléculas que se descompondran en una
unidad de tiempo, serd proporcional al nimero total presente. Una reaccién
quimica de este tipo se denomina reaccion de primer orden y, si x(t) denota la
cantidad de sustancia presente en un instante, se modeliza mediante la ecuacion

diferencial
dx

dt
con k > 0. La constante k se denomina tasa de decaimiento. La reaccién de
primer orden que se conoce es la descomposicion radiactiva.

La ecuacién anterior es la pieza fundamental en el proceso de datacion con
carbono radiactivo o datacion con ™C desarrollado a principios de los afios
cincuenta del siglo pasado por el quimico estadounidense W. F. Libby y por
lo que recibié el premio Nobel de Quimica en 1960. De un modo breve, los

—kx

)

17Este tipo de ecuaciones también suelen denominarse ecuaciones de Gompertz o ecuaciones
de tipo Gompertz. Modelizan el crecimiento en laboratorio de un tumor al que se suministran
recursos ilimitados. Resulta sorprendente observar que a pesar de ello su crecimiento se esta-
biliza.
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hechos y los principios involucrados son estos: el *C' se produce por el choque
de los neutrones de los rayos cosmicos con el nitrogeno de la atmosfera. Ese
14C se convierte en diéxido de carbono que, a su vez, se mezcla, por accién
del viento, con el diéxido de carbono presente en el aire. Puesto que el C
formado se descompone continuamente en nitrégeno, su proporcién con respecto
al carbono ordinario (12C') ha alcanzado, desde hace mucho tiempo, un estado de
equilibrio. Todas las plantas que respiran aire incluyen esa proporcién de “C
en sus tejidos, del mismo modo que los animales que consumen esas plantas.
Esta proporcién permanece constante mientras el animal o la planta vive. Sin
embargo, al morir, los distintos organismos dejan de absorber *C mientras que
la descomposicién de éste no se interrumpe. Mediante la medicién del nivel
actual de *C en un objeto elaborado a partir de organismos vivos y conociendo
los niveles habituales de (' en dichos organismos, se puede datar la edad del
objeto. El procedimiento exacto se analiza en el Problema 42. La fiabilidad
del método se ha verificado analizando objetos cuya antigiiedad es conocida
de manera independiente (muebles de tumbas antiguas, fragmentos de secoyas
gigantes, etc.). El proceso se ha mostrado eficaz en la datacién de piezas de no
mas de 50000 anos.

Problema 39. Se llama vida media de un elemento radiactivo, y la denotaremos
por 7, al tiempo necesario para que una cantidad inicial dada se reduzca a la
mitad. Probar que
log 2
k

Si en 25 afios se ha desintegrado un 1,1 % de una sustancia radiactiva, jcudl es
la vida media de la sustancia?

Problema 40. ;Qué porcentaje de una sustancia radiactiva quedarda después
de 100 anos si su vida media es de 1000 anos?

Problema 41. El fésforo radiactivo, con una vida media de 14,2 dias, se uti-
liza como trazador en estudios bioquimicos. Después de un experimento con 8
gramos de este tipo de fosforo, los investigadores deben almacenarlo de manera
segura hasta que sélo queden 1075 gramos. ;Cuénto tiempo deben guardar los
recipientes?

Problema 42. En 1950 se utiliz6 un contador Geiger'® para medir la tasa
de desintegracién del *C de un trozo de carbén vegetal encontrado en una
cueva de cerca de Lascaux (Francia), donde hay murales con pinturas rupestres.
El contador registré aproximadamente 1,69 desintegraciones por minuto y por
gramo de carbono, en tanto que para el tejido vivo (la madera del drbol que se
utilizé para obtener el carbén vegetal) este valor es de 13,5. Veamos cémo datar
las cuevas de Lascaux con estos datos.

En cualquier organismo vivo la cantidad de *C' y la cantidad de carbono
en las células es la misma que en el aire. Después de que muere un organismo

18Un aparato que mide la radiactividad de determinadas sustancias, contando mediante
impulsos eléctricos el nimero de particulas o y 8 emitidas.
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cesa la ingestion de C'Os y so6lo prosigue la desintegracion radiactiva. Se sabe
que la vida media del '*C es de 5568 afios. Supongamos que ¢(t) es la cantidad
de ' por gramo de carbono en el instante ¢ en la muestra de carbén vegetal.
Consideremos que este instante corresponde a t = 0y que t = T < 0 es el
instante en que se quemdé la madera. Se supone claro que ¢(t) = ¢(T) para
t<T.

a) Supongamos la cantidad de *C por gramo de carbono en la muestra, en
t =0, es go. Comprobar que en el intervalo T < t < 0, ¢(¢) es la tnica
solucion hacia atras en el tiempo del problema de valores iniciales

dg _

dt
q(0) = qo.

71{7(13

b) Resolviendo el problema de valores iniciales del problema anterior, obtener
que

_ !

/
T
T— loqu: T q'(T)

k%% T log2 ®q(0)

donde g7 = ¢(T), k es la tasa de desintegracién y 7 la vida media para el
140-

(2.9)

¢) Sabiendo que la lectura del contador de Geiger en un instante ¢ es pro-
porcional a ¢'(t), la tasa de decaimiento de los niicleos radiactivos en una
muestra, usar todo lo que hemos desarrollado para datar las cuevas de
Lascaux.

Problema 43. Sea p la proporcién de '*C restante en una muestra actual de
un organismo que murié en un instante ¢t = 7" < 0, donde suponemos que ¢ = 0
es el momento actual. Probar que en ese caso

1

T
k

log p.

Problema 44. La datacién con ™C es un proceso extremadamente delicado.
Supongamos que se sabe que la proporcién de C en una muestra se mueve
en el rango 0.99p a 1.01p. ;Cudl es el intervalo de posibles dataciones de la
muestra?

Problema 45. En el ano 1988 tres laboratorios independientes ubicados en
Arizona, Oxford y Zurich, dataron la denominada Sdbana Santa de Turin. A
partir de fibras extraidas de la reliquia obtuvieron que el nivel de ™C en ella
era un 92 % del nivel correspondiente al organismo vivo.'? ;Es la Sdbana Santa
realmente el sudario de Jesucristo?

19Estamos hablando de fibras de lino.
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Figura 2.26: Una imagen de la Sdbana Santa de Turin tomada de la Wikipedia.

Problema 46. En el ano 1947, cierta coleccién de papiros que incluia la ver-
sién manuscrita mas antigua del Antiguo Testamento fue hallada junto al mar
Muerto. La coleccion recibe el nombre de Manuscritos del mar Muerto o Rollos
de Qumrdn (llamados asi por haberse encontrado los rollos en una gruta situada
en Qumran). La funda de lino que contenia el libro de Isafas fue datada en 1994
usando técnicas de *C. Las mediciones efectuadas indicaron que el nivel de '*C
variaba entre el 75 % y el 77 % del '*C inicial. ;Cual es el intervalo de fechas en
que posiblemente fue escrito el papiro??°

Figura 2.27: Una imagen de los Manuscritos del Mar Muerto, conservados en
Israel. Se trata, en concreto, de las columnas 2-4 del denominado Manual de
disciplina.

Problema 47. El crdneo de Olduvai: datacion con potasio, argon y calcio.?! El
desfiladero de Olduvai, en Tanzania, corta flujos y cenizas volcénicas, asi como

20La cantidad de ejemplos que se han analizado con C es inmensa pero desgraciadamente
nuestro espacio en estas notas es finito. Por esta razén se nos quedan fuera ejemplos tan
interesantes con la datacién del conjunto prehistérico de Stonehenge o la certificaciéon de que
la Tabla del Rey Arturo existente en Gran Bretana es tan falsa como la Sdbana Santa.

21Existen diversos procedimientos de datacién basados en la descomposicién de sustancias
quimicas. En el libro “Ecuaciones diferenciales y aplicaciones” de M. Braun se analiza la
datacién basada en la desintegracién de isétopos radiactivos de polonio y radio. El proceso se
aplica, en el citado libro, a la deteccién de falsificaciones de obras de arte.



El craneo de Olduvai hallado
en 1959 fue el primer resto
fésil de la especie de homini-
dos denominada Paranthro-
pus boisei y aparecié en el
registro fosil correspondiente
a sedimentos del Pleistoceno.
La imagen inferior muestra
una recreacién de un homini-
do de esta especie.
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depositos sedimentarios. Es un yacimiento arqueolégico de huesos y artefactos de
los primeros hominidos, considerados, por algunos arquedlogos, los precursores
del hombre actual. En 1959, se descubrieron un craneo de hominido fosilizado y
herramientas de piedra primitivas de gran antigiiedad. El método de datacion
con C resulta inapropiado en estos casos, y se procedié a realizar la data-
cién basandose en los estratos volcénicos situados encima y debajo de la zona
del hallazgo. El método utilizado se basa en la desintegracién del potasio (K)
en argén (Ar) y calcio (Ca). En este caso se trata de un proceso de acumula-
cién, lo contrario que para el C. Procedemos, a continuacién, a describir su
funcionamiento.

El K experimenta una desintegracion radiactiva a 4°Ar y a 4°Ca en tasas
proporcionales a la cantidad de potasio presente, pero con distintas constantes
de proporcionalidad ky y ko. El diagrama de cajas que aparece a continuacion
ilustra esta situacion.

ky Argén 40

Potasio 40

ko Calcio 40

El modelo para este proceso de desintegracién radiactiva puede describirse en
términos de las cantidades K(t), A(t) y C(t) de potasio, argén y calcio en una
muestra de roca. La ley de equilibrio nos lleva el sistema

K' = —(ki + ko) K,
A = kK,
C' = kK,

donde el tiempo avanzard, en nuestro problema particular de Olduvai, desde el
instante en que se depositaron las cenizas volcénicas alrededor del craneo.??

a) Resuelve el sistema anterior en términos de k; y ko. Si anadimos las con-
diciones iniciales K(0) = Ko y A(0) = C(0) =0, jpor qué se tiene que

K(t)+ A(t) + C(t) = Ky

para todo ¢ > 07 Analiza el comportamiento a largo plazo de las tres
sustancias.

b) Laedad T del estrato volcanico es el valor actual de la variable temporal ¢,
puesto que la desintegracién del potasio comenzé cuando se sedimento el

220bservad que estamos suponiendo que el 49 Ar y 49Ca, también radiactivos, se descompo-
nen en otros elementos en periodos de tiempo lo suficientemente grandes como para considerar
que esencialmente no existe pérdida de ellos en el intervalo de tiempo involucrado.
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material volcanico. Esta edad se determina a partir de la proporcion entre
argén y potasio en una muestra. Prueba que dicha proporcién es

A _ kl (6(k1+k2)T - 1)

K k1 + ko

¢) Cuando se hicieron las mediciones reales en la Universidad de California,
en Berkeley, se estim6 que la edad del craneo de Olduvai era T = 1,75
millones de afios. Sabiendo que k; = 5.76 x 107!! por afio y que ky =
4,85 x 10719 por afio, determina la proporcién medida A/K.

2.7.3. Problemas sobre ecuaciones en variables separadas
y ecuaciones homogéneas

Problema 48. Ecuaciones reducibles a ecuaciones de variables separadas. Con-
sideremos la ecuacién
' = flax + bt + ¢).

Probar que el cambio de funcién z = ax+bt+c transforma la ecuacién propuesta
en otra de variables separadas. Aplicar esta técnica para resolver las ecuaciones

a)x’ =sen’(t—x+1) y b)e %(a' +1)=te.

Problema 49. Una caracterizacion para ecuaciones de variables separadas. Sea
f(t,x) una funcién no nula de clase C2. Probar que la ecuacién ' = f(t, ) es
de variables separadas si y sélo si

% (f(tl,x)(w> -

Problema 50. Una caracterizacion para ecuaciones reducibles a ecuaciones de
variables separadas. Sea f(t,x) una funcién de clase C2. Probar que la ecuacién
2’ = f(t,x) es del tipo 2’ = g(at + bz + ¢), para una cierta funcién g y para
constantes reales a, b y ¢, si y sélo si la funciéon

of(t,x)

_ 0
ulh2) = 760y

ox

u(tl,x) ((augf))z - (W)? =0

Problema 51. Determinar la forma de la trayectoria del vuelo de un ganso que
vuela hacia su nido a una velocidad constante b. Suponer que sopla un viento
del sudeste de magnitud b/v/2 y que el ganso parte de un punto al oeste del
nido situado a una distancia a del nido en linea recta. ;Llegara el ganso al nido?

satisface que
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Problema 52. Sean «, 5y v niimeros reales no nulos. Consideramos la ecuacion
diferencial
1 (20
=t h( = ).
tOL

a) Determinar una condicién sobre «, 5y v que nos permita asegurar que al
aplicar el cambio de funcién z = w” a la ecuacién propuesta se transforma
en una ecuaciéon homogénea.

b) Utilizando el apartado anterior, determinar la solucién general de la ecua-
cion
= — 2ty .
t+x

Problema 53. Ecuaciones diferenciales reducibles a homogéneas. Considere-
mos las ecuaciones del tipo

, axr + bt + ¢
= _ . 2.10
v f<a1$+b1t+01> ( )

a) Probar que si ab; —ba; # 0, entonces existen constantes h y k tales que el
cambio de variable y funcién x = Z + h, t = t + k, transforma la ecuacién
(2.10) en una ecuacién diferencial homogénea.

b) Probar que si ab; — ba; = 0, entonces el cambio de funcién z = ax + bt
transforma (2.10) en una ecuacién de variables separadas.

Aplicar estos métodos para resolver las ecuaciones siguientes:

—r+t+1 , r+t+3 , T—t—1

!
= b = = .
)2 = )T = wre 97

r—1t—3
Problema 54. Ecuaciones homogéneas generalizadas. Se denominan asi las
ecuaciones del tipo
x
F (am’) =0.
t

Para resolverlas supondremos que la curva F'(«, 8) = 0 admite una parametri-
zacion de la forma

a=uafs), B=p(s), sel.
Efectuando el cambio
z=a(s)t y @ =B(s)

determinaremos una solucién paramétrica de la ecuacién. Usando que 2’ = ((s)
obtendremos que

de dxdt dt
& drds PGy
Derivando respecto a s la igualdad = = «(s)t llegamos a que
d dt
- a(s)— + ' (s)t.

ds ds
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Figura 2.28: En azul se muestran algunas curvas de la familia propuesta en el
Problema 56. Las curvas en rojo son las trayectorias ortogonales solicitadas.

Identificando estas ecuaciones llegamos a la ecuacién de variables separadas

dt ta/(s)

s~ B(s) —a(s)
de donde obtendremos t = t(s), y la expresién para x serd x = a(s)t(s).
Aplicar esta técnica para resolver las ecuaciones

a) (tr')> =t>+2% y b) (ta))? =t> 2%

2.7.4. Problemas geométricos
Problema 55. Hallar las trayectorias ortogonales a las familias de curvas

a)x=at’, b)z=Ce, c)tr=0C, d)z*(C—t)=1t3 e)t>—2a®>=Ct

Problema 56. Determinar las trayectorias ortogonales a la familia de curvas
4z 4+ Ty = cx®/*. La familia de curvas y sus trayectorias ortogonales pueden
verse en la figura 2.28.

Problema 57. Hallar el valor de n para que las curvas t" — ™ = ¢ sean las
trayectorias otogonales de la familia de curvas

t

r=-——.
1—bt

Problema 58. Hallar las trayectorias ortogonales a la familia de cardioides

dada en coordenadas polares por r = ¢(1 + cosf). En la figura 2.29 se muestra

la familia de cardioides y sus trayectorias ortogonales.
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Figura 2.29: El dibujo muestra en azul la familia de curvas propuesta en el
Problema 58, cada una de esas curvas se denomina cardioide. En rojo se han
trazado las trayectorias ortogonales, que forman otra familia de cardioides pero
girada 180° respecto de la anterior.

Problema 59. Consideramos la familia de curvas (2a — t)z? — 3 = 0.
a) Determinar la ecuacién diferencial que satisface la familia de curvas.
b) Encontrar la familia de trayectorias ortogonales.

La familia de curvas y sus trayectorias ortogonales se muestran en la figura 2.30.

U0

1

Figura 2.30: En gradacién de azul se muestran algunas curvas de la familia
propuesta en el Problema 59 (cada una de ellas tiene dos ramas). Las curvas en
gradacién de rojo son las trayectorias ortogonales solicitadas.
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Figura 2.31: En rojo algunos de los caracoles de Pascal del Problema 60, trazados
tomando b = 4, y en azul sus trayectorias ortogonales.

Problema 60. Para cada b > 0 fijo, los caracoles de Pascal son la familia
uniparamétrica de curvas descrita por a(z? +y?) —bx = /22 + 32, con a € RT.

Utilizando coordenadas polares, obtener la familia de trayectorias ortogo-
nales a los caracoles de Pascal. Dar la expresion de la familia de curvas en
coordenadas rectangulares. La figura 2.31 muestra, para b = 4, en rojo algunos
caracoles de Pascal y en azul sus trayectorias ortogonales.

Problema 61. Si ¢ es una constante positiva y a un parametro positivo, en-

tonces
2 2

2ta-a!
es la ecuacién de la familia de todas las elipses (si a > ¢), o bien hipérbolas
(si @ < ¢), con focos en los puntos (+¢,0). Probar que esta familia de conicas
confocales es auto-ortogonal.

Problema 62. Determinar las trayectorias isogonales de dngulo 7/4 a la familia
de circunferencias ¢ + 22 = C.

Problema 63. Determinar las trayectorias isogonales de dngulo 7/4 a la familia
de curvas t2 — 2tx — 2% = C.

Problema 64. Supongamos un sistema de coordenadas cartesianas OXY y la
familia de circunferencias con centros en el eje OX y pasando por O. Determi-

nar la familia de trayectorias isogonales de dngulo o € (O, g) a dicha familia
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de circunferencias. La circunferencias propuestas y dos familias de trayectorias
isogonales se muestran en la figura 2.32.

= o

/A

X

Figura 2.32: En rojo la familia de circunferencias del Problema 64, en azul las
trayectorias isogonales de dngulo 7/3 y en verde las correspondientes a 7/10.

Problema 65. Determinar las trayectorias isogonales de éngulo o € (0, 7) a la
familia de lemmniscatas (12 + 22)? = a?(t? — 2?).

Problema 66. Determinar la familia de trayectorias ortogonales a un familia
de circunferencias de radio constante centradas sobre una recta. La figura 2.33
muestra las circunferencias de la familia de circunferencias (de hecho, sélo la
mitad de cada una de ellas) y sus trayectorias ortogonales.

Figura 2.33: El dibujo muestra en azul la familia de circunferencias del Problema
66. En rojo se han trazado las trayectorias ortogonales.
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Problema 67. Determinar la familia de trayectorias ortogonales a la familia
de curvas z(x? + y?) + c¢(2? — y?) = 0. La familia de curvas y sus trayectorias
ortogonales se muestran en la figura 2.34.

11 Ll

I LA

Figura 2.34: En azules la familia de curvas dada en la Problema 67 y en rojos
la familia de trayectorias ortogonales.

Problema 68. Los bifolium regulares son curvas dadas por la ecuacién car-
tesiana (22 + y?)? = 4ax?y, donde a es un cierto pardmetro. Determinar las
trayectorias ortogonales a los bifolium en coordendas cartesianas. En la figura
2.35 se muestran la familia de curvas dada y sus trayectorias ortogonales.

Figura 2.35: En negro los bifolium del Problema 68 y en rojo sus trayectorias
ortogonales.
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Problema 69. Sean n y k enteros positivos tales que 1 < k < n. Determinar
las trayectorias ortogonales a la familia de curvas (2 + y?)" = C2?*. En la
figura 2.36 se muestran la familia de curvas y sus trayectorias ortogonales para
n=Tconk=1,...,6.

Figura 2.36: De izquierda a derecha y de arriba a abajo, la familia de curvas
del Problema 69 (en azul) y sus trayectorias ortogonales (en rojo) paran =7y
k=1,...,6.
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Problema 70. Encontrar todas las curvas tales que en cada punto (z,y) el
segmento interceptado en el eje OY por la recta tangente tiene una longitud
igual a 2xy.

Problema 71. Hallar la familia de curvas para las que la longitud del segmento
de recta tangente comprendido entre el punto de contacto (z,y) y el eje OY es
igual a la del segmento interceptado en OY por la tangente.

Problema 72. Hallar la ecuacién de la familia de curvas y = f(x) tales que
el volumen que genera el trapezoide formado por la curva, el OX y las rectas
x =0y x =0, con b variable, al girar alrededor de OX es igual al del cilindro
generado por rotacién alrededor de OX de un rectdngulo de altura f(b)/2 y
cuya base es el segmento de extremos (0,0) y (0,b).

Problema 73. Determinar todas las curvas planas para las cuales el eje OY
biseca el segmento de recta tangente comprendido entre el punto de tangencia
y el eje OX.

Problema 74. Determinar todas las curvas planas para las cuales el segmen-

to de recta tangente interceptado por los ejes estd bisecado por el punto de
tangencia.

P=(x,y)

Figura 2.37: Esquema del movimiento del punto del Problema 75.

Problema 75. Un punto P se mueve en el plano OXY de tal forma que el
angulo a que forma la tangente a la curva de la trayectoria con el eje OX es el
triple del 4ngulo 8 que forma el radio vector del punto P con el eje OX (véase el
esquema en la figura 2.37). Determinar la ecuacién en coordenadas cartesianas
de la trayectoria del punto P. Resolver la misma cuestion cuando el dngulo «
sea cuatro veces el angulo f.

Analizar el caso general en que o = nf para un entero n > 3, usando
coordenadas polares.
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Figura 2.38: Curvas solucién del Problema 75 en el caso n = 4.

2.7.5. La tractriz circular

Como ya comentamos al estudiar la tractriz, la ecuacion de la tractriz circular
fue determinada por L. Euler.?? La tractriz circular se define como la curva
descrita, en su arrastre, por un objeto sujeto a una cadena de longitud dada,
cuando el extremo libre de la cadena (el que no sujeta al objeto) se desplaza
sobre una circunferencia. La circunferencia se denomina directriz. A lo largo de
varias cuestiones, procederemos a determinar la ecuacién de la tractriz circular.

Figura 2.39: El dibujo muestra el esquema para la determinacién de la ecuaciéon
de la tractriz circular.

23En un articulo de 1788 incluido en Nova Acta Academiae Scientiarum Imperialis Petro-
politanae II.
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Supongamos que la circunferencia directriz tiene radio a, y que la longitud de
la cadena es b. Siguiendo el esquema que aparece en la figura 2.39, supongamos
que inicialmente el extremo libre de la cadena se encuentra en el punto A (es
decir, que el segmento O A tiene longitud a) y que el extremo que sujeta el objeto
a desplazar se encuentra en B (por tanto el segmento AB mide b). Tras un giro
de dngulo 6 del punto A sobre la circunferencia, en que el extremo libre alcanza
la posicién A’; el punto B se habrd desplazado hasta el punto B’ = (z,y) de la
tractriz circular. Ademds, el segmento rectilineo A’ B’ serd tangente a la tractriz
circular en el punto B’, y el dngulo formado por este segmento con la horizontal
es m— (. A partir de la geometria de la situacion resulta sencillo comprobar que
el dngulo v = 27 — ZOA’'B’, puede reescribirse como v = w + 3 + 6.

Problema 76. Siguiendo la notacion precedente, probar que
(z,y) = (acosf + beos f,asend — bsen f3).
(Notar que el vector OB’ es la suma de los vectores OA’ y A'B’.)

Problema 77. Usando que 8 = (0) y, evidentemente, que z = z(0) e y = y(0),
obtener la ecuacién diferencial

b—je =acos(f+ p)
y transformarla en
dry
-1
20 pCosy

mediante el cambio de funcién v = 7 + 6 + 8 y escribiendo a/b = p.

Problema 78. Denotando o = arccos(b/a), probar que si p > 1,

sen (O‘*'Y)

0 = cot alog aTJrv
T)

sen (

para v € [m,2m — «) (notar que para 6 = 0 se tiene v = 7). En la figura 2.40 se
muestra la tractriz circular para p > 1.

Problema 79. Probar que si p =1,

0 = — cot (%)

para 7 € [, 2m). La tractriz circular en este caso se muestra en la figura 2.41.
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Figura 2.40: A la izquierda vamos mostrando distintas posiciones de la cadena
y, en azul, la curva que va trazando el punto arrastrado en el caso p > 1 (a > b).
A la derecha, la tractriz circular completa que se obtiene al tomar v € («, 27 —
a). Observar que la curva se va aproximando a una circunferencia (que hemos
trazado en verde) cuyo radio es v/a? — b%. Serfa una interesante cuestién intentar
probar este hecho. Se ha tomado a = 2.7 y b = 2.5 en ambas imagenes.

Figura 2.41: A la izquierda vamos mostrando distintas posiciones de la cadena
y, en azul, la tractriz circular que va trazando en el caso p =1 (a = b). A la
derecha la curva completa que se obtiene al tomar v € (0,27). Las imdgenes se
han realizado tomando a = b = 1.

Problema 80. Probar que si p < 1,

0= L 2 arctan 1i)tam <1) + 2k + D)
1—p? 1-p 2

para~y € [(2k+ 1), (2k+3)7) y k > 0, suponiendo que §((2k+1)7) = %.24
—p

Las figuras 2.42 y 2.43 muestran diversos casos de la tractriz circular para p < 1.

24Notar que este hecho estd indicando que cada rotacién completa del dngulo v produce

un giro de amplitud —2= = en el dngulo 0. Asf mismo, si suponemos las coordenadas polares
—p

de la curva (z,y) = (r(¢)cosd,r(¢p)sen ), el giro completo de dngulo ~, supondra para ¢
una variacién igual a la de . Por tanto la tractriz circular sélo serda una curva cerrada si
1 _ b _p . g
= = Vi —a? = bara ciertos enteros positivos p y ¢ tales que p > q.

1-p
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Figura 2.42: En la imagen se muestran distintas posiciones de la cadena y, en

azul, la tractriz circular que va trazando en el caso p < 1 (a < b). Los valores

de los parametros en el dibujo son a = %6 yb=1.

’.‘.‘.‘.‘\

M ——
N —

N\

=

' oa g

” o o
; ’/”,T .“\‘

///‘ ‘ ! i ‘.:::,"“0”. /}

Figura 2.43: En la imagen otros dos casos de tractriz circular. Los valores de
los parametros son a = —ng’ y b=1 (alaizquierda) y a = # yb=1(ala

derecha). Observar que en este ultimo caso no se trata de una curva cerrada.

2.7.6. Problemas sobre vaciado de recipientes

Supongamos un recipiente lleno de algin tipo de fluido, con un pequeno
orificio abierto en su parte inferior por el que se escapa el contenido. Sea h(t)
la altura del fluido en el recipiente en un cierto instante ¢. La ley de Torricelli
establece que la velocidad a la que sale el fluido del recipiente es igual a la
velocidad de una particula que cae libremente y sin rozamiento desde una altura
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h. Es facil comprobar?® que la ley de Torricelli puede expresarse como v = /2gh.
Resulta evidente, por otra parte, que

Variacion del volumen en un intervalo de tiempo

= —Cantidad de liquido expulsado del recipiente en ese mismo tiempo.
(2.11)

La variacién del volumen es la derivada del volumen, V', con respecto al tiempo.
Si A(h) denota el drea de la seccién del recipiente a altura h, se verificard que

Supongamos que el volumen es funcién de la altura y esta, a su vez, es funciéon
del tiempo (véase un razonamiento similar en la nota anterior a pie de pagina).
Tendremos que

AV _dvdh o dh

dt dh dt dt
Si suponemos que en un pequeno intervalo de tiempo At se produce un pequena
variacion en la altura del fluido, que denotaremos por Ah, podemos considerar
que la cantidad de fluido expulsado del recipiente es igual al volumen de un
cilindro de altura Ah y con base de area a; es decir, el volumen expulsado
del recipiente serd?® aAh, y la variacién instantdnea por unidad de tiempo
podra expresarse como

(2.12)

a% = av = a\/2gh, (2.13)

25En efecto, por la segunda ley de Newton, el movimiento de la particula ocurre con acele-
racién constante, igual a la de la gravedad. Es decir,

dv

— =y
dt

Supongamos ahora que la aceleracién es funcién de la altura, h, y ésta, a su vez, es funcién

del tiempo; es decir, tenemos un esquema del tipo

t«—v—h—t.

Es claro que iszt) = %% = vg—;, teniendo en cuenta que la velocidad es la derivada de la
altura respecto del tiempo. Por tanto, la velocidad de la particula en funcién de la altura

serd la solucién de la ecuacion
dv
v— = m.

dh
Esta ecuacién es de variables separadas y su solucién general es

vZ2 =2mh+C.

Dado que la velocidad es nula al comenzar el moviento, concluimos que C' = 0 y de este modo
v = +/2gh.

26En realidad ciertas observaciones experimentales sugieren que la base del cilindro no se
corresponde exactamente con el orificio, se produce un pequeno estrechamiento dependiente
de la forma del borde del orificio. Teniendo en cuanta este hecho, el volumen desalojado
en el intervalo At seria ¢paAh, donde 0 < ¢ < 1 es un pardmetro que nos informa sobre el
estrechamiento que se produce en el cilindro de fluido expulsado. Para bordes agudos o afilados
se debe tomar ¢ = 0.62 y para bordes redondeados ¢ = 0.97. Por simplicidad, en nuestro caso
suponemos ¢ = 1.
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Figura 2.44: Recreacion del funcionamiento de una clepsidra.

donde hemos usado la ley de Torricelli para la velocidad. Ahora reuniendo (2.11),
(2.12) y (2.13), deducimos que la altura del nivel del fluido en el recipiente viene
descrita por la solucién de la ecuacién

dh

Apliquemos esta tltima expresiéon para resolver, a continuacion, diversos pro-
blemas de vaciado de recipientes.

Problema 81. (Tomado literalmente del libro de F. Simmons, Ecuaciones dife-
renciales con aplicaciones y notas histdricas, McGraw-Hill, 1977.) La clepsidra,
antiguo reloj de agua, era un tazén de agua del que se dejaba salir el agua por
un orificio hecho en el fondo. Con frecuencia se usaba en las cortes griegas y
romanas para medir el tiempo de los discursos de los letrados, a fin de evitar
que hablaran demasiado.?” Encuéntrese la forma que debe tener una clepsidra,
para que el nivel del agua disminuya a un velocidad constante.

27La antigua clepsidra permite a Antonio Machado expresar el paso del tiempo de un modo
casi tragico:

XXI

Daba el reloj las doce... y eran doce
golpes de azada en tierra...
... iMi hora! -grité-... El silencio
me respondié: -No temas;
ti no veras caer la ultima gota
que en la clepsidra tiembla.

Dormiras muchas horas todavia
sobre la orilla vieja,
y encontrards una mafiana pura
amarrada tu barca a otra ribera.

Se trata de una estrofa del poema Del camino de la obra Soledades, galerias y otros poemas,
1907.
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Problema 82. Un recipiente semiesférico de radio R, lleno inicialmente de
agua, se vacia al practicar en el fondo un pequeno agujero circular de radio 7.
Determinar el tiempo necesario para vaciar el recipiente.

Problema 83. Un recipiente cilindrico con base circular de radio R y altura H,
lleno inicialmente de agua, se vacia al practicar en el fondo un pequeno agujero
circular de radio r. Determinar el tiempo necesario para vaciar el recipiente.

Problema 84. Dos recipientes llenos de agua, con orificios idénticos en sus
fondos, se vacian en el mismo tiempo. Uno de ellos es cilindrico con base circular
de radio R, y el otro es un cono invertido de base circular del mismo radio. Si
la altura del recipiente cilindrico es h, jcudl es la altura del cénico?

Problema 85. Un recipiente cilindrico con base circular de radio R y altura h
lleno de agua tiene un orificio de radio r, cerrado por un diafragma, en el fondo.
Cuando el diafragma comienza a abrirse, su radio de abertura es proporcional al
tiempo transcurrido desde que empezo6 a abrirse. Si T es el tiempo que tarda el
diafragma en abrirse completamente, calcular la altura del agua en ese instante.



Capitulo 3

Ecuaciones diferenciales
exactas

3.1. Ecuaciones diferenciales exactas

Es sencillo observar que podemos resolver cualquier ecuacién que se pueda
escribir de la forma J
—V(t,xz) =0, 3.1
SV(t,2) (3.)
donde suponemos que z = z(t). El teorema del valor medio permite escribir
inmediatamente la solucién general de la ecuacion, definida implicitamente por
la identidad

Vit,z) =C,

siendo C' una constante arbitraria. A la vista de esto, seria interesante disponer
de un método que nos permita saber cudndo una ecuacién diferencial de primer
orden puede escribirse en la forma (3.1). Esta cuestién no es, ni mucho menos,
trivial. Resulta sencillo ver que la ecuacion

, 1+ cos(t+ x) dx

1 t t — =
cos(t +7) <= 1+ cos(t +x)+ cos(t + x) 7 0

admite la reescritura J
%(t +sen(t+x)) =0

y que, por tanto, sus soluciones son las funciones
t+sen(t+z) =C =z =arcsen(C —t) — 1.
Sin embargo, ya no resulta tan obvio probar que

2t +x —sent dx
/I 2 _
x IR T —— < 2t +x —sent+ (3z —&—cosa:—&—t)—dt =0

115
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puede tomar la forma

d, .
%(x3+t2+tx+sen:1:+cost) =0

y que sus soluciones son las funciones definidas implicitamente por la ecuacién
22 +t> +te +senx + cost = C.

Desarrollando la derivada en (3.1), supuesto que x = x(t), se tiene que

oV(tx)  OV(te)dr _ e
ot or dt dt — {ta)’

si W = (. Este hecho motiva que demos la siguiente definicién.

Definicién 3. Sea la ecuacién
P(t,
A Y]
Q(t,z)
con P,Q € CY(D), siendo D un subconjunto de R? simplemente conexo,® y
Q@ # 0. Si existe una funcién V (¢, x) tal que
oV (t,x) oV (t,x)
ot Ox
diremos que la ecuacién diferencial dada es exacta. La funcién V' se denomina
funcién potencial.

= P(t,x) =Q(t, z)

Es claro que cualquier ecuacién exacta se podra reescribir en la forma (3.1)
y sus soluciones serén V(¢,2) = C.

Si se conoce la funcién potencial, por supuesto, ya se sabe que la ecuacién
es exacta. Sin embargo, lo que resultaria realmente ttil es saber cuando una

ecuacién es exacta sin haber determinado la funciéon potencial.

. /I P(t,z)
)

es exacta, resulta sencillo comprobar que

OP(t,z) 0Q(t,x)
or Ot

(3.2)

Para ello es suficiente observar que P, Q € C'(D) y que, entonces, las derivadas
parciales de segundo orden cruzadas de V' deben ser iguales.

La condicién (3.2) resulta ser, ademds de necesaria, suficiente para que la
ecuacién sea exacta. Veamos que cualquier problema de valores iniciales asociado

a la ecuacién diferencial 2’ = — ggi;, satisfaciendo (3.2), admite una solucién

Unica descrita en términos de una funcién potencial.

1Parece necesario dar una definicién rigurosa de este concepto aunque, esencialmente, de-
bemos hacernos a la idea de que se trata de un subconjunto de R? sin agujeros. Un conjunto
D se dice simplemente conexo si para cualquier curva cerrada v C D se verifica que el interior
de dicha curva estd completamente contenido en D.
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Teorema 2. Sean P,Q € CY(D), con D un subconjunto de R? simplemen-
te conexo, Q@ # 0 y satisfaciéndose la condicidn (3.2). Entonces, para cada
(to,x0) € D, el problema de valores iniciales

Pt
Q)
l‘(to) = X,

admite una unica solucion ¢: I — R, con I un intervalo de R tal que tg € I.
Ademds, la funcion x = ¢(t) estd definida implicitamente, en un entorno del
punto (to, zo), por la ecuacidn V(t,xz) = 0, donde

V(t,z) :/t P(s,x) ds+/r Q(to, s) ds.

Demostracion. Procederemos a construir la funcién potencial V (¢, z). Para que
sea una funcién potencial debe satisfacerse que % = P(t,z). Asi tendremos

que
t

V(t,z) = | P(s,x)ds+ ().

to

Si derivamos con respecto de x la identidad anterior y usamos la condicién (3.2),
resulta

M :8% (/t:P(s,x)ds) +M

ox dx
_ /tt 2 p(s,a)ds + 220
_ t: %Q(s,x) ds + dﬁf) — Q) — Qlto, ) + d‘flf).
Teniendo en cuenta la condicién % = Q(t, z), llegamos a que
—Q(to, ) + dﬁ—f) =0=yY(z) = / Q(to, s) ds.
o

Es decir,
t T
V(t,x) z/ P(s,x) ds+/ Q(to, s) ds.
to X0

Al calcular las distintas primitivas se han tomado los extremos de integracion
de la manera apropiada para que se satisfaga la condicién V(tg,z9) = 0. La
hipotesis sobre el dominio D permite calcular las integrales sin problemas. Vea-
mos que efectivamente la ecuacién V (¢, z) = 0 define la funcién x = ¢(t) solucién
del problema de valores iniciales propuesto. Para ello basta aplicar el teorema de
la funcién implicita a la ecuacién V(¢,2) = 0 en un entorno del punto (tg, zo).
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Por construccién, es claro que V € C%(D), V (tg, z9) =0y % =Q(t,x) £ 0.
Luego existe ¢: I — R, tg € I, tal que ¢(tg) = zo, V(t,0(t)) =0y

d 6, 0 ro
%V(t, #(t)) =0 = &V(ta o(t)) + %V(t, o(t))¢'(t) =0
i Pt 8(1)
= 90 ="Ge0)

O

Nota 1. La demostracion del teorema anterior nos estd dando un procedimiento
para el célculo de la funcién potencial. Omitiendo los extremos de integracion,

AV (t,x)
ot

de la condicién = P(t,x) tendremos que

V@@:/p@@ﬁ+wm

Entonces, derivando respecto de x esta igualdad y usando la condicién (3.2), la
funcion ¢ se determina a partir de la ecuacién

dﬁ?:@@mffgf@m@

Otro procedimiento analogo se puede obtener si comenzamos con la condicién

8‘/65;’96) =Q(t,z). Asi,

V(o) = [ Qo) de+ olt)
y la funcién ¢ se obtendra de la ecuaciéon

do(t) 0
—%r:PQM—/&Q@@M.

No hay que olvidar que la solucién general de la ecuacién diferencial exacta
vendra dada por V(t,z) = C.

Nota 2. Es frecuente que las ecuaciones exactas se presenten como 1-formas

. . . . < P(t
diferenciales igualadas a cero. Si la ecuaciéon x’ = — Q§ tg

que existe V (¢, x), con z = z(t), tal que %V(t,a:) = 0. Esto nos indica que el
diferencial total de V' (¢, x) es nulo; es decir,

es exacta sabemos

0 0
aV(t,x) dt + %V(t, x)dr =0,

o0, equivalentemente,
P(t,z)dt + Q(t,z) de = 0.

Veamos algunos ejemplos de resolucién de ecuaciones exactas.
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—_—==;
Figura 3.1: La imagen muestra algunas de las soluciones de la ecuacién exacta
del Ejemplo 10.

Ejemplo 10. Determinar la solucién general de la ecuacion

T
’ €

T tet + 2z
Es claro que P(t,z) = e” y Q(t,x) = te” + 2x. Asf,

0 0 .
%P(t, x) = pn (t,z) =e

y la ecuacidn es exacta. Obtengamos la funcién potencial. Integrando P(t, z) en
la variable ¢, tendremos

V(t,z) = /e”” dt +(x) = te® + P(x).

Ahora, usando que por una parte %V(t, x) = Q(t,z) = te® 4+ 2z y que por otra

9 _ . dP(x)
amV(t,x) = te” + o
obtenemos que
dv(z) =22 = ¢(z) = 2% + k.
dx

Con lo que V(t,z) = te® + 22 + k y la solucién general de la ecuacién serd
te® + 22 = C.

En la figura 3.1 se muestran algunas soluciones. <
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Ejemplo 11. Determinar la solucién general de la ecuacion
(senz — 2sent?sen 22)x’ 4 cost + 2t cos t* cos 2x = 0.

Reescribiendo la ecuacién como

, cost + 2t cost? cos 2z

senx — 2sen t? sen 2z

podemos considerar
P(t,z) = cost + 2t cos t* cos 2z y Q(t,z) = senz — 2sent? sen 2z.

Ademas,

0 0 5
%P(t,x) = aQ(t,x) = —4x cost” sen 2z.

Integrando P(t, z) respecto de la variable ¢, se cumplird que

V(t,z) = /P(t, x) dt +1p(x) = sent + sen t? cos 22 + ().

Ahora, de la relacién % = Q(t,z) deducimos que

¢ (x) =senx
y, por tanto, las solucién general buscada quedara definida implicitamente por
sent — cos x + sent? cos 2z = k.

Como puede verse en la figura 3.2, las curvas definidas implicitamente por la
ecuacion anterior producen un vistoso y singular tapiz cuando se pintan colo-
readas para distintos valores de la constante k. <

Ejemplo 12. Encontrar la solucién general de la ecuaciéon
1 t t t
——sen —dt + — sen —dx = 0.
x x x x

Es sencillo comprobar que

0 0 1 t t t
%P(um) = EQ(t,x) = —gsen— + 3 Co8 .

Entonces , ; ;
Vt,x) = / —gsen— dz + ¢(t) = cos - + o(t)

y ¢(t) = C. De esta forma la solucién general de la ecuacién es
t
cos— =C}
T

es decir, la familia de rectas x = kt. <
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Figura 3.2: Algunas curvas correspondientes a la solucién del Ejemplo 11. Se
ha tomado k € [—2,2] y para cada eleccién de k la curva estd coloreada con un
color distinto.

Ejemplo 13. Obtener la solucién del problema de valores iniciales

x t

dt = dt d

1—t222 + 1— 22 "0
z(a) =0,

con a # 0.
Teniendo en cuenta que
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3l
Figura 3.3: La imagen muestra la solucién del problema de valores iniciales del
Ejemplo 13 para distintos valores del pardmetro a. La curva en rojo que no

presenta una asintota en el origen es la correspondiente al valor a = 0, las
demds corresponden a distintos valores de a en el intervalo (0, 1].

se comprueba que

0 0 1+ 222
%P(t,x) = aQ(tx) S -2

Aplicando el Teorema 2 tendremos una tnica solucién para el problema de valor
inicial definida por V (¢, x) = 0, tomando

! x v a
V(t,x):/a (1—321;2_1) d8+/0 mds

Usando que [ % = argtanh z + C', tenemos que
V(t,x) = argtanh(tz) — (t — a)
y la solucién del problema sera

tanh(t — a
argtanh(tz) — (t—a) =0 =z = +)

i Por qué debemos considerar a # 07 En la figura 3.3 se muestra, para distintos
valores del parametro a, la solucién del problema de valores iniciales estudiado
en este ejemplo. <
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3.2. Una cuestion de 6ptica

El estudio de las propiedades de la luz ha mantenido una larga relacion con
las matemaéticas. La ley de reflexion de la luz es bien conocida desde la an-
tigiiedad. Recordemos que segtn esta ley el angulo con el que sale reflejado de
un espejo un rayo de luz es siempre igual al de incidencia. Este hecho sencillo
permitié a Diocles (240-180 a. de C.) probar, en su trabajo Sobre los espejos
ustorios,? la denominada propiedad focal de las pardbolas. Esta propiedad afir-
ma que cada rayo de luz que se refleja sobre un espejo parabdlico pasa por un
punto fijo. Este punto fijo fue bautizado bastantes anos més tarde como foco
del paraboloide. Mas adelante, en estas mismas notas, volveremos sobre esta
cuestion. De hecho analizaremos el problema inverso, probando que si un espejo
tiene tal propiedad, es decir, cada haz de rayos paralelo se refleja pasando por
un punto fijo, debe ser parabdlico. La suposicién de que los rayos sean para-
lelos se justifica pensando que son rayos solares y que su fuente de origen es
el punto del infinito. Si suponemos que la fuente de luz es un punto fijo finito
P, podemos plantearnos la siguiente generalizacién de la propiedad focal de las
parabolas: jpara qué curvas se verifica que cualquier rayo proviniente de P se
refleja a través de rectas concurrentes en un mismo punto? En estos momentos
esta cuestion queda fuera de nuestro alcance pero la abordaremos en un préximo
capitulo.

Nuestro interés ahora se va a centrar en estudiar la misma cuestiéon para la
refraccion de la luz. Mas exactamente, nos gustaria determinar la forma de una
lente de tal manera que todos los rayos emitidos por un foco emisor se refracten
a través de rectas concurrentes en un mismo punto.

Este problema lo planteé René Decarstes en La geometria y la solucién,
como veremos a continuaciéon viene dada por los denominados hoy dia dvalos de
Descartes. Dados dos puntos Py @ y dos constantes n y ¢, un dvalo es el lugar
geométrico de los puntos del plano, R, para los que se verifica la igualdad

d(P,R) +nd(Q, R) = c,

donde d(P, R) denota la distancia entre P y R. Los puntos P y @ se denominan
focos del 6valo. Resulta interesante observar que los casos n = 1y n = —1
se corresponden, respectivamente, con la elipse y la hipérbola. Descartes en su
trabajo prueba que los 6valos asi construidos refractan los rayos de luz emitidos
por un foco en rectas pasando por el otro. Sin embargo, no comprueba, como
efectivamente veremos, que se trata de las tinicas curvas con esa propiedad. La
pieza fundamental para probar este hecho es la denominada ley de refraccion de
Snell.

2La palabra ustorio no deja de ser extrafa para la mayoria de las personas. Una biisqueda
en el diccionario de la RAE nos informa de que procede de un término latino que puede
traducirse como el que quema y nos remite a la entrada espejo ustorio que define del siguiente
modo: espejo céncavo que, puesto de frente al sol, refleja sus rayos y los retine en el punto
llamado foco, produciendo un calor capaz de quemar, fundir y hasta volatilizar los cuerpos
alli colocados.

René Descartes, también lla-
mado Cartesius (de don-
de deriva el término carte-
siano), (1596-1650) fue un
filésofo, matematico y fisi-
co francés, considerado co-
mo el padre de la filosofia
moderna, asi como uno de
los nombres més destacados
de la revolucién cientifica. Su
obra fundamental es Discur-
so del método para dirigir
bien la razon y hallar la ver-
dad en las ciencias, publi-
cada en 1637. Esta obra va
acompanada de tres apéndi-
ces titulados La didptrica,
Los meteoros 'y La geometria.
Es en este ultimo donde in-
cluye su aplicacién del alge-
bra a la geometria y da lugar
a la denominada geometria
cartesiana.
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Figura 3.4: Refraccion de un rayo de luz al cruzar de un medio transparente a
otro en los que la luz se propaga con distinta velocidad.

Material complementario
La ley de de Snell

Un rayo de luz pasa de un medio transparente en el que su velocidad es
v1 a otro medio en el que su velocidad es vy, atravesando una superficie de
separacién (que puede formar parte material de uno de los dos medios). La
ley de refraccion de Snell establece una relacion entre el angulo de incidencia
de un rayo y su velocidad, con las mismas magnitudes del rayo refractado. La
suposicion de que la luz sigue la trayectoria que requiere de un menor tiempo,
conocida como principio del minimo tiempo de Fermat, proporciona una base
racional para obtener dicha relacion.

En la figura 3.4 se ilustra la modificacién de la trayectoria de un rayo de luz
que se desplaza de un punto A a un punto P con una velocidad v, y que adquiere
una velocidad vs, por el cambio de densidad del medio, que se mantiene hasta
alcanzar el punto B, atravesando una cierta superficie. Siguiendo la notacién
descrita en la figura 3.4, el tiempo total que necesita el rayo de luz para ir de A
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a B sera

_ d(A,P) N d(P,B) Va%+a? N Vb2 4 (c— )2
B V1 (%) - U1 (%] ’

T

Si suponemos que el rayo de luz puede seleccionar su trayectoria para minimizar
el tiempo en su recorrido desde A hasta B, se verificara que % =0, es decir,

T c—x sen o sen auip

= — s
viva? + 22 v /b2 + (¢ — 1)? vy U2

donde a1 y a9 son los denominados, respectivamente, angulo de incidencia y
angulo de refracciéon. Puesto que podemos considerar las velocidades vy y v
como constantes tendremos que

sen oy

sen auo

para una cierta constante n.

En el supuesto analizado hemos considerado que la superficie de separacion
era plana. En caso de tratarse de una superficie con una forma cualquiera, los
angulos de incidencia y de refraccién deben considerarse con respecto a la recta
normal en el punto donde incide el rayo de luz. De esta forma podemos enunciar
la ley de Snell del siguiente modo: la razon entre el seno del angulo de incidencia
de un rayo de luz sobre una determinada superficie de sepacion de medios y el
seno del angulo de refraccion, es constante para cada punto fijo de la superficie
de separacion.

Sigamos con la cuestién de Descartes sobre lentes. El esquema de la figura
3.5 nos servird para plantear el problema convenientemente. Supongamos que
un rayo de luz que parte de un cierto punto F’, de coordenadas (b,0) y tal
que b < oo, pasa por un punto P de una curva que marca el limite de dos
medios, y se refracta pasando por un punto fijo F' que situaremos en el origen
de coordenadas. Resulta sencillo comprobar que

b—
\/% vy cos/PFF=—""" _ (33)
ety

(b—)%+y?
La situacién que consideramos en el esquema se corresponde con la suposicion
0 < ZPF'F <3 y0</ZPFF' < 7. Ademés, supone que los puntos F'y I’
se encuentran en lados distintos de la curva que hace el papel de lente para los
rayos luminosos. En los restantes casos, aquellos en los que uno de los angulos
ZPF'F o ZPFF'" es mayor que 7 y el otro menor, no se va a producir el
fenémeno de refraccién pasando por el punto F exactamente, sino que los rayos
se refractaran a lo largo de rectas que confluyen en el punto F pero alejandose
de él. El procedimiento para analizar estas situaciones es analogo al que vamos

a realizar a continuacion.

cos /PFF' =
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F=(0,0)

F'=(b,0)

Figura 3.5: Esquema para la obtencién de un perfil de lente con la propiedad
deseada.

Siendo ¢ el dngulo que forma la tangente a la curva en el punto P con el eje
OX y 61 y 05 los dngulos de incidencia y de refraccién, respectivamente (véase
la figura 3.5), podemos deducir facilmente que

4PF'F:%—¢—91 y APFF’:¢+92—§
Ahora, usando (3.3), tenemos que
b—=x

sen(¢ +6,) = cos /PF'F = —————
(¢ +01) ST

x

Vaz+y?

Ademds, de las suposicion 0 < ZPF'F < 5 y 0 < ZPFF’ < § deducimos que
0<p+6; < g y g < ¢+ 0y < 7y, por tanto

sen(¢ + 03) = cos /ZPFF' =

cos(¢ + 01) = m y cos(¢ + ba) = _J%Ty?

Ahora podemos aplicar la ley de Snell. En efecto, para una constante n, que
serd el cociente de las velocidades en los dos medios que se suponen separados
por la curva, se cumple que

_senf _ sen(¢ + 61)cos$ — cos(¢ + 0;) sen ¢
~senfly  sen(¢ + 6s) cos d — cos(¢ + ) sen ¢
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b—x _y Yy
V(b — ) + 32 V(b — )2 442
T Ly 7 )
Va2 4 y? Va2 4 y2
3

si sustituimos tan ¢ = y’. Una sencilla manipulacién® nos da la ecuacién dife-
rencial

nx B b—x
, o Vrr+yr -2+ Play)
v ny Y T Qxy)

+
Vaz+yr o (b—a)? +y?
Teniendo en cuenta que

OP(z,y) _ 0Q(r.y) _ ( na b—a > |

oy o T@ R ()R

concluimos que se trata de una ecuacion exacta y procedemos a calcular su
funcién potencial. Puesto que

/ P(z,y) dz = nv/22 + 2 + Vb — D2 + 52 + 0(y),

usando la expresion de Q(x,y) obtenemos que ¢(y) = C'y, por tanto, las solu-
ciones de la ecuacién diferencial son las curvas

n\/$2+y2+\/(b—:p)2+y2:c;

es decir, son 6valos de Descartes con focos F'y F”.

Las lentes buscadas deben tener el perfil descrito por évalos de Descartes. La
figura 3.6 muestra dos casos de los évalos y el comportamiento de los rayos de luz
al atravesarlos. A la izquierda aparece el caso en el que los focos estdn en distinto
lado de la lente y a la derecha un caso en el que ambos focos se encuentran en el
mismo lado. Las lentes solicitadas se obtendran como superficies de revolucién
generadas a partir de los évalos.

3.3. Una acrobacia aérea

En este ejemplo aplicaremos la técnica de las ecuaciones diferenciales exac-
tas para analizar una acrobacia aérea. En concreto nos interesaremos por la
velocidad y la pérdida de altitud de una avioneta que estd cayendo en picado
e intenta recuperar la posicién horizontal.* Antes debemos, sin embargo, hacer

. A —xb _ _
3La inversa de la funcién f(z) = g esf (z) = e
4E] ejemplo estd tomado del libro Introduction to Ordinary Differential Equations de S. H.

Saperstone, editado por Brooks/Cole Publishing Company en 1998, aunque la fuente original

es el articulo A model for predicting aircraft altitude loss in a pull-up from a dive, SIAM Rev.,

1988, pags. 625—628.
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Figura 3.6: Dos ejemplos del comportamiento de los rayos de luz al atravesar
lentes cuyo perfil son 6valos.

una pausa para la mejor comprension del planteamiento de las ecuaciones que
nos apareceran.

Material complementario
Coordenadas intrinsecas de la aceleracion

Supongamos que una particula en movimiento en el plano se desplaza a lo
largo de una curva de tal forma que en cada instante su posicion viene dada por
r(t) = (x(t),y(t)). Veamos que en cada instante la aceleracion puede expresarse
en términos de dos vectores unitarios T y N, donde T es el vector tangente a
la trayectoria en el instante t y N su vector normal, dirigido hacia el centro de
curvatura de la trayectoria. En concreto, vamos a determinar los valores a; y
an, denominados aceleracion tangencial y aceleracion normal, respectivamente,

tales que

d*r(t)
a(t) = W = CLtT + anN.

El vector T debe corresponderse con la direccion de la velocidad que se define

como v = %; por tanto, teniendo en cuenta que debe ser de mdédulo uno,
tenemos que
1
T = —(a'(t),y'(t))
v ’

donde ||[v| = \/(2/(t))2 + (v'(t))2. Ademds, es claro que
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Ahora, se cumple que

dv_d(||v]|T) d|v] dT
alt) = dt g LIV

Denotando por s la longitud de la curva entre el momento inicial ty y un cierto
instante t, es decir s = ftz Iv]|(2) dz, y usando la identidad, fdcilmente deducible

por derivacion,
dT ds

=r—N,

dt dt

siendo k la curvatura de la trayectoria, dada por®

oo Y02 () — y'(H)a"(?)

IvI®

tenemos que

A partir de esta expresion podemos definir las aceleraciones tangencial y normal,
respectivamente, mediante las expresiones

_&s (Y
“= e Y n =8\t ) -

Supongamos una avioneta de masa m volando a una altitud de y metros,
con una velocidad de v m/seg. Ademds, consideraremos que la direccién de la
velocidad es tangente a la trayectoria y forma un dngulo 6 con la horizontal, tal y
como se muestra en la figura 3.7 (por una cuestién préctica hemos transformado
nuestra avioneta en una elipse; la imagen al margen muestra una instantanea
de una escuadrilla de avionetas reales realizando una acrobacia que se podria
analizar por el siguiente procedimiento). Tomaremos el dngulo 6 negativo cuando
la velocidad apunte por debajo de la horizontal. Suponiendo que la avioneta

5Esta expresién corresponde al caso en el que la curva esté dada mediante ecuaciones

paramétricas. Si la curva estd descrita en forma explicita por y = y(x), la curvatura toma la
"

forma k = W y, en caso de que esté dada por la ecuacién polar r = r(0), la expresién
r242(r)2—rr’
(r2+(r')2)3/2

otras usando el correspondiente cambio de coordenadas.

La curvatura puede interpretarse del siguiente modo. En un breve intervalo de tiempo
[t,t + At], el arco de curva comprendido entre r(t) y r(t + At) puede aproximarse por el arco
de una hipotética circunferencia tangente a la curva en r(t). El radio de dicha circunferencia,
denominada circunferencia osculatriz es precisamente x~1, que se conoce como radio de cur-
vatura. En el caso de una curva dada explicitamente, y = y(z), el centro de la circunferencia
osculatriz, llamado centro de curvatura, tiene coordenadas

1 N2 \2
)

Y

es K = . Cualquiera de las expresiones para la curvatura puede obtenerse de las
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Eje

v

Figura 3.7: Esquema de las fuerzas actuando sobre la avioneta.

parte con una velocidad vy en el instante ¢ = 0 y que en ese instante la velocidad
forma con la horizontal un cierto dngulo 6y € (—m/2,0), determinaremos en
primer lugar la velocidad de la avioneta, como funcién del angulo 6, cuando haya
retornado a la horizontal; es decir, cuando 8 = 0. Posteriormente encontraremos
una ecuacién que describird la perdida de altitud de la avioneta cuando 6 varia
de 6y hasta cero. Las fuerzas actuando sobre el aparato estdn descritas en la
figura 3.7. Tomaremos la descomposicién de cada fuerza en las componentes
tangencial y radial (o normal) de la trayectoria.

Por el comentario anterior, sabemos que la componente tangencial de la
aceleracion es % = %’, siendo v la velocidad. Asi, por la segunda ley de Newton
y teniendo en cuenta que la fuerza del peso en este caso actiia como —mgsen6,

tendremos que
dv
m— = —mgsenf +T — D,
dt
donde D es la fuerza de rozamiento y T es el empuje® de la avioneta. Si supone-
mos, por simplicidad, que durante la maniobra 7"y D son iguales en magnitud,
llegamos a la ecuacion
dv
me—
dt

La componente normal de la aceleracién es igual a xkv?, donde  es la curva-
tura de la trayectoria de vuelo. En un breve intervalo de tiempo [¢t,t + At], la

= —mgsenb. (3.4)

SEl empuje es la fuerza de reaccién descrita cuantitativamente por la tercera ley de New-
ton. Cuando un sistema expele o acelera masa en una direccién (accién), la masa acelerada
causard una fuerza igual en direccién contraria (reaccién). Por ejemplo, un avién genera em-
puje hacia adelante cuando la hélice que gira empuja el aire hacia atras del avion. En este
caso el empuje hacia adelante es proporcional a la masa del aire multiplicada por la velocidad
media del flujo de aire.
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v+ Ay

Figura 3.8: Desplazamiento de la avioneta en un intervalo de tiempo [¢,t + At].

avioneta se desplazard de un punto P; a otro P, describiendo una curva que
podemos aproximar por una circunferencia de radio x~! y centrada en el centro
de curvatura, que denotaremos por C (véase la figura 3.8). A lo largo de ese
desplazamiento se producird una variacion —A# en el dngulo con la horizontal,
que se corresponderd con la variacion del angulo formado por la avioneta y el
centro de la circunferencia osculatriz. Por tanto, la longitud de la trayectoria
descrita por la avioneta puede aproximarse por £~ 'Af. Esta misma longitud
puede tomarse como vAt y, de este modo, es claro que

1 A6

“1A0 =vA = ——.
K 0 =vAt <— k AL

Ahora, si At — 0, tendremos que
1do
K=—-—.
v dt

De esta relacion, aplicando la segunda ley de Newton, tendremos que

do
mkv? = mv— = L —mgcos 0,

dt
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donde —mg cos 6 es la componente radial del peso y L es la sustentacién o fuerza
de elevacién (lifting force).” Es conocido que la fuerza de elevacién actiia en la
direccién normal de la trayectoria y se decribe como

1
L= impASCLUQ,

donde m es la masa, p4 la densidad del aire, S la superficie del ala de la avioneta
y Cp, un coeficiente numérico especifico de cada tipo de ala. Denotando k =
% paSCL, deducimos la ecuacion
df@ o gcos 9.
dt
Observando que el lado derecho de las ecuaciones (3.4) y (3.5) es indepen-
diente de ¢ y suponiendo que v = v(#), llegamos a la ecuacién

(3.5)

dv _ ﬁ _ —gsent _ gusenf
A kv? — gcosf’
Tomando P(#,v) = gvsenf y Q(0,v) = kv? — gcosf, se cumple que
oP  0Q
o0~ op Y

y, por tanto, estamos ante una ecuacion diferencial exacta. Integrando @) res-
pecto de v tendremos que la funcién potencial sera

k
V(0,v) = §v3 — gvcosf + ¢(6).
Ahora, usando que %—‘g = P, llegamos a que la solucién de la ecuacién viene
descrita por la ecuacion implicita

V3 — ?;C—gvcosez C.

Finalmente, la condicién inicial v(6y) = vp nos da la relacién

3 3
v — —gvcosﬁ =3 — —gvo cos fy.

k k

De acuerdo con nuestro objetivo inicial, la determinacién de la velocidad de
la avioneta al recuperar la posicién horizontal, que se corresponde con 6 = 0,
estamos interesados en obtener el valor vy = v(0) que estara dado por la solucién
de la ecuacion
3 39 3 3y .
vy — ?’Uf =5 — ?vo cos t.

Esta ecuacion puede resolverse de manera explicita ya que se trata de una ecua-
cién ctibica, pero el resultado resulta de poca utilidad. Por ejemplo, si pedimos

a Mathematica que nos la resuelva, es decir, que ejecute el input

"La sustentacién es la fuerza generada sobre un cuerpo que se desplaza a través de un
fluido, de direccién perpendicular a la de la velocidad de la corriente incidente. Es la principal
fuerza que permite que una acronave con alas se mantenga en vuelo. Esta, al ser mayor que
el peso total de la aeronave, le permite despegar.



3.3. Una acrobacia aérea 133

Solve[vf~3 - 3*9.8*vf/k == theta0~3 - 3%9.8*Cos[thetal]*v0/k, vf]

nos devolvera unos resultados mas bien inttiles desde un punto de vista practi-
co. La opcién apropiada en este caso es intentar resolver la ecuacién de un
modo aproximado. Para esto es necesario considerar valores numéricos para los
parametros que aparecen en nuestra ecuacion. La constante k£ depende de cada
tipo de aeronave. Consideraremos el valor k = 0.00145 correspondiente al mo-
delo A-7TE de bombardero ligero de la marina americana. Ademads, tomaremos
0y = —m/4 radianes y vy = 150 m/seg. Con estos valores estamos en condiciones
de usar el método de Newton para aproximar las raices de nuestra ecuacién de
tercer grado. Usando nuevamente Mathematica, en concreto usando el codigo

theta0 = -Pi/4; k = 0.00145; vO = 150;
FindRoot [vf~3-3%9.8*vf/k ==v0~3-3%9.8*Cos [thetaO]*v0/k,{vf, 1503}]

llegaremos al resultado vy = 166.255 m/seg.®

Una vez obtenido este valor procederemos a determinar la pérdida de altitud
durante la maniobra. La componente vertical de la velocidad estd dada por la
ecuacion

ditJ = vsend.
Si suponemos ahora que y = y(v), diviendo la ecuacién anterior por (3.4),
concluimos que
dy % v
dv % g

Esta ecuacion es de variables separadas y su solucién general toma la forma

Si denotamos por gy la altitud correspondiente a la velocidad inicial vy, ten-
dremos la condicién inicial y(vg) = yo y entonces la altitud como funcién de la
velocidad sera

Para concluir, si y¢ es la altitud correspondiente a la velocidad final vy, llega-
remos a que la variacién de la altitud serd

2 2

vofvf

Ay =yy—yo=——",
¥ %

que en nuestro caso particular da Ay = —262.275 m.

8Recordad que el comando FindRoot aplica el método de Newton a la ecuacién que inclu-
yamos en la primera posicién, comenzando con el valor que aparece en la iltima posicién, en
este caso 150.
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3.4. Factores integrantes

Seria deseable que el mayor nimero posible de ecuaciones de primer orden
fuesen exactas. Existen algunas ecuaciones que no siendo exactas pueden llegar

a serlo. De hecho, puede ocurrir que =’ = *ggig no sea exacta y que sin
embargo la ecuacién equivalente 2’ = —% si lo sea. Diremos que la

funcién u(t, x) es un factor integrante de la ecuacion.

La determinacién de factores integrantes no es, en general, una cuestion
sencilla; sélo se pueden obtener en algunos casos particulares. En primer lugar
se debe verificar que

S (Pt D)t ) = £ (@ lt, ).

Esta condicién puede reescribirse como

lt.2) (5o P(0) = 5rQ(00) ) = Qo) gt n) = Plt.a) lt )i (36)

es decir, se trata de una ecuacién en derivadas parciales. No siempre es posible
resolver esta ecuacién; sin embargo, en algunos casos particulares, puede hacerse.
Supongamos que estamos interesados en un factor integrante que dependa
unicamente de x; es decir, de la forma u = p(z). En este caso la ecuacién en
derivadas parciales 3.6 se transforma en la ecuacién diferencial ordinaria

@) (3P0 = 5QM2)) = ~Plt.o) L ulo)

Por tanto, el factor integrante de la forma p = u(x) existird si la funcién

1 0 0
P(t,a:) <(9.Tp(t7x) - &Q(tax)>

depende tnicamente de la variable x. Si es asi, tendremos que

o -en( - (- 2)%).

donde exp(z) = e®. La suposicién de que el factor integrante dependa tunica-
mente de ¢ (es decir, p = p(t)) da lugar a la expresién

- (2-5)8)

supesto que la funcién

1 0 0

dependa exclusivamente de la variable t.



3.4. Factores integrantes 135

Aunque, como ya hemos comentado, no es posible dar una solucién general
para (3.6), otras suposiciones sobre la forma del factor integrante pueden permi-
tir resolverla. Puede pensarse, por ejemplo, en factores integrantes de la forma
p(t,x) = g(t+ ) o p(t,z) = h(tx). Veamos algunos ejemplos de resoluciéon de
ecuaciones que se transforman en exactas utilizando factores integrantes.

Ejemplo 14. Obtener la solucién general de la ecuacién diferencial
xdt + (t*z —t)dx = 0.

Es claro que

0

0
EQ(t,m) =2tz — 1.

De esta forma tenemos que

1 (0 0 C2(1—tr) 2
Q(t, x) (&nP(t’z) a (%Q(t’x)) T2 —t ot

y podemos asegurar la existencia de un factor integrante dependiente de ¢.

Ademas,
1

_9o [ dt
p(t) = eI = 7z
Ahora la ecuacién, equivalente a la propuesta,

tr — 1
x dr =0

x
o) dt +
es exacta. Procedamos a determinar la funciéon potencial,

V(t,z) = /t%dt—i—w(x) = —% + (x)

dip(z) 2
o —a::>¢(x)—?+k.

Con lo que concluimos que las soluciones de la ecuacién vienen dadas por

Algunos miembros de esta familia de curvas se muestran en la figura 3.9. <
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10

Figura 3.9: La imagen muestra algunas curvas de la familia de soluciones de la

ecuacion del Ejemplo 14.

Ejemplo 15. Determinar un factor integrante de la forma pu(t, z) = g(t* + 22)

para resolver la ecuacién
xzdt —tdx = 0.

La ecuacién (3.6) en este caso se reescribe como

g(t* +2?) (%P(tvﬂﬁ) - %Q(t, a?)) = g'(t* + 2°)(2tQ(t, ) — 22P(t, x)).

Teniendo en cuenta las expresiones para Py () obtenemos la ecuacién

g2 +a?) 1
g(t? +22) 2422

que podemos transformar en la ecuacion
/
g'(s) 1

g(s) s
Considerando la solucién g(s) = 1/s llegamos al factor integrante u(t,x) =
1/(t? + 2%). Ahora la ecuacién

T t

Pra =0

es exacta. La funcion potencial seréd

dt + (z) = /% dt + (x) = arctan (é) +(a).

vien)= [ i 51
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Teniendo en cuenta que se debe cumplir que

t

0
PrAAUE sy

ox

concluimos que ¥ (z) = k y la solucién general de la ecuacién vendrd dada por?
t
arctan [ — | = c =z = Ct,
x

que se corresponde con una familia de rectas pasando por el origen. <

3.5. Esquiando una pendiente

Supongamos un esquiador de masa m que se desliza por una pendiente que
forma un angulo « con la horizontal, tal y como se muestra en la figura 3.10,
y manteniendo una posicién fija sobre los esquis. (De nuevo, por ser practicos,
hemos transformado a nuestro esquiador en un monolito, de este modo nos ase-
guramos que mantendra la posicién fija. La imagen del margen nos muestra un
esquiador descendiendo una pendiente aunque en ese caso no podemos asegurar
que mantenga la posicién fija sobre los esquis.) Nos interesaria conocer la velo-
cidad que alcanzaria el esquiador si suponemos que se desliza por la pendiente
durante un tiempo largo. Esta velocidad se denomina terminal y se considera
que coincide con el limite de la velocidad cuando t — co.

Las fuerzas que actiian sobre nuestro esquiador son el peso mg, la fuerza de
rozamiento entre la pendiente y el esquiador F' y la fuerza de rozamiento aero-
dindmico D que se produce por la resistencia al aire que muestra el esquiador.

De acuerdo con la segunda ley de Newton, el movimiento del esquiador
vendra descrito por la ecuacién

m% =mgsena — F — D
donde v denota su velocidad y mg sen « es la componente del peso en la direccion
del movimiento. La componente del peso en la direccién perpendicular, mg cos a,
se cancela por la reaccion del suelo de la pendiente; ademas, es conocido que la
fuerza de rozamiento F' entre la pendiente y el esquiador es proporcional a esta
componente del peso, por tanto,

F =vmgcosa.

9Para llegar a este resultado, obviamente, no necesitdbamos tanto rodeo: la ecuacién puede
reescribirse como ' = z/t y es una ecuacién de variables separadas que sabemos resolver sin
ningin problema. El objetivo de este ejemplo es mostrar cémo es posible buscar otros tipos
de factores integrantes.
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Figura 3.10: Esquema de las fuerzas que actian sobre el esquiador durante el
descenso de la pendiente.

El factor v se conoce como coeficiente de rozamiento. Podemos suponer también
que la fuerza de rozamiento aerodinamico D toma la forma

D = cpApv?,

donde cp es el coeficiente de rozamiento aerodinamico, A el area frontal del cuer-
po del esquiador y p la densidad del aire. Con esto, la ecuacién del movimiento
se convierte en
dv 9
ma = mgsena — vmg cosa — cpApv~.
Supongamos que tomamos como nueva variable la posicién del esquiador x =
x(t).1% Asi, usando que ‘é—f = v, tendremos que
dv dvdx dv

— = ——— =
dt dxdt dx
y la ecuacién del movimiento se convierte en

dv 9
M-~ = Mg Sen o — Vg cos o — cpApv©.
x

10Es decir, tenemos un esquema del tipo

t<—v—x—1.
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Esta ecuacion puede reescribirse como
(epApv? + vimg cos a — mgsen a) dx + mwv dv = 0.
Tomando
P(z,v) = cpApv® + vmgcosa —mgsena y  Q(x,v) = mw

podemos comprobar facilmente que
oP Q
— =2cpA — =
ov epLpY Y Jr

para deducir que la ecuacién no es exacta. Sin embargo resulta elemental com-

probar que
1 <8P 6Q> _ 2cpAp

m

0,

)

Q\ov Ox

lo que nos asegura que podemos encontrar un factor integrante de la forma
= p(z). Es més,

oP 0 d 2cpAp
p(r) = exp (/ (81} - 8§> 5) =e m .

Con este factor integrante convertimos la ecuacién en exacta y obtenemos como
solucién V(z,v) = K, donde la funcién potencial toma la forma

V(a,v) = % (v

Tomando como condicién inicial v(0) = 0 (es decir, el esquiador parte del reposo)
se tiene que

o mg(sena —vcosa) JED-ELS
cpAp

)2 mg(sen o — v cos a) (1 e 2cDmApx)
cpAp

_ _QCDA;) 1/2
vzv(l—e m m) ,

donde

_ [ mg(sena — vcos ) 1/2
5= < . > .
Por supuesto, hemos considerado que sena — vcosa > 0 (o tana > v).
Comprobemos que la velocidad terminal del esquiador coincide con ©. Usan-

do que v = ‘fl—f, la condicién z(0) = 0 y denotando b = CDTA", llegamos a que
1

r ds
vt = — = -1lo (ebx + e2bzr — 1) .
/0 V1 — e—2bs b &

Si despejamos la posicién como funcion del tiempo tenemos que
1 VTt 4 bt
r=-log| ———

y & — oo cuando t — oco. De esta forma

2¢p4p N\ 1/2
lim v(¢t) = lim v(z) = lim © (1 —e T m ”C) = 7.
t—o0 T—>00 T—00
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3.6. Una curva de transicion

Sobre una circunferencia el radio de curvatura es, obviamente, constante e
igual a su radio y sobre una recta el radio de curvatura podemos considerarlo
como infinito. La fuerza centripeta que actia sobre un cuerpo en movimiento
es inversamente proporcional al radio de curvatura y serd nula cuando el des-
plazamiento de un movil se produzca sobre una recta y constante cuando el
movimiento tenga lugar sobre una circunferencia. El paso de un movimiento
rectilineo a uno circular, o viceversa, sin una zona de transicién puede producir
efectos desagradables debidos al cambio brusco en la fuerza centripeta. Esto
podria suceder, por ejemplo, en las carreteras con curvas o en las montanas
rusas con vueltas completas (véanse las imdgenes en el margen). Para evitar ese
efecto, los tramos rectilineos y curvilineos se unen mediante lo que se denominan
curvas de transicion, en las que se produce un cambio progresivo del radio de
curvatura. Una de estas curvas, aunque no la unica, es la denominada clotoide
o espiral de Cornu.

y

P

Figura 3.11: Esquema para la determinacion de la clotoide.

Supongamos que la curvatura de nuestra curva de transiciéon en cada uno de
sus puntos es proporcional a la distancia que hemos recorrido sobre ella desde
un cierto punto fijo P (ese punto fijo podria ser donde haya finalizado nuestro
tramo rectilineo). Es decir, si denotamos por s la longitud desde el punto P hasta
un punto cualquiera de nuestra curva @, ésta vendra definida por la ecuacion

s = ak, (3.7)

para una cierta constante «,, donde k denota la curvatura. La figura 3.11 muestra
un esquema de la situacién. Supongamos que la curva de transicién esta descrita
en ecuaciones paramétricas (z,y) = (z(s),y(s)), donde s es el pardmetro arco;
es decir, se verificara que

.~ VEOR T GOR d.
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donde las derivadas se han calculado respecto a s. Resulta evidente a partir de
esta identidad, sin mas que derivar respecto a s, que

L= /(/(5))? + (y/(5))- (3-8)

Sea 6 el dangulo formado por la recta tangente en el punto Q@ = (z(s),y(s)).
Tendremos que

dy _ 3
S
Usando (3.8) y (3.9), podemos probar que £~ ! = %. En efecto, suponiendo que

s = s(#) y derivando respecto a 6 la ecuacién (3.9), llegamos a la igualdad

Eyde _ dy d’x ds
14+ (tan0)2 _ ds? dsdm gs ds? @,
(%)

que puede reescribirse como

ds _ (2'(s))* + (¥/(s))*
)~ Pyde _dydx
ds? ds ds ds?

De este modo, teniendo en cuenta (3.8) y la expresién para la curvatura para
curvas en coordenadas paramétricas, concluimos que

ds KL -1
= = K

a9 (@ ()7 + (y/(5))?

Por tanto, la ecuacién que define la clotoide (3.7) se transforma en S% = o que,

con la condicién inicial s(0) = 0, nos da s> = 2af. Ahora, podemos considerar
las relaciones

dx dy

— = cosf — =send,

ds Yo ds

que se deducen inmediatamente de (3.8) y (3.9), y las ecuaciones de la clotoide
se obtienen sin mas que integrarlas. En efecto, usando que cuando s = 0 se tiene
que x =0 e y =0y, por tanto,

dx 52 s r2
— = cosf = cos — = cos | — | dr
ds 2a 0 2a

dy 52 s r?
ds—sene—ben(2a):>y—/o sen(za dr.
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-1.0 .5

Figura 3.12: La clotoide o espiral de Cornu para 2a = 1.

La figura 3.12 muestra la clotoide cuando 2« = 1. Observar como la curva
se va acumulando alrededor de un cierto punto cuando s — +o00. En el caso de
+00, ese punto es

(o () o o (52) ) = (55 57)

La evaluacion de estas integrales, conocidas como integrales de Fresnel y que
aparecen en la teoria de la difraccién de la luz, es una cuestion avanzada y que
queda fuera del alcance de estas notas; sin embargo, su valor puede encontrarse
sin dificultad en cualquier libro de tablas integrales.

3.7. Problemas

Problema 86. Determinar el valor de a para que las siguientes ecuaciones
diferenciales sean exactas. En ese caso obtener la solucién general.

a) (ta? + at?z)dt + t2(t + x) dz = 0,
b) t + ze?® + ate?®z’ = 0,

¢) 2atx + (1 +t?)a’ =0,
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(t—a)dt+ (t+2z)de

d) (t2 + .232)0‘

=0.

Problema 87. Determinar las funciones P(¢,x) para las que es exacta la ecua-
cién
1
P(t,x)dt + (tetm + 2tz + t) dz = 0.

Obtener la solucién general de la ecuacién resultante.

Problema 88. Determinar las funciones Q(¢, x) para las que es exacta la ecua-

cion
T U ) @4 QUta)dr =0
t 2+ ’ e

Obtener la solucién general de la ecuacion resultante.

Problema 89. Supongamos que zQ(t,x) — tP(t,x) # 0. Probar que si

! (apa,x) B 8@@@) — glt),

xQ(t,x) — tP(t,x) ox ot
entonces la ecuacién diferencial 2/ = *gﬁig admite un factor integrante de la

forma p(t, z) = h(tx), donde h(z) = exp ([ g(z) dz). {Qué ocurre si
xQ(t,x) — tP(t,x) = 07
Utilizar este hecho para encontrar la solucién general de la ecuacion
(22 + t?2%) dt + (2t — 2t32%) dx = 0.

Determinar una condicién que nos permita asegurar que la ecuacion diferen-

cial ' = *ggﬁ% admite un factor integrante del tipo u(t, ) = h(t + z).

Problema 90. Sea la ecuacién
af(tx) dt + tg(tz) da = 0,
con f(tx) # g(tz). Probar que

1
ta(f(tr) — g(tr))

es un factor integrante para la ecuacién dada.
Utilizar este hecho para encontrar la solucion general de las ecuaciones

pu(t, x) =

a) x((tr)? +2)dt + 2t(1 — (tz)?) dz = 0,

b) z(2tz + 1) dt + t(1 + 2tz — (tz)3) dz = 0.
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Problema 91. Demostrar que si M(¢,x)dt + N(t,x) dx = 0 puede escribirse
como
t"x%(ma dt + ntdr) + t'z" (pr dt + qt dz) = 0,
donde 7, s, v, u, m, n, p y g son constantes y mq — np # 0, entonces la ecua-
cién diferencial dada admite un factor integrante de la forma t®2”, con a y
constantes a determinar.
Utilizar este hecho para obtener la solucién general de la ecuaciones

a) t(dxdt + 2tdz) + 23 (3z dt + 5t dx) = 0,
b) (8zdt + 8tdx) + t?23(4x dt + 5tdz) =0,
) t*z3(2zdt + tdx) — (5bx dt + Ttdx) = 0.

Problema 92. Probar que si la ecuacién z’ = —ggig es homogénea, entonces

admite un factor integrante de la forma

1
tP(t,x) + zQ(t,z)’

u(t, x) =

supuesto que tP(t, z) + zQ(t, x) # 0. Estudiar que ocurre si
tP(t,x) + 2Q(t,z) = 0.

Problema 93. Calcular la solucion general de las siguientes ecuaciones sabien-
do que admiten un factor integrante del tipo que se indica.

a) (22 +2tz)dt —t?dxr = 0, con u(t,z) = 2",

b) (322 —t)dt + (223 — 6tx) dr = 0, con u(t,z) = h(t + 22),

c) (3t+ 2z +2?)dt + (t + 4tz + 522) dz = 0, con u(t,x) = h(t + z?),

d) (t+t* +2t22% + o) dt + vdz = 0, con u(t,z) = h(t? + z?).
Problema 94. Obtener la soluciéon general de la ecuacién

—2tx
(2 +22)2 + a2 — 2

/

Algunas de las soluciones de esta ecuacién se muestran en la grafica que aparece
en la figura 3.13.

Indicacion: Escribiendo la ecuacién en una forma apropiada, es posible deter-
minar un factor integrante de la forma u(t,z) = g(t? + 22).

Problema 95. Consideramos!! la ecuacién diferencial

d*x dx
1 —t)—5 +2t(2—t)— +2(1 + t)z = t°.
(-7 +202 =) +2(1+1)
1 Este problema estd inspirado por el Problema 2792 propuesto en 1919, en la revista The
American Mathematical Monthly (pég. 414), por B. J. Brown.
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Figura 3.13: Algunas de las soluciones del Problema 94.

a) Probar que la ecuacién propuesta se puede escribir como

d (o dx 9
dt( (1 t)dt+t(t+2)x)—t.

b) Usando el apartado anterior, obtener la solucién general de la ecuacién
propuesta determinando un factor integrante apropiado.

Problema 96. En un sistema de referencia OXY consideramos el punto A =
(0,a). Determinar todas las curvas cuya recta tangente corta al eje OX en un
punto P equidistante de A y del punto de tangencia.

Indicacion: La ecuacién resultante podra resolverse determinando un factor
integrante adecuado.

Problema 97. Sea la ecuacion
(t*x 4+ 2® — tx) dt +t* dx = 0.

Obtener la solucién general de la ecuacién dada determinando un factor inte-
grante de la forma p(t,z) = & f (£).
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Problema 98. Sean (¢, ) y p2(t, x) dos factores integrantes para la ecuacién

Probar que la relacion
H1 (tv I)
M2 (t7 ;C)
define implicitamente la solucién general de la ecuacién dada.
Buscar dos factores integrantes (uno de ellos de la forma pu(t,x) = g(x/t))
para la ecuacién

=C

, x x
tx cos?—xcos?—t

y determinar la solucién general mediante el procedimiento descrito.

Problema 99. Sea la ecuacién 2’ = _SE;:;
a) Probar que si
_ _ _h .
P(t,z) +sentQ(t, x) ( ot o - (x + cost),

para una cierta funcién h, entonces existe un factor integrante de la forma
p(t,x) = zg(x 4 cost) para la ecuacién dada.

b) Obtener la solucién general de la ecuacién

, r?sent

~ cost(x + 2cost)’



Capitulo 4

Ecuaciones lineales de
primer orden

4.1. Absorcion de medicamentos y ecuaciones li-
neales de primer orden

Aunque, como veremos enseguida, las llamadas ecuaciones lineales de primer
orden pueden resolverse como ecuaciones exactas, ya que siempre admiten un
factor integrante, les dedicamos un capitulo aparte por diversos motivos. En
primer lugar, desde una perspectiva tedrica, tienen interés por anticipar ciertos
aspectos del método de resolucion de ecuaciones lineales de orden superior que
estudiaremos mas adelante. Pero sin duda la razén mas importante para tra-
tarlas por separado es su aplicabilidad. Este tipo de ecuaciones se presenta al
realizar modelizaciones de muy diversos fenomenos. Vamos a introducirlas con
un ejemplo relacionado con la absorcién de medicamentos.

Un medicamento suministrado por via oral llega al tracto intestinal del pa-
ciente y de ahi al torrente sanguineo, donde surte su efecto y de donde es elimi-
nado posteriormente. Veamos, en el caso de un antihistaminico concretamente,
c6mo se puede modelizar este proceso mediante ecuaciones diferenciales lineales.
En la figura 4.1 se esquematiza el flujo del medicamento a través del organismo
del paciente.

La cantidad de antihistaminico en el tracto intestinal en el instante ¢, cuyo
valor supondremos que es A inicialmente, la denotaremos por z(t). Si aplicamos
a la variacién de z(t) la denominada ley de equilibrio

Tasa de cambio neta = Tasa de entrada — Tasa de salida

y tenemos en cuenta que el medicamento pasa del tracto intestinal al torrente
sanguineo en una tasa proporcional a la cantidad presente en el tracto intestinal,

llegaremos a la ecuacion
dx

L—
dt e

147
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Tracto intestinal Sangre
klili /4)2:1/
(t) y(t)

Figura 4.1: Diagrama compartimental mostrando el flujo del medicamento.

con k1 > 0 (z(t) va disminuyendo con el tiempo). Debemos considerar, ademas,
la condicién inicial z(0) = A.

Denotaremos ahora por y(t) la cantidad de antihistaminico en la sangre. Esta
magnitud se acumula desde un nivel inicial cero, pero disminuye a medida que
los rifiones y el higado van eliminando las sustancias extranas de la sangre a una
tasa proporcional a la cantidad existente, con constante k. Para la variacion de
y(t), aplicando otra vez la ley de equilibrio, tenemos la ecuacién

% = klm - k2y7
a la que debemos aplicar la condicién inicial y(0) = 0. El primer sumando del
lado derecho se justifica teniendo en cuenta que la tasa de entrada de medica-
mento en el torrente sanguineo debe coincidir con la tasa de salida del tracto
intestinal. El segundo sumando modela la eliminacion de antihistaminico por la
sangre. Reuniendo toda la informacién tendremos el sistema

dxr

¥V = _k1$7

gt (4.1)
& _ kix — koy

dt 1 2Y,

con las condiciones 2(0) = A e y(0) = 0. La ecuacién que involucra dnicamente
a x(t) puede resolverse sencillamente, puesto que es de variables separadas; de
hecho,

x(t) = Ae Mt

Sustituyendo en la segunda ecuacién llegamos a

% + koy = k‘lAe_klt, (4.2)

con y(0) = 0.
Esta ecuaciéon responde al patron

2+ [(e = g()
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que, habitualmente, se denomina una ecuacién diferencial lineal de primer orden.
Veamos, antes de continuar con nuestro ejemplo, cémo resolver este tipo de
ecuaciones y algunos comentarios respecto a ellas.

Primer método de resolucion: por factor integrante. Reescribiendo
la ecuacion lineal como

v =—f(t)r+g(t)

podemos plantearnos la busqueda de un factor integrante que la convierta en
exacta. Dicho factor integrante depende unicamente de ¢ y viene dado por

it = exp ([ 100 t).

De este forma la funcién potencial es

V(b 2) =z exp (/f(t) dt) - /g(t) exp </f(t) dt) dt

y por tanto la solucién general sera

2(t) = exp (—/f(t) dt) (C’+/g(t) exp (/f(t) dt) dt).

Segundo método de resolucién: por variacién de la constante. Re-
solveremos en primer lugar la ecuacion de variables separadas

'+ f(t)z =0,

obtenida de la ecuacién lineal eliminando el término independiente g y que se
denomina ecuacién homogénea.! La solucién serd

2(t) = kexp < / £(1) dt> . (4.3)

Suponemos ahora que k = k(t) e imponemos que la funcién satisfaga la ecuacién
diferencial lineal completa. De esto obtenemos que

Ko (- [ fa) =00
k(t) z/g(t) exp (/f(t) dt) dt + C,

con lo que sustituyendo en (4.3) nuevamente obtenemos la solucién general de
la ecuacién lineal.

y por tanto

1Es conveniente remarcar el distinto uso de la palabra homogénea en este capitulo y en
el Capitulo 2. En el Capitulo 2 denomindbamos la ecuacién z’ = f(¢,z) como homogénea
si f(t,z) era una funcién homogénea de grado cero. En este nuevo contexto se refiere a una
ecuacién lineal en la que el término g(t) es nulo.
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Nota 3. Resulta interesante observar un fenémeno sobre la soluciéon que se
repetird mas tarde cuando hablemos de ecuaciones lineales de orden superior.
La solucion general de la ecuacién diferencial lineal de primer orden se puede
escribir de la forma

2(t) = cx1(t) + (1),

donde x1(t) es una solucién particular de la ecuacién homogénea y x,(t) es
una soluciéon particular de la ecuacion lineal completa. Para comprobar este
hecho es suficiente observar que z(t) es solucién de la ecuacién lineal si y sélo
si z(t) — zp(t) es solucién de la lineal homogénea asociada. Esto dltimo es claro

ya que

(@(t) = 2p(1))" + () (@ (t) — 2p(t))
= (9(t) = F(B)2(t) — g(t) + f(t)wp(t)) + f(8)(2(t) — zp(t)) = O.

De este hecho resulta que x(t) = x5(t) + 2,(t), donde zj, es solucién de la
ecuaciéon homogénea asociada a la lineal. Pero resulta que xp(t) = cay(t) para
algin valor ¢, donde z1(t), considerando lo que hemos visto, puede tomarse

como exp (— /, tto f(s) ds), para algun t; perteneciente al dominio de f.

Nota 4. Si aplicdsemos el resultado de existencia y unicidad de solucién pa-
ra problemas de valores iniciales asociados con ecuaciones diferenciales exactas
a problemas de valores iniciales con ecuaciones lineales de primer orden, de-
berfamos imponer la condicién de que tanto f como ¢ fuesen derivables. Sin
embargo, esta hipdtesis, como muestra el siguiente teorema, puede suavizarse.

Teorema 3. Sean f,g € C(I), con I un intervalo en R. Sity € I, el problema
de valores iniciales

{x’ + f(H)z = g(t),

l‘(to) =0 € R,
admite una unica solucion ¢: I — R.

Omitiremos la prueba de este teorema ya que més adelante veremos un
resultado més general sobre ecuaciones diferenciales lineales de orden superior
que tendra éste como caso particular.

Continuemos con nuestro ejemplo sobre absorcién de medicamentos. Para
resolver la ecuacién (4.2) usaremos el método de variacién de la constante. La
ecuacién homogénea asociada con (4.2) es

dy

key =0
dt+ 2Y )

cuya solucién general es de la forma

y = Ke ¥t
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Suponiendo que K = K (t) y sustituyendo en (4.2), llegaremos a la ecuacién

K'(t) = ky Ae~(kF1—k2)t,

de donde b A
K(t) = — e U=kt 4 p
)= —5° +
y, por tanto,
kA kqt —kot
t)=— P4 Pem 2t
y( ) kl _ er + €
Finalmente, usando la condicién inicial y(0) = 0, obtenemos la expresién
ki A —kot —kit
t) = 2t _emhity,
uo = T ehit)

1.0

Antihistaminico en sangre

0.8
0.6
0.4

0.2
r Antihistaminico en tracto intestinal

L L, — . i— Tiempo (horas)
2 4 6 8 10 12

Figura 4.2: La curva en rojo representa la cantidad de antihistaminico en to-
rrente sanguineo y la curva en azul en tracto intestinal, a lo largo de doce horas
cuando se ha consumido una dosis de antihistamina (A = 1). Se han considerado
kl = 0.6931 y k2 = 0.0231.

En lo anterior hemos supuesto que las constantes k; (constante de absorcién)
y ko (constante de eliminacién) son distintas,? hecho que viene justificado por
datos farmacéuticos empiricos. La figura 4.2 muestra el comportamiento de las
funciones z(t) e y(t) a lo largo de doce horas para k; = 0.6931, ky = 0.0231 y
A=1.

Como se muestra en la figura 4.3, la funcién y(t) es muy sensible a las varia-
ciones en la constante de eliminacion ko. Esta constante se hace muy pequena

2Esta suposicién ha sido usada técitamente al calcular K(t). Para un andlisis del caso
k1 = ko véase el Problema 100.
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Antihistaminico en sangre

1.0+ k>=0.00231

k>=0.00731
0.8l
i k=0.0231
0.6

k>=0.0731
0.2

L Tiempo (horas)
5 10 15 20 25

Figura 4.3: La funcién y para distintos valores del parametro ks.

cuando se trata de personas mayores y con enfermedades crénicas y es mas alta
para personas jovenes y sanas. De hecho, para valores pequenos de ko puede
ocurrir que la concentracion de medicamento en la sangre no disminuya signifi-
cativamente en las primeras 24 horas.

Una vez concluido nuestro analisis de la absorciéon de medicamentos, veamos
algunos ejemplos mas de resoluciéon de ecuaciones lineales de primer orden.

Ejemplo 16. Obtener la solucién general de la ecuacién
2’ cost + xsent = 1.

La ecuacién propuesta es equivalente a

' +rtant = —,
cost

1

que es una ecuacién lineal con f(t) = tant y g(t) = . Resolvamosla por el

método del factor integrante. Consideramos

wu(t) = exp </ tantdt> = exp (— log(cost)) = 1

cost’

De esta forma la ecuacién

_( L —&—mtant)#

"~ cost cost
1

cost

es exacta. Asi,

V(o) = [ ook o) = 4 el
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con

dp(t) 1
dt cos?t (1) ant e

Luego la solucion general vendra dada por

L tant = ¢ = x = sent + ccost.
cost
En la resolucién que acabamos de hacer hemos usado el procedimiento habi-
tual para la resolucién de ecuaciones exactas. Sin embargo el factor integrante
nos permite proceder de un modo mas rdpido. Al multiplicar la ecuacién dada
por el factor integrante podemos observar que se transforma en

(1) = o
cost/  cos?t’

T
—— =tant+c
cost

Asi, integrando, se tiene

y la solucién general es
x =sent + ccost.

El fenémeno que acabamos de observar ocurre siempre en la ecuaciones li-
neales de primer al considerar el factor integrante u(t) = exp ([ f(¢)dt). Es
decir, la ecuacion

o'+ f(t)r = g(t)

siempre puede reescribirse como

(zp(t) = g(t)u(t)

y podemos integrar a ambos lados de la igualdad. <

Ejemplo 17. Obtener la solucién general de la ecuacién

dx T

dt 2t + 2t

En principio esta ecuacion no encaja dentro del patrén de las ecuaciones lineales.
Sin embargo, si consideramos t = t(x), se cumple que

dx 1

gy T dt
dt o

€T

3Este cambio de variable y funcién (consideramos como nueva variable la x y como nueva
funcién ¢, con ¢t = t(x)) corresponde al esquema

T—t+— T — T.
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y tendremos

1 T dt  x*+2t 2t a2t o
= —+4r = ——-—=

= = = z°,
5—; x4 4+ 2t dx x x dr =z

que es una ecuacién lineal en ¢ = t(z). Resolvemos la ecuacién homogénea
asociada

dt 2t

— - =0=t=ka’

de =
Haciendo la variacién de la constante t = k(z)x? (j—i = dlfli, Ja? 4 2k(xz)x) y
sustituyendo en la ecuacién completa, llegamos a que

dk(z) 2P
T 7:c:>k'(:c)f?+c.

.-/ e 4
De esta forma la solucién general de la ecuacién propuesta es t = % + cr?. <

Ejemplo 18. Obtener la solucién del problema de valores iniciales
(t? + 1)a’ + 4tz = t,
z(2) = 1.
La ecuacién puede reeescribirse como
4t t
xr =
2 +1 2 +1

que responde al patrén de las ecuaciones lineales. Calculamos el factor integrante

u(t) = exp (/ % dt) = +1)%

s GRERCIER))
(t2 4 1)2
es exacta y la solucion del problema de valores iniciales, equivalente al propuesto,
tH(t? +1)(4z — 1)
(t2+1)2 7’

' +

Asi, la ecuacién

[

vendra dada por

t T
/5(52+1)(4x71)ds+/ 25ds = 0,
2 1

lo que nos da
L, T
4 A2+ 1)2

que es la Unica solucién del problema de valores iniciales propuesto. <



4.1. Absorcién de medicamentos y ecuaciones lineales de primer orden 155

Ejemplo 19. Una cuestién mecanica de masa variable. Veamos un pro-
blema fisico con un cuerpo de masa variable que se resuelve mediante ecuaciones
lineales de primer orden.

Una gota de agua que inicialmente tiene una masa de M gramos se va
evaporando a una tasa constante de m gramos por segundo mientras
cae libremente en el aire. Si la resistencia del aire es proporcional a
la velocidad de la gota, determinar la velocidad de caida.

Teniendo en cuenta que la gota de agua pierde masa a una velocidad cons-
tante de m gramos por segundo, la masa de la gota en el instante ¢ serd M —mit.
Si suponemos que el movimiento de la gota de agua es perpendicular a la su-
perficie de la Tierra con la direccién positiva hacia abajo, la fuerza del peso
tendra la forma P = (M — mt)g y la fuerza de resistencia del aire, que se opo-

ne al movimiento, serd R = —kv para una cierta constante positiva k. Ahora,
usando la segunda ley de Newton para masas variables, tendremos que
d((M —mt
AML=mt)V) b p (M= mt)g — ko,
dt
que puede reescribirse como
dv
(M — mt)a = (M —mt)g+ (m—k)v
0, de manera equivalente, como
dv  (k—m)v
dt  M-—mt

Esta ecuacién es lineal de primer orden. Consideramos la ecuacion homogénea
asociada

dv  (k—m)v
dt ~ M —mt
cuya solucién es
A

0= G =

Suponiendo ahora que A = A(t), llegamos a la ecuacién

g —k/m :
—=— (M — mt)? +C, sik#2m,
A'(t) = g(M—mt)' =™ = A(t) = { B 2m
—=log(M —mt) + C, si k = 2m.
m
Con esto concluimos que
J (M —mt) + C(M — mt)k/m=1, si k # 2m,

o(t) = k—2m
(M —mt)log(M —mt) + C(M —mt), sik=2m.

_9
m
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Por ltimo, si suponemos que la gota de agua parte del reposo, v(0) = 0, obte-
nemos la expresién

g mit k/m—2
9 M=—my[1-(1=-"2 . sik % 2m,
2 M
— zZm

M .
(M — mt)log <1\4—mt> , si k= 2m.

o~

u(t) =

3=

Resulta interesante observar que en el instante en el que la masa de la gota de
agua desaparece, correspondiente a t = M/m, su velocidad es nula si k > m y
es infinita si k < m. <

Nota 5. La modelizacién de la absorcién de medicamentos analizada al inicio
del capitulo se ha realizado mediante lo que se denomina un modelo compar-
timental. Esencialmente se trata de diagramas compuestos por una serie de
compartimentos (cajas) unidos mediante flechas. La caja de la que sale la flecha
pierde parte de su contenido en favor de la caja a la que llega la flecha. Si una
flecha no sale de una caja se denomina una entrada y si una flecha no llega a
una caja se llama una salida.

Los modelos compartimentales méas sencillos son las llamadas cascadas li-
neales, que se caracterizan por dos hechos:

a) Ninguna cadena de cajas y flechas empieza y termina en una misma caja.

b) Cada elemento sale de su caja correspondiente a una tasa proporcional a
la cantidad en el interior de la caja y, cuando entra en otra, lo hace en la
misma tasa.

El modelo de absorcién de medicamentos que hemos tratado es una cascada
lineal muy sencilla, pero este tipo de problemas pueden complicarse mucho.
La figura 4.4 muestra una situacién més compleja; su sistema de ecuaciones
asociado serd

x’l = Il — ]ﬂl.’ﬂl,

{E/Q = IQ — ]{32162,

l‘é = I3+ kyx1 + koo — (ks + kg + ks5)xs,
x) = kyxs — ke,

1'/5 = k5$3 — k71’5.

Notar que este sistema se puede resolver de arriba abajo obteniendo una
funcién en cada paso.

Los modelos compartimentales, en general, dan lugar a sistemas de ecuacio-
nes mas complicados cuya resolucion estudiaremos mas adelante
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I3

Il E— 1‘1(t) $4(t) —— k6$4

klfﬂl l ]{141’3

Iy —— xo(t) koxo l ksxs ws5(t) . ks

k33

Figura 4.4: Diagrama compartimental relacionado con la Nota 5.

4.2. Un estudio matematico de carreras de atle-
tismo

Como ya tuvimos ocasién de comprobar en el capitulo anterior con el ejemplo
del esquiador, utilizando ecuaciones diferenciales puede realizarse un analisis
bésico de algunas cuestiones del mundo del deporte. En esta seccién volveremos
a modelizar un fenémeno deportivo con ecuaciones lineales.

En las carreras de atletismo el objetivo es correr una cierta distancia D en
el menor tiempo posible 7. Si suponemos que el atleta lleva en cada instante de
la carrera la velocidad v(t), es claro que se deberd verificar la relacién

D= /0 u(t) dt. (4.4)

Considerando que las cuestiones técticas no tienen influencia sobre el desarrollo
de la carrera (lo que puede asumirse en carreras rapidas y no tanto en las de
larga distancia), se puede deducir la velocidad del atleta teniendo en cuenta la
ecuacion diferencial que describe su movimiento. Considerando que un depor-
tista de masa m consigue (por reaccién de la fuerza de rozamiento de la pista
contra sus pies) una fuerza externa de propulsién F(t), y que experimenta una
fuerza de resistencia del aire R(t), ambas consideradas por unidad de masa, por
la segunda ley de Newton tendremos que

m— =mF(t) — mR(t).
dt
La fuerza de resistencia del aire suele considerarse como proporcional a una po-
tencia de la velocidad, es decir como kv® con 1 < a < 2, donde el exponente «
y la constante de proporcionalidad se determinan experimentalmente. Se consi-
dera proporcional a v? (con una constante de proporcionalidad pequefia) en el
caso de cuerpos aerodinamicos; asi ocurria, por ejemplo, en el caso de nuestro
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esquiador del capitulo anterior. En un caso general, se puede considerar propor-
cional a v, como hemos hecho antes en el caso de la gota de lluvia. Aqui también
tomaremos, entonces, R(t) = kv(t). De este modo, la ecuacién para la velocidad

del corredor serd J
v
&y =
7 + kv = F(t),

que responde al patrén de las ecuaciones lineales.

Aunque ignoremos la naturaleza de la fuerza de propulsién F'(t) conseguida
por el corredor, podemos hacer ciertas suposiciones sobre ella. Las limitaciones
fisicas de cada deportista determinaran un valor maximo para dicha fuerza, que
denotaremos por F*, que no podrd ser excedido; es decir, F(t) < F*. Para
carreras cortas (de 100, 200 o 400 metros) podemos considerar que la fuerza de
propulsion es constante a lo largo del tiempo e igual a su maximo. Con esta
suposicion, la ecuacién para la velocidad se reduce a

dv

— + kv=F".

dt +
Con la condicién inicial v(0) = 0 (que nos indica que el deportista parte del
reposo), llegamos a que

u(t) = ?(1 - e*kt).

Sustituyendo esta funcién en (4.4), tendremos que

D= / —e kyat

F*
D= 17( R 14 Tk).

Esta tltima expresion relaciona la distancia recorrida en una carrera rapida y el
tiempo empleado en ella, supuesto que el atleta se emplea a fondo durante todo
el tiempo que dura la prueba. Aunque este resultado es de tipo tedrico y nece-
sitarfamos conocer ciertos parametros para poder validarlo, resulta interesante
preguntarse ;cual podria ser el récord mundial de Usain Bolt si mantuviese du-
rante toda la carrera su maxima fuerza de propulsion? Esta pregunta parece
natural a la vista de la forma de correr del jamaicano, que en los ultimos metros
se relaja de una manera bastante evidente.

En carreras de larga distancia, una suposicién que puede hacerse es que
la velocidad del corredor sea constante a lo largo de toda la prueba; es decir,
v(t)=vy ‘C%’ = 0. De esta forma, de la ecuacién del movimiento se obtiene que

0, lo que es lo mismo,

F(t) = kv.

Es conocido que la capacidad de locomocion del ser humano depende del hecho
de que la sangre puede absorber el oxigeno del aire inspirado y puede transpor-
tarlo hasta los misculos encargados del movimiento. El punto hasta el cual este
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Figura 4.5: ;Cuél podria ser el récord mundial de Usain Bolt si mantuviese
durante toda la carrera su méxima fuerza de propulsién? En la imagen le vemos
junto al tiempo que hizo el ano 2009 en Berlin y que le supuso el récord mundial
de los cien metros lisos.

sistema de transporte de oxigeno esta desarrollado varia de un deportista a otro.
Si denotamos por E(t) la cantidad de oxigeno por unidad de masa disponible
en los musculos para realizar el movimiento, podemos dar la ecuacion

dE

— =S—-F(t)v(t

= (1o ),
donde S es la cantidad de oxigeno almacenado mientras el atleta no esté corrien-
doy F(t)v(t) la cantidad de oxigeno consumida en el desarrollo de la fuerza de
propulsion. En el caso de velocidad constante y suponiendo que la cantidad de
oxigeno inicial es Fy, tendremos el problema de valores iniciales

dE

= =8 — k?
i S v,
E0) = Ey

De donde deducimos que
E(t) = Eg +t(S — kv?).

Si ahora suponemos que al final de la carrera, por el esfuerzo realizado, el atleta
ha agotado el oxigeno; es decir, E(7) = 0, concluimos que

0= Eo+7(5 — kv?),

0, despejando la velocidad,
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Introduciendo este valor en la ecuacién (4.4) resulta

S Ey
D?=12= 4 1=,
k k
relaciéon que vincula la distancia de la carrera con el tiempo empleado en ella

mediante los valores S/ky Ey/k.

4.3. Dos problemas de la revista The American
Mathematical Monthly

Para aportar un par de ejemplos poco conocidos referentes a ecuaciones
lineales de primer orden, vamos a recurrir a dos problemas propuestos en la re-
vista The American Mathematical Monthly. En el primero se analiza la cantidad
de vino en cada una de las copas de una cierta torre de copas que se desbor-
dan. El otro problema es variante, debida a Murray Klamkin, del Problema del
quitanieves que tratamos en el primer capitulo.

Un problema con vino. Una copa de vino es suspendida sobre
otra, de igual forma y tamano, que estd llena de agua. A través de
un pequeno orificio en la copa de vino, éste cae sobre el agua y la
mezcla se desborda de la copa de agua en la misma cantidad que ha
recibido de vino. Cuando la copa de vino queda vacia, jqué parte
del contenido de la copa inferior es vino?

Este problema se propuso en la revista The American Mathematical Monthly
en el afo 1919 (pég. 144) y fue planteado por Charles Gilpin Jr.* En la solucién
a este problema, aparecida en la misma revista en 1921 (pags. 143-145), R. E.
Gaines propone y resuelve la siguiente generalizacion:

Consideremos una columna de k copas iguales llenas de agua colo-
cadas una sobre otra. Sobre la primera copa colocamos otra llena
de vino que pierde su contenido por un pequetio orificio. Cada copa
va recibiendo de la inmediata superior una cantidad de la mezcla
que ésta contiene, y va eliminando la misma cantidad de su propia
mezcla. Determinar la cantidad de vino en cada copa para t € [0, T7,
siendo T el tiempo necesario para que la copa de vino se vacie.

Veamos cémo obtener la solucién de esta generalizacién. La situacién puede
describirse mediante un modelo de cajas, como el que mostramos en la figura
4.6. Si x;(t), con i = 1,...,k, es la cantidad de vino en la copa i-ésima en el

instante t, cada copa pierde en cada instante la cantidad “:’T(t) de vino y recibe

xi—l(t)

la cantidad -

; excepto la primera, que recibe %, donde q es la cantidad de

4La propuesta no era realmente nueva, se trataba de una republicacién del Problema 287
de la revista The mathematical visitor (1881, pag. 193), propuesto por el mismo autor.
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x (1)

X

T
Figura 4.6: Cada copa se ha representado como una caja y las flechas indican
la cantidad de vino que entra y sale en cada una de ellas.

vino en la primera copa. De este modo el sistema de ecuaciones que debemos
resolver es

dz1
dt

dzz
dt

T

[\~]

T )
Z2
T )

SEGIE

dxy—1 -
dt T
dlL‘k

dt T T




162 Capitulo 4. Ecuaciones lineales de primer orden

con las condiciones iniciales x1(0) = - -+ = x,(0) = 0. Procediendo como en los
ejemplos anteriores, resolvemos la ecuacién lineal de primer orden correspon-
diente a x1, obteniendo, tras aplicar la condicién inicial,

x1(t) =q (1 — eft/T) .

De este modo la ecuacién para s se transforma en

dvz _ ¢ (1 _ e,t/T) _22

dt T T’

)|

En este punto, resulta sencillo conjeturar y comprobar que

71711 ¢ J
W =ql1-eVTY — (=
zi(t) = q e ;j! 7

cuya solucion es

Asi, la cantidad de vino en cada copa al final del proceso (t = T') estd dada por

i—1

1 1
zi(T) =q 1—*27

e
i=0”

La solucion correspondiente a la propuesta original del problema, es decir, la
cantidad de vino en la primera copa al final del proceso, es z1(T) = ¢ (1 —1).

Vayamos ahora con la anunciada variante del Problema del quitanieves, pro-
puesta en The American Mathematical Monthly por Murray Klamkin en el afo
1951 (pdg. 260). La solucién que presentamos sigue la publicada en la revista
en 1952 (pag. 42), que fue elaborada por L. A. Ringenberg.

Maias de una maquina quitanieves. Un dia comenzo6 a nevar de
manera regular antes de mediodia y tres maquinas quitanieves salie-
ron a limpiar una misma carretera a mediodia, a la una de la tarde
y a las dos, respectivamente. Si en un momento coinciden las tres
maquinas en un mismo punto de la carretera, determinar la hora del
encuentro y la hora en que comenzo6 a nevar.

Como en la versién original del problema, podemos considerar que la veloci-
dad de una quitanieves es inversamente proporcional a la altura de la nieve que
estd limpiando.

Teniendo esto en cuenta, si denotamos por x;(t), con i = 1,2 y 3, la posicién
de la i-ésima maquina quitanieves, tendremos, en primer lugar, que

d,’L‘i k

dt — hi(t)’
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donde h; es la cantidad de nieve que se encuentra la i-ésima quitanieves en

el instante t. La cantidad de nieve que encuentra x; puede escribirse como

hi(t) = ct, ya que suponemos que nieva de manera regular, y de este modo
d(El k A

At ()t

con A = k/ec. Si tomamos t = 0 como el momento en que comenzé la nevada y
denotamos por T el tiempo transcurrido hasta la salida de la primera quitanie-
ves, la posicién de la primera maquina quitanieves viene dada por

t
x1(t) = Alog (T)
0, tomando el tiempo como funcién de la posicion,
t(zy) = Te™ /4.
Ahora, para cada valor de la posicién xo tenemos que

ho(t) = ¢(t — Tiempo empleado por la primera quitanieves en llegar a x:5)

c(t — t(x2)) = c(t — Te™2/4).

Con esto deducimos que

dxs k A

At ho(t)  t— Tew /A

Suponiendo que ¢t = t(x2), la ecuacién se transforma en

dt 1
— = (t - Te™2/4
de A( € )7

cuya solucién general es

Tx
—em/A (K- 2
t(ze) =e < 1 )

Si usamos que £(0) = T' + 1 llegamos a la solucién

T
t(wy) = /4 <1 +7T— XQ) .

Finalmente, para obtener la posicién de la tercera maquina observamos que

hs(t) = ¢(t — Tiempo empleado por la segunda quitanieves en llegar a x3)

=c(t —t(z3)) =c (t —em/A (1 T Tf))
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y llegamos a la ecuacion

drs _ A
At t—ems/A (14T — L)’

Tomando otra vez el tiempo dependiente de la posicién tendremos la ecuacion

lineal p
t 1 Tx
(i em/A 1T -2
ds A(t ‘ <+ A))

Usando que la solucién general es

2
_ a/A B (1+T)zs Taj
t(xs) =e <B a1 taop

y la condicién ¢(0) = T + 2, concluimos que
A o

2
t(l‘3) — ers/A <2+T _ m TJ33) .

Si denotamos por T, el momento del encuentro de las tres quitanieves y por
d la posiciéon en que se produce, tenemos las ecuaciones

T,e ¥4 =T
Td
=147T7-—
T
(1+T)d Td?
= AT St A Nt
2+ 1 T

de donde concluimos que T' = 1/2 (por consiguiente comenzé a nevar a las once
y media de la mafiana) y T, = €?/2 = 3.69453 (asf que el momento del encuentro
fue, aproximadamente, a las 3:12). La posicién del momento del encuentro es
d = 2A = 2k/c y depende, obviamente, de la intensidad de la nevada y de la
potencia de las maquinas.

4.4. Coémo reconocer una parabola

Las secciones conicas y en particular las parabolas, han sido posiblemente
las curvas més estudiadas por los mateméaticos desde la antigiiedad. Sin embar-
go, muchas de sus interesantes propiedades se han convertido en rarezas casi
desconocidas o simples cuestiones marginales en el estudio de alguna teoria mas
general. En el caso de las parabolas muchas de esas propiedades permiten carac-
terizarlas, es decir, dichas propiedades solamente se cumplen para las parabolas.
El articulo del que toma el titulo este comentario, How to recognize a parabo-
la, de B. Richmond y T. Richmond, aparecido en The American Mathematical
Monthly, 10 (2009), pags. 910-922, nos proporciona una docena de tales carac-
terizaciones, que pueden probarse por medio de técnicas elementales del analisis
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Figura 4.7: Las dos regiones sombreadas tendran igual area si y solo si la curva

azul es una parabola.

matematico o la geometria. Aqui mostraremos tres de ellas, en las que apare-
ce involucrada una misma ecuacién diferencial lineal. En el préximo capitulo
presentaremos otras dos caracterizaciones para la pardabola que pueden también
obtenerse usando ecuaciones diferenciales.

Primera caracterizacién. Supongamos que [ es una funcion di-
ferenciable no lineal. Sean y = {(a,h,z) la ecuacién de la recta
secante a la curva y = f(x) que pasa por los puntos (a, f(a)) y
(a+h, fla+h)),y A(a, h) el drea signada

A(a,h) = /aJrh La,h,z)dx — /a+h f(x)dx.

Entonces y = f(x) es una pardbola si y sdlo si el drea A(a,h) es
independiente de a.

Esta caracterizacién establece que una curva es una parabola si cualquier
recta secante a la curva que una dos puntos cuyas abscisas tienen diferencia
constante, limita con la curva un area constante. Las dos regiones mostradas en
la figura 4.7 seran iguales si la curva es una parabola.

Arquimedes ya conocia esta propiedad, y de hecho es posible probarla sin
usar calculo integral. En efecto, la Proposicion 24 del tratado de Arquimedes
La cuadratura de la pardbola® establece que el drea de cada segmento limitado
por una parabola y una cuerda que la corta es igual a cuatro tercios del area
del tridngulo que tiene la misma base y la misma altura que el segmento pa-
rabdlico. Siguiendo la notacién de la figura 4.8, el drea del segmento limitado
por la pardbola y la cuerda AB es cuatro tercios del area del tridngulo ABC'.

5El tratado de Arquimedes La cuadratura de la pardbola puede consultarse en la referencia
T. L. Heath, The works of Archimedes, Cambridge University Press, 1897.
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Arquimedes utiliza el término altura de un segmento parabdlico para referirse
al mayor de los segmentos rectilineos paralelos al eje de simetria de la parabola
comprendidos en el interior del segmento parabdlico. Ademads, la Proposicion
18 del citado texto de Arquimedes permite identificar la altura de un segmento
parabodlico facilmente: es el segmento rectilineo paralelo al eje de simetria que
parte del punto medio de la cuerda. En la figura 4.8, la altura es el segmento
rectilineo MC.

Entonces, si suponemos que f(z) = ax?+ Bz -+, con a > 0, el 4rea limitada
por la parébola y la cuerda y = £(a, h, x) seré cuatro tercios del drea del tridngulo
de vértices (a, f(a)), (a+2%,f(a+ %)) y (a+ h, f(a+ h)). El drea de dicho
tridngulo es
1 a f(a)

1 a+?2 f(a+b)
1 a+h fla+h)

(67

h3
8

N |

y, por tanto, el area del segmento parabolico es %h3, que como puede verse es
independiente de a.
Veamos ahora el resultado reciproco. Teniendo en cuenta que

y="taha) = fa) + LT IO )

es claro que
a+h

Alah) =5 (@) + fa+ 1) = [ fa)da.

a

Usando que A(a,h) es independiente de a y derivando con respecto de a la
igualdad anterior, obtenemos la ecuacion

h

0=5(f'(a) + fa+h)) = fla+h) + fla), (4.5)

B

C
Figura 4.8: La figura muestra un segmento parabdlico y el triangulo que podemos
usar para determinar su area.
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para todo a y para todo h. Si ahora fijamos a y tomamos como variable z = a+h,
llegamos a la ecuacion diferencial

2 2

Tr—a r—a

f(@) - f(a).

Es evidente que se trata de una ecuacién lineal de primer orden. Imponiendo
que la solucién de la ecuacién pasa por (a + h, f(a + h)), por el Teorema 3
podremos asegurar existencia y unicidad de solucién en el intervalo (—oo,a) o
en el intervalo (a,c0). Supongamos que nos encontramos en este tltimo caso, el
otro es similar. La solucién general de la ecuacién homogénea

2
r—a

f'(x) - f(z) =0,

es f(r) = k(z — a)?. Aplicando ahora el método de variacién de las constantes
llegaremos a la ecuacion

f'(a) — 2f(a)

(x—a)?® (z-a)®

K (z) = —

que implica

"(a a
oy mes L0 SO
y asi,
f@) = c(z —a)?* + f'(a)(z — a) + f(a),
y, evidentemente, se trata de una parabola si ¢ # 0. Usando que la curva debe

pasar por (a+ h, f(a+ h)), se deduce que

_ flath) — f(a) ~ f'(a)h
h2

y este valor no es nulo ya que f(a+ h) — f(a) — f'(a)h = 0 si y sélo si f es
una funcion lineal, y éstas funciones no estéan entre las posibles soluciones de la
ecuacion.
La prueba que acabamos de hacer esconde otra forma de caracterizar las
parabolas. La ecuacién (4.5) puede reescribirse como
flath)+f'(a) _ fla+h)— f(a)

. - 3 : (4.6)

y a partir de esta expresién puede probarse el siguiente resultado:

Segunda caracterizacion. Una funcién diferenciable f no lineal
es una pardbola si y sélo si la media aritmética de las pendientes de
las rectas tangentes en x = a y x = a + h es igual a la pendiente de
la recta secante que pasa por los puntos (a, f(a)) y (a+h, f(a+h)).
Es decir, una funcién diferenciable f no lineal es una parabola si y
solo si satisface (4.6) para todo a y para todo h.
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pendiente=m

|
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I
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I

|
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X

a N a+h

pendiente= f'(a+h) e

pendiente= f'(a)

Figura 4.9: La pendiente de la recta verde sera siempre la media aritmética de
f'(a) y f'(a+ h) siy sdlo si la curva azul es una pardbola.

Esta caracterizacién aparece ilustrada en la figura (4.9); en rojo aparecen
las rectas tangentes a la curva azul en * = a y * = a + h, cuyas pendientes
seran f'(a) y f'(a+ h). La pendiente m de la recta verde serd W siy
sélo si la curva azul es una parabola. El hecho de que una parabola satisface la
propiedad anterior puede demostrarse de manera inmediata. La prueba de que
toda funcién no lineal que cumpla la condicién es una parabola se obtiene como
en el caso anterior.

Tercera caracterizacién. Una funcion diferenciable f no lineal es
una parabola si y sélo si las rectas tangentes a f en los puntos x = a
y = b se cortan en un punto cuya abcisa es x = “T“J

Siguiendo la notaciéon de la figura 4.10, tendremos que ¢ = “7“’ si y s6lo

si la curva es una parabola. Resulta sencillo comprobar que una parabola sa-
tisface esta condicién. Para probar el resultado inverso consideremos las rectas
tangentes en * = a y = b, que estardn dadas por y = f(a) + f'(a)(z —a) y
y = f(b)+ f'(b)(x —b). En el punto de corte entre ambas rectas se cumplird que

fla) + f'(a)(z —a) = f(b) + f'(b)(x — D)

y puesto que en dicho punto es r = “TH’ por hipétesis, llegaremos a la ecuacion

b—a a—>b

f@) + f'(a)—= = fO) + (b)) ——

que es equivalente a (4.5) y se resuelve del mismo modo.



4.5. La ecuacion de Bernoulli 169

<

ISR S

: T _ atb
Figura 4.10: La igualdad ¢ = %2

parabola.

se verificara si y sélo si la curva azul es una

4.5. La ecuacion de Bernoulli
La ecuacion diferencial
'+ f(t)r =g(t)z®, acR\{0,1},

se denomina ecuacién de Bernoulli® en honor a Jacob Bernoulli, que fue quien
primero obtuvo la solucién general de este tipo de ecuaciones en el ano 1696.

Para resolverla basta efectuar el cambio de funcién w = z'!~%. Con este
cambio la ecuacion se transforma en

w'+ (1= a)f(hw = (1 —a)g(t),

que es lineal de primer orden.
Existe otro procedimiento de resolucion alternativo para las ecuaciones de
tipo Bernoulli. El factor integrante

Jltx) = 2= exp (—(a Y /f(t) dt)

las convierte en ecuaciones exactas. En efecto, la ecuacién de Bernoulli multi-
plicada por el factor integrante p(t, z:) puede escribirse como

SEl hecho de eliminar los valores a = 0y 1 se debe a que son dos casos que ya se han
analizado y no son ecuaciones de Bernoulli genuinas. En el caso a = 0 se tiene una ecuacién
lineal de primer orden y en el caso @ = 1 una ecuacién de variables separadas.



170 Capitulo 4. Ecuaciones lineales de primer orden

con
P(t,z) = (f(t)x — g(t)z*)u(t, ) y Qt, z) = u(t, z),
y resulta sencillo comprobar que
oP 0
e R O]

Ejemplo 20. Obtener la solucién general de la ecuacion
o +x =23
Se trata de una ecuacién de Bernoulli con o« = 3. Haremos el cambio de
funcién w = 2. De esta forma llegamos a la ecuacién lineal
w — 2w = —2t.
Resolviendo la ecuacién homogénea w’ —2w = 0 obtenemos la solucién w = ke?!

y haciendo la variacién de la constante (w = k(t)e?! y w' = k'(t)e? + k(t)e?!)
tendremos que

Fet = -2t = k(o) = [ e ar= (v4 5) e C

Asi llegamos a que w =t + % + Ce?! y entonces
2 _ 1
t+ 5 + ke?t
nos da, en forma implicita, la solucién general buscada.
Para usar el procedimiento del factor integrante, debemos considerar

u(t,a) = a3e 2,

ya que f(t) = 1. Asf la ecuacién, equivalente a la dada,

) r—2e=2t _ o2t
r = ---——
o 3e-2t

serd exacta y podremos proceder a calcular su funcién potencial:

Vit,z) = /$_36_2t dx + o(t) = T

—e el

con

1 1
Ot)=—te ™ = p(t) = 3 <t + ) e + k.

Por tanto las soluciones vendran dadas por

—2 1 1 1
%67%4-5 (t—|—2> e =c = z72 =t+§+062t,

que coinciden con las obtenidas por el procedimiento anterior. <
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4.6. La ecuaciéon de Riccati

Normalmente se denominan ecuaciones de Riccati a las ecuaciones diferen-
ciales de la forma
'+ f(t)x + g(t)x* = h(t). (4.7)
La denominaciéon de ecuaciones de Riccati puede verse ya en la segunda mitad
del siglo XVIII usada por J. D’Alambert. Sin embargo, resulta curioso que este
tipo de ecuaciones se asocien con J. Riccati, cuando la primera aparicién de una
ecuacioén de este tipo se produjo en un trabajo de Johann Bernoulli. En concreto
en un articulo de este autor del ano 1694 sobre curvas aparece como un ejemplo
la ecuacion ' = x2 +t? (que es, sin duda, la ecuacién mas paradigmaética de esta
clase) con un comentario en el que afirma no haber sido capaz de resolverla pese a
haberlo intentado de mil maneras. Durante varios anos esta ecuacién aparece en
la correspondencia entre Leibniz y Jacob Bernoulli y, finalmente, este ultimo en
1702 obtiene una solucién que comunica a Leibniz un ano mas tarde. Veintidos
anos mas tarde de todo esto, en 1724, es cuando hace su aparicién en esta
historia J. Riccati. En ese ano, Riccati publica un trabajo en Acta Eruditorum
en el que aparece, sin solucién, la ecuacién diferencial mas general

o' = at" + b (4.8)

En una nota publicada a continuacion, también en Acta Eruditorum, por Daniel
Bernoulli (hijo de Johann y sobrino de Jacob), éste afirma que la resolucién de la
ecuacion es un problema complicado e introduce un anagrama en el que esconde
su demostracién.” La solucién aparecié publicada un afio més tarde y luego
comentaremos algo més sobre ella. El hecho de que la ecuacién (4.8) fuese algo
mas general que la propuesta por Johann Bernoulli, y la preeminencia dada por
Daniel Bernoulli al trabajo de Riccati parecen ser los responsables de que la
ecuacion lleve el nombre de este tltimo.

Tras esta introduccién histérica veamos algo propiamente de matematicas.
Las ecuaciones del tipo (4.7) se consideran genuinamente de tipo Riccati si g y
h no son funciones nulas.® Para resolver, de manera elemental, las ecuaciones
del tipo (4.7) debemos conocer, al menos, una solucién particular x;(¢) de la
ecuacion. Esta soluciéon particular se obtendré por tanteo. Una vez determinada,
el cambio de funcién

z(t) = o1 (t) +wt(t)

transforma (4.7) en la ecuacién lineal

W' — (F(8) + 2g(O)1 (B)w = g(t).

El problema, por consiguiente, es determinar la solucién particular. Este proce-
dimiento fue desarrollado por Euler en una memoria publicada en el ano 1763.

7«“Solutio problematis ab Ill. Riccato proposito characteribus occultis involuta 24a, 6b, 6¢,
8d, 33e, 5f, 2g, 4h, 33i, 61, 21m, 26n, 160, 8p, 5q, 17r, 16s, 25t, 32u, 5z, 3y, +, —, —, +, =,
4,217

8Notar que si h(t) = 0 nos encontraremos con una ecuacién de tipo Bernoulli con a = 2 y
que si g(t) = 0 estaremos ante una ecuacién lineal de primer orden.

Jacopo Riccati (1676-1754),
matematico italiano. Su tra-
bajo como matematico estu-
vo centrado en el desarro-
llo de métodos para la reso-
lucién de distintos tipos de
ecuaciones diferenciales, y no
sélo para la que lleva su nom-
bre. Realizé varios trabajos
en hidraulica y colabor6 en
la construccién de diques en
los canales de Venecia.
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Ejemplo 21. Obtener la solucién general de la ecuacién
o a2 =141t

Es claro que se trata de una ecuacién diferencial de tipo Riccati. Una solucién
particular® es 21 (t) = t. Haciendo el cambio de funcién 2 = t+ L (2/ =1— 5—;),
tenemos la ecuacion lineal

w — 2tw = 1.

En primer lugar resolvemos la ecuacién homogénea asociada, w’ —2tw = 0, cuya
solucién es w(t) = ke!” . Haciendo la variacién de la constante y sustituyendo en
la ecuacion lineal llegamos a que

t
K(te =1= k(t) = /e*t2 dt = / e ds+ C.
0
De esta manera,

t
w(t) = Cet’ —|—/ e’ ds
0

1
Cet® + fof et =% ds’

que es la solucién general solicitada. <

xz(t) =t+

El procedimiento desarrollado involucra el calculo de dos primitivas, es de-
cir involucra dos cuadraturas en la terminologia de Euler. Veamos ahora dos
proposiciones sencillas que permiten reducir el nimero de cuadraturas cuando
se conozcan mas soluciones particulares. La primera es otro resultado de Euler
aparecido junto con el método que hemos mostrado.

Proposicién 4. Si se conocen dos soluciones de la ecuacion de Riccati (4.7),
entonces su solucion general puede obtenerse mediante una unica cuadratura.

Demostracion. Si denotamos por x7 y xo las soluciones particulares conocidas
de la ecuacién de Riccati, efectuamos el cambio de funcién

1 — WI2

1—w

9Si uno tiene buen ojo, es claro que puede dar con la solucién particular rapidamente. Sin
embargo, podemos proceder de un modo algo maés sistematico. Ante la forma que tiene la
funcién h(t), parece sensato tantear como solucién particular un polinomio en ¢. Tomaremos
un polinomio completo de grado uno z1(t) = at + b y lo insertamos en la ecuacién (basta
considerar un polinomio de grado uno ya que en este caso el grado del cuadrado del polinomio
serd dos coincidiendo con el grado del polinomio que define h). Asi,

a+a?t? 4+ 2abt +b% = 1 4 t*
de donde, por identificacién de coeficientes, obtenemos las ecuaciones
a+b>=1, 2ab=0, da®=1,

cuya udnica solucién es a = 1 y b = 0. Por tanto, z1(t) = ¢.
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Sustituyendo en la ecuacién (4.7) y haciendo uso de que x1 y z2 son soluciones
particulares, llegamos a que w debe satisfacer

w'(x1 — x2) + wg(t)(x1 — 22)? = 0.

Esta ecuacion es de variables separadas, su solucién es

w(t) = kexp (— / o(8) (21 — ) dt)

y, por tanto, la soluciéon general de la ecuacién de Riccati puede obtenerse me-
diante una unica cuadratura. O

El siguiente resultado fue obtenido independientemente por dos matemati-
cos en el tltimo cuarto del siglo XIX: Eduard Weyr en un trabajo publicado en
1876 y Emile Picard en un articulo de 1877. Es sorprendente que dos resulta-
dos con tantas analogias, la Proposiciéon 4 y la Proposicién 5, estén separados
histéricamente por més de un siglo.

Proposicién 5. Si se conocen tres soluciones de la ecuacion de Riccati (4.7),
entonces su solucion general puede obtenerse sin cuadraturas.

Demostracion. Denotemos por x1, xo v x3 las tres soluciones particulares co-
nocidas de (4.7). Sabemos que el cambio de funcién z(t) = z3(t) + w=1(¢)
transforma la ecuacién (4.7) en la ecuacién lineal de primer orden

w' = (f(t) + 2g(x)as(t))w = g(t).

Con las otras dos soluciones podemos construir dos soluciones particulares para

esta ultima,
v = (331 — .133)71 y vy = (332 - 373)717

que nos dardn la solucién general de la ecuacién lineal
w(t) = C(ve —v1) +v1.

Notar que v; — vy es una solucién particular de la ecuacion homogénea asociada
con la lineal (véase la Nota 3). De esta forma,

w(t) — v
V2 — U1

Xr — X1 Ty — T3

C= — (C =

Xr — X3 X9 — T

da la solucién general de la ecuacién de Ricatti. O

Analicemos ahora con mds detalle la ecuacion (4.8), que se suele denominar
ecuacion especial de Riccati. Daniel Bernoulli consiguié dar la solucién de esta
ecuacién en términos de funciones elementales'? para los valores

_ 4m
2m +1

10Entendiendo por funciones elementales aquellas que se obtienen como composicién de
funciones algebraicas, la exponencial, el logaritmo, las funciones circulares y sus inversas.

En la imagen superior el ma-
tematico checo Eduard Weyr
(1852-1903) y en la infe-
rior el francés Emile Pi-
card (1856-1941). El traba-
jo de Picard en la teoria
de ecuaciones diferenciales
es de gran importancia. Su
metodo de las aproximacio-
nes sucesivas (conocidas co-
mo Iteradas de Picard) per-
mite probar de un modo ri-
guroso un fundamental resul-
tado de existencia y unicidad
de solucién para un proble-
ma de valores iniciales.
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con m entero no negativo, y también para el caso limite n = —2. Su técnica es
sencilla. Para simplificar, denotaremos por R, 4.5 la ecuacién (4.8). Mediante el
cambio de variable y funcién

1 t7z+1
=—— T=— 4.9
TTTx Y ntl1’ (4.9)
la ecuacién R, ., para © = x(t) se transforma en la RN p(nt1)N o Para X =
X(T), donde N = —n/(n + 1). Usando ahora el cambio de variable y funcién

S 2

T=—p 28y t=—, (4.10)

1
s
la ecuacién R, q.p para © = x(t) pasa a ser la R_,_4,p para z = z(s). Si
tenemos en cuenta que el caso n = 0 es trivial (se trata de una ecuacién de
variables separadas), usando el cambio (4.10) obtendremos la solucién para el
caso n = —4; de éste, con (4.9), pasamos a n = —4/3, y reiterando el proceso
tenemos los valores de n

4 8 8 12 12 16 16

07 _47 I R R R = = T Y
373 5 5 7 709
que se agrupan en la mencionada sucesién n = —4m/(2m + 1).
En el caso limite n = —2, usando el cambio de funcién = = w/t, w = w(t),

llegamos a

d
td—léj:aererwz,

que es de variables separadas.

Aunque su demostracion queda fuera del alcance de estas notas, cabe men-
cionar un resultado de Liouville del ano 1841 en el que se deduce, como conse-
cuencia de una teoria mas general, que los tinicos casos en los que las ecuaciones
de Riccati especiales son resolubles en términos de funciones elementales son,
precisamente, los avanzados por D. Bernoulli.

Mas adelante veremos que existen ciertos cambios de funcién que permiten
expresar algunas ecuaciones de tipo Riccati no resolubles en términos de funcio-
nes elementales como ecuaciones lineales de segundo orden resolubles por series
de potencias. Estas series, por consiguiente, definirdn funciones no elementales.

4.7. Problemas

Problema 100. La solucién de la ecuacién (4.2) se ha obtenido suponiendo
que k1 # ko. ;Como seria la solucién de la ecuacion en caso contrario?

Problema 101. Probar que en el modelo (4.1), supuesto que ki # ko, la
maxima concentracién de antihistaminico en el torrente sanguineo se obtiene
para

log k1 — log ko

4
ki1 — ko
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Problema 102. Obtener la solucién del sistema (4.1) con las condiciones ini-
ciales 2(0) = y(0) = 1. Obténgase una grafica de la solucién suponiendo los
valores k1 = 0.6931 y ko = 0.0231.

Problema 103. Suponiendo los valores de las constantes iguales a los del pro-
blema anterior, hdgase un analisis del comportamiento de las funciones = e y
a lo largo de 48 horas, si se suministra una dosis de antihistamina cada ocho
horas.

Problema 104. La figura 4.3 muestra la sensibilidad del sistema (4.1) a las
variaciones en el pardmetro ks. En este problema se pretende analizar la sensi-
bilidad de las soluciones a las variaciones en el parametro k.

a) Tomando la concentracién de antihistamina en el torrente sanguineo que
se obtiene del sistema (4.1) con ko = 0.0231, dibujar las gréficas correspon-
dientes a los valores k; = 0.06931,0.11,0.3,0.6931, 1. ; Por qué las grificas
correspondientes a los valores mas grandes de k; cortan a las graficas que
corresponden a valores menores de este parametro?

b) Para que las concentraciones de un medicamento sean terapéuticamente
seguras deben mantenerse dentro de un intervalo fijo. Supongamos que el
intervalo deseado de concentracién para los antihistaminicos va de 0.2 a 0.8
por unidad de dosis suministrada. Con ks igual que en el apartado anterior,
calcular los limites superior e inferior de k; de modo que la concentracion
de antihistaminico en sangre llegue a 0.2 en un intervalo de dos horas y se
mantenga por debajo de 0.8 durante 24 horas.

Problema 105. Determinar los sistemas de ecuaciones asociados a los modelos
compartimentales siguientes

1+sent 3z Y

a)

¢ LY T
onx | -

Determinar las soluciones de los sistemas considerando z(0) = y(0) = 0 en a)
y 2(0) = y(0) = 2(0) = 0 en b). Analizar el comportamiento de las soluciones
cuando ¢t — oo.

Problema 106. Suponga que una célula estd inmersa en una solucién que
contiene un soluto con concentracién constante Cs. Suponga ademds que la
célula tiene volumen constante V' y que el drea de su membrana permeable es



El médico aleman Adolf E.
Fick (1829-1901), ademas de
derivar la ley de difusion que
lleva su nombre, desarrollé, a
finales del siglo XIX, las pri-
meras lentes de contacto.
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una cierta constante A. Por la ley de Fick, si C(t) denota la concentracién de
soluto en el interior de la célula en el instante ¢, la tasa instantdanea de cambio
de masa de la célula es directamente proporcional al drea y a la diferencia entre
Cs y C(t). Encuentre C(t) si m(t) =V - C(t) y C(0) = Cy. Si suponemos que
Cs > 2Cy, determine el tiempo necesario para que se duplique la concentracion
inicial de soluto en el interior de la célula.

Problema 107. (Otro problema de mdquinas quitanieves.) Una manana co-
menzo6 a nevar temprano de manera regular y abundante. A mediodia, transcu-
rridas T horas desde el comienzo de la nevada, una maquina quitanieves sali6 a
despejar una carretera. Una segunda maquina partié del mismo lugar y siguien-
do el mismo camino algun tiempo, 7, mas tarde. Si la segunda maquina alcanzo a
la primera, determinar, en funciéon de Ty 7, en qué momento y en qué posicion
se produjo el encuentro. (;Qué le ocurre a la velocidad del segundo quitanieves
en el momento del encuentro?)

Problema 108. (Y otro més.) Una mafana comenzé a nevar temprano de ma-
nera regular y abundante. A mediodia, transcurridas T" horas desde el comienzo
de la nevada, una maquina quitanieves salié a despejar una carretera. A las dos
de la tarde la méquina dié la vuelta (instantdneamente) para volver al punto de
partida, llegando a éste a las tres de la tarde. ;Cudando comenzé la nevada? ;A
qué hora deberia haber dado la vuelta el quitanieves si hubiese querido llegar
de vuelta al punto de partida a las dos de la tarde?

Problema 109. (Otro problema sobre cuerpos de masa variable.) Una gota de
lluvia esférica, partiendo del reposo, cae por efecto de la gravedad. Si recoge
vapor de agua (que se supone que estd en reposo) a un ritmo proporcional a su
superficie y su radio inicial es cero, probar que cae con una aceleracion igual a

g9/4.
Problema 110. Encontrar la solucién general de

/ 2t — _1
a) o' + pt = e

=3

) @ 4+ x =tet,

) o+ t?r =12,

o

oL

) (1+12)a +te = (1+12)%/?
) 2% + 3tz — 1)2’ =0,

@

—h

) 3ta’ — 2z = ;—Z,

)t +x = tta?,

oo

h) (tz +t223)2’ =1,

i) ' —ax?+42tz = 2, sabiendo que admite una solucién particular polinémica,
j)

j —1

cost

o = —250L 4 22 sent, sabiendo que x(t) =

5 es una solucién particular.
cos®t
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Problema 111. Encontrar la solucién general de las siguientes ecuaciones de
tipo Riccati, determinando en cada caso mas de una solucién particular. En
todos los casos debe intentarse encontrar soluciones polinémicas.

a) o'(1 —t3) + 2t + 2z — 22 = 0.
b) o' =t? — 2tz + 2.
c) t(l—tH)a' —* + (> — )z +2? = 0.
Problema 112. Resolver los problemas de valores iniciales

o+t =1+t
) x(3/2) =0,

by 48 = T
z(1) =2,

(14 t2)2’ + 4tz = t,
) x(1) =1/4.

Problema 113. Una caracterizacion para ecuaciones lineales de primer orden.
Sea f(t,r) una funcién de clase C2. Probar que la ecuacién 2’ = f(t, x) es lineal
de primer orden si y solo si

D?f(t,x) _0

Ox? ’
Problema 114. Una caracterizacion para ecuaciones de Bernoulli. Sea f(t,x)
una funcién de clase C2. Probar que la ecuacién 2’ = f(t,z) es de tipo Bernoulli

si y sélo si la funcién

utt) =g (10 (57 (£52))
i ((252) + (252) ) <o

Problema 115. Una caracterizacion para ecuaciones de Riccati. Sea f(t,x)
una funcién de clase C3. Probar que la ecuaciéon x’ = f(t,z) es de tipo Riccati
si y s6lo si

satisface que

P f(t,x)
ox3
11

=0.
Problema 116. Resolver la ecuacién
i d7w + 2£ — 0
dw \ dr r )

' Propuesta por F. P. Matz como Problema 3442 en la revista The American Mathematical
Monhtly en 1930, pag. 380.
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Problema 117. Probar las siguientes afirmaciones:

a) Sean a,c >0y b € R, entonces cada solucién de la ecuacién
7'+ ax = be
verifica que
lim «(t) = 0.

t—o0

b) Sean a(t) y f(t) funciones continuas en R, a(t) > ¢ > 0y lim;_, f(t) =0,
entonces cada solucién de la ecuacion

2+ a(t)e = £(1),
verifica que
tlgélo z(t) = 0.
Problema 118. Sabiendo que la ecuacién diferencial

ft)de + (> +z)dt =0

admite un factor integrante de la forma p(t) = ¢, determinar todas las posibles
funciones f. En ese caso obtener la solucién general de la ecuaciéon dada.

Problema 119. Sean las funciones

o0 $2n+1 e $2n
t) = t) = P e—
f(t) 7;]1.3.5...(2714_1) y 9(t) 7;)2-4-6...2n

a) Dar una expresion explicita de g(t).
b) Demostrar que f'(t) =1+ t¢f(t). A partir de esta relacién, obtener f(¢).

¢) Calcular

lim &
t=o0 g(t)’

Problema 120. Hallar la solucién de la ecuacién diferencial

te' + \x = A >0,

1+t

definida en (0,00) y tal que lim;_,g+ (t) € R. Obtener el desarrollo en serie
de potencias de t para dicha solucién. Utilizar todo lo anterior para obtener la
suma de la serie

o0

n=0

—~

1
+ 3n 23n°

—_
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Figura 4.11: En negro algunas curvas de la familia del Problema 123 con a =1
y en rojo sus trayectorias ortogonales.

Problema 121. Sabemos que las funciones z1(t) = ¢ y x2(t) = tsent son
soluciones particulares de la ecuacién diferencial ' +p(t)z+ ¢(t) = 0. Encontrar
la solucién general de la ecuacién, las funciones p(t) y ¢(t) y determinar aquella
solucién que verifica que x(u) = 2u, para cada u € R fijo.

Problema 122. Hallar las trayectorias ortogonales a la familia de soluciones
de cada una de las ecuaciones diferenciales siguientes:

xx’
5t2atr + —— = —1
a) xw+2t ,

b) zdt+ (2t — 2?) dx = 0.

Problema 123. Calcular las trayectorias ortogonales a la familia de curvas
dada en coordendas polares (6, 7(6)), donde

r* —2a%r? cos(20) + a* = b*,

siendo a una constante y b un parametro. En la figura 4.11 se muestran la familia
de curvas y sus trayectorias ortogonales.

Problema 124. Calcular las trayectorias ortogonales a la familia de curvas
dada en coordendas polares (0,7(0)), donde

rt —2a?r? tan(20) + a* = b*,

siendo a una constante y b un parametro. La expresion para las trayectorias
ortogonales quedard expresada en términos de una integral. En la figura 4.12 se
muestran la familia de curvas y sus trayectorias ortogonales.
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Figura 4.12: En negro algunas curvas de la familia del Problema 124 y en rojo
sus trayectorias ortogonales.

Problema 125. Sea P = (z,y) un punto de una cierta curva y r la recta
tangente en dicho punto. Determinar la familia de curvas tal que para cada
punto P se verifica que el segmento de la recta tangente r comprendido entre
P y el eje OY es igual a 2xy™, n € N.

Problema 126. En cada recta normal a una curva -, se considera el segmento
cuyos extremos son el punto de contacto con la curva y la interseccion con el eje
OX. Si suponemos que el punto medio de este segmento estd sobre la pardbola

y? =

a) Hallar la familia de curvas y cuyas normales cumplen esta propiedad.
b) Calcular las trayectorias ortogonales a la familia de curvas 7.

Problema 127. En un modelo de crecimiento econémico neocldsico simple se
supone que una sociedad ahorra (con el fin de invertir) una fraccién constante s
de la produccién en cada instante de tiempo y consume el resto. La acumulacion
de capital por individuo k(t) estd caracterizada por la ecuacién

dk

— = sfok® — uk,

7 fo p
donde fy,  y p son parametros reales tales que fo > 0,0 < a <1y u > 0.
Determinar la solucién de la ecuacién supuesto que k(0) = kg > 0.

Problema 128. La propagacion de una accién simple en una poblacion grande
(por ejemplo, los conductores que encienden los faros de su automévil al atar-
decer) a menudo depende en parte de circunstancias externas (que oscurezca)
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y en parte de una tendencia a imitar a quienes ya han realizado la accién en
cuestién. En este caso, la proporcién P(t) de personas que ya han realizado la
accion en el instante ¢ puede describirse por la ecuacién diferencial

dP

= = (L= P)le(t) +bP]

donde e(t) mide el estimulo externo y b es un coeficiente de imitacion.

a) Observar que esta ecuacién es de Riccati y transformarla mediante un
cambio de funcién en una ecuacién diferencial lineal de primer orden.

b) Resolver la ecuacién propuesta para e(t) = at, con a constante.

4.7.1. Problemas de mezclas

Los problemas de mezclas pueden analizarse mediante modelos comparti-
mentales y dan lugar a ecuaciones o sistemas lineales. Esquematicamente un
problema de mezclas se modeliza mediante un recipiente en el que va a entrar
una disolucién con una determinada concentracién de soluto, se va a mezclar
con la disolucién presente en el recipiente, y va a salir con una concentracion
distinta del soluto. Una suposicién fundamental del modelo es que la mezcla se
produce de manera instantanea y uniforme en todo el recipiente. Las velocida-
des de entrada y salida de la disoluciéon no han de coincidir necesariamente. El
modelo de absorcién de medicamentos estudiado al comienzo de este capitulo
es en esencia un problema de este tipo (la sangre y el tracto intestinal hacen
el papel del disolvente y el medicamento es el soluto), y también el problema
de las copas de vino. Hay otros muchos fenémenos que comparten esta misma
estructura y todos ellos se analizan del mismo modo. La idea fundamental es
aplicar la ley de equilibrio

Tasa de cambio neta = Tasa de entrada — Tasa de salida

Veamos algunos ejemplos que dan lugar a ecuaciones o sistemas que podemos
resolver con los métodos que hemos desarrollado hasta ahora.

Problema 129. Supongamos un depdsito que contiene V' litros de una solu-
cién salina que contiene p gramos de sal,'? tal y como esté representado en el
esquema de la figura 4.13. Si recibe por la parte superior otra solucién con una
concentracién de ¢; gramos/litro a una velocidad de vy litros/minuto y desagua
por la parte inferior a una velocidad de vy litros/minuto, probar que la cantidad
x de sal en el depdsito en un cierto instante ¢ es la funcién solucién del problema
de valor inicial

d—m—cv . S
dt o 2V+(U1—U2)t’
z(0) = p.

Determinar la solucion x.

12 Asumiremos, si fuese necesario, que el depédsito tiene una capacidad ilimitada.
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—_—
Cr

Vi —
—

x(7)

v

Figura 4.13: Esquema asociado al Problema 129.

Problema 130. Supongamos tres depésitos iguales con V' litros de agua uni-
dos como se muestra en el esquema de la figura 4.14. El primero de los reci-
pientes recibe por la parte superior una soluciéon con una concentracién de ¢y
gramos/litro a una velocidad de vy litros/minuto. Ademads el primer depdsito
trasvasa su mezcla al segundo a una velocidad de ve litros/minuto y éste al
tercero a una velocidad de v3 litros/minuto. Si el sistema desagua a una veloci-
dad de vy litros/minuto, comprobar que la cantidad de sal en cada uno de los
depésitos, denotadas por x, y y z respectivamente, es la solucién del sistema

dx o T

JR— P —

dt i 2V—|—(’Ul —Ug)t’

@_’U v — v y

dt a 2V+(U1—Uz)t 3V+(’U2—1]3)t7
%—’U y — v i

dt o 3V+(U2*’U3)t 4V+<’037’U4)t7
z(0) = y(0) = 2(0) = 0.

Resolver el sistema en el caso v1 = vo = v3 = vg4.

Problema 131. Un tanque de almacenaje de una empresa situada junto a un
lago vierte en él, a través de pequenas fisuras, una solucién concentrada al 37 %
en el volumen de acido clorhidrico. El acido se mezcla uniformemente con el
agua del lago. Sabiendo que la solucién sale del depdsito a una velocidad de
20 litros por hora, que el lago contiene cuatro millones de litros de agua en el
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x(f) y(®) z(t)
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V2 V3
— — iV4

Figura 4.14: Esquema asociado al Problema 130.

momento inicial del vertido, que recibe agua limpia de fuentes externas a una
velocidad de 1000 litros por hora y que desagua a través de un riachuelo a la
misma velocidad, determinar la cantidad de acido clorhidrico en el lago al cabo
de un ano.

Problema 132. Una piscina con capacidad de 40000 litros renueva 12000 de
ellos cada dia. Las tabletas de cloro para el mantenimiento son depositadas en
un pequeno recipiente para su disoluciéon. Sabemos que cada pastilla tiene un
peso de 100 gramos y tarda una semana en disolverse. Si inicialmente hay 100
gramos de cloro en el agua e introducimos dos pastillas para su disolucién, ;cudl
serd la cantidad de cloro t dias después?

Problema 133. El tricloroetileno y otros disolventes clorados son causa fre-
cuente de contaminacién de aguas subterraneas. Este tipo de sustancias, cono-
cidas como DNAPL’s (siglas inglesas de dense nonaquaeous phase liquids), son
méas densas que el agua y escasamente solubles en ella. Las DNAPL’s tienen
tendencia a acumularse como una capa bajo el nivel inferior del agua. El paso
de aguas subterraneas a través de la sustancia contaminante produce una lenta
disolucién de ésta y su difusion. La situacion aparece ilustrada en la figura 4.15.

Supongamos que m es la masa de sustancia contaminante, A, es el volumen
de la region que produce la contaminacion, vy es la velocidad a la que fluyen las
aguas subterrdneas'® y ¢, es la concentracién de sustancia contaminante en el
agua que procede de la fuente de sustancias quimicas. En este caso la ecuacién
que describe la variacion con el tiempo de la masa de DNAPL es

dm

E - _Asvdcs (t)»

donde la relacién entre la concentracién y la masa estd dada por una ley de la

13Conocida como velocidad de Darcy.
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Figura 4.15: Esquema de la contaminacién de aguas subterraneas con DNAPL.
La imagen ha sido tomada del informe An illustrated handbook of DNAPL trans-
port and fate in the subsurface, de la Environment Agency del Gobierno Britani-
co.

forma
cs(t) _ (m@®)"
co  \ mo
siendo v una constante determinada experimentalmente, mg la masa de DNAPL

inicial y ¢ la concentracién que genera la masa inicial mg cuando el agua co-
mienza a fluir a través de la sustancia contaminante.

a) Probar que la variacién de la masa sigue la ecuacién

dm

2T _am?
dt

con o = vgAgco/my.

b) Diversos procesos debidos a degradaciones bidtica y abidtica producen una
disminucion de la sustancia contaminante que es proporcional a la masa,
dando lugar a la ecuacion

dm

dt
para una cierta constante de decaimiento A. Determinar la solucién de la
ecuacion.

= —am” — \m
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¢) Probar que si v > 1 la sustancia contaminante permanece indefinidamente
y si 0 < v < 1 desaparece en un tiempo finito ¢ ;. Determinar el tiempo de
desaparicién t; en el segundo caso.

d) Tomando los valores my = 1260 kilogramos, ¢y = 100 miligramos por
litro, As = 30 metros cuadrados, vy = 20 metros por afio y A = 0, dibujar
graficos de la concentracion cg en los casos:

i) y=0.5, para 0 <t < ty,
ii) v =2, para 0 < ¢ < 100 anos.

e) Supongamos que las autoridades emprenden acciones de reparacién que
producen una reduccién del 90 % en la cantidad inicial de DNAPL. Re-
petir el apartado anterior reemplazando mg y ¢o por m; = 0.lmg y
¢1 = (0.1)7¢g. Comparar las gréficas obtenidas en ambos casos.

f) Supongamos que las acciones de reparacién tienen lugar 10 afios después
del depdsito de la sustancia contaminante. Teniendo esto en cuenta, reali-
zar las correspondientes modificaciones para trazar las graficas correspon-
dientes a los datos proporcionados en el apartado e¢). Comparar y comentar
los resultados obtenidos con los de los apartados anteriores.

4.7.2. La ley de enfriamiento de Newton

La ley de enfriamiento de Newton establece que la tasa de cambio de tem-
peratura de un cuerpo es directamente proporcional a la diferencia entre la
temperatura del cuerpo y la del medio que le rodea.

Problema 134. Un cuerpo se calienta hasta 110°C y se expone al aire libre
a una temperatura de 10°C. Al cabo de una hora, su temperatura es de 60°C.
;Cuanto tiempo adicional es necesario para que se enfrie hasta 30°C?

Problema 135. A las ocho de manana de un cierto dia le preparé a mi mujer
un café cuya temperatura inicial era de 90°C. A las ocho y media, cuando
salimos para dejar a los ninos en el colegio, la temperatura del café era de
45°C. Desgraciadamente no le dio tiempo de tomérselo antes de salir de casa,
y cuando volvimos a las nueve la temperatura del café era sélo de 30°C. ;A
qué temperatura estaba nuestra casa esa manana?

Problema 136. ;Cuantas mediciones de la temperatura corporal son necesarias
para determinar la hora de fallecimiento de una persona que se encuentra en
un entorno de temperatura constante? ;Cémo obtendremos la temperatura del
cadaver?

Problema 137. Sila temperatura del medio oscila de manera regular en torno
a una temperatura media p, ésta puede describirse considerando la funcién

T (t) = p+ acos(wt).



186 Capitulo 4. Ecuaciones lineales de primer orden

Con este tipo de funcion se dice que la temperatura oscila alrededor del valor
medio p con amplitud a (es decir, la temperatura se moverd en el intervalo
[4 — a,u+ a]). La frecuencia de las oscilaciones es w/27 e indica el nimero de
veces que ocurre una oscilacion completa por unidad de tiempo. El inverso de
la frecuencia, 27 /w, es el perfodo, tiempo que tarda una oscilacién completa, es
decir, el tiempo entre dos méaximos consecutivos.

Deseamos conocer la temperatura de un cuerpo en un medio donde la tem-
peratura fluctia de este modo. Si la temperatura inicial del cuerpo es Ty y k es
la constante de proporcionalidad de la ley de enfriamiento de Newton, probar

que
k2 cos(wt — o)
T(t) = —kt (o, A o 7
) =n+e (0 Foere) T ey
donde

¢ = arctan (%) .

Problema 138. Encontrar la funcién de temperatura de un cuerpo con tem-
peratura inicial Ty y constante de proporcionalidad k en la ley de enfriamiento
de Newton, si la temperatura del medio fluctia siguiendo la funcién

Tn(t) = p+ acos(w(t — a)).

Problema 139. Se encontré un cadaver a las 7:00 a. m. de un dia de invierno,
y en ese momento se le realizé una medicién de temperatura, obteniendo 20°C.
Una hora mas tarde la temperatura del caddver habia descendido hasta 15°C.
Supongamos que la temperatura del medio oscilaba segtn la funcion

T, (t) =3 —5cos (w(t —2)),

us

15, donde ¢ se mide en horas y el valor ¢ = 0 corresponde a la media-

con w =
noche.

1. Probar que la constante de proporcionalidad k de la ley de enfriamiento
de Newton satisface la ecuaciéon

B 12(k% + w?) — 5k(k cos(6w) + wsen(6w))
b= —log (17(k2 + w?) — 5k(k cos(bw) + wsen(5w))> '

2. Si ty denota la hora del fallecimiento, usar las condiciones T'(tg) = 37 y
T(7) = 20 para obtener que t( satisface la ecuacién
b T4 1 o 17(k? 4+ w?) — 5k(k cos(5w) + wsen(5w))

0 ko8 34(k? + w?) — 5k(k cos(w(to — 2)) + wsen(w(ty — 2))) )

3. Usando Mathematica (o algiin otro programa similar)'* y usando el méto-
do de Newton obtener las aproximaciones k ~ 0.3639 y to ~ 4.8803,
correspondiente a las 4:53 a. m.

1 Con Mathematica es suficiente usar el comando FindRoot, este comando aplica el método
de Newton directamente.
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Problema 140. Una variante de la ley de enfriamiento de Newton es la ley de
radiacion de Stefan, segin la cual la tasa de variacién de la temperatura de un
cuerpo es directamente proporcional a la diferencia entre las potencias cuartas de
las temperaturas del cuerpo y del medio. Obtener la temperatura de un cuerpo
sujeto a esta ley con temperatura inicial T, cuando la temperatura del medio se
mantiene constante. Hacer una comparacion de los resultados obtenidos usando
la ley de Newton o la ley de Stefan, para distintos valores de la temperatura del
medio. Analizar los resultados.

Problema 141. Otra modificacién de la ley de enfriamiento de Newton propone
que la tasa de variaciéon de la temperatura de un cuerpo esta gobernada por la
ecuacion

dT
= = —a(T = To)|T = Tp|?
pra )| |

donde a y p son constantes positivas y T,, es la temperatura del medio, que
consideraremos constante.

a) Encontrar la solucién general de la ecuacion cuando p = 1/3.

b) Dar la solucién del problema de valor inicial compuesto por la ecuacién
dada y la condicién T'(0) = Ty > Tp.

¢) Determinar el comportamiento a largo plazo de la temperatura del cuerpo.






Capitulo 5

Otros meétodos elementales
de resolucion

5.1. Ecuaciones en las que la derivada aparece
implicitamente

Todas las ecuaciones que hemos tratado hasta ahora responden al patrén
x’ = f(t,x); sin embargo, esto no siempre es asi. En algunos casos la derivada
aparece implicitamente en la ecuacién; es decir, se presenta como F'(t,x,2’) = 0.
Como ya comentamos al principio, bajo condiciones apropiadas sobre F' se puede
pasar a una ecuacién explicita. De todos modos, esto no siempre tiene porque
ocurrir.

En algunos casos puede que la ecuacion se presente como una funcién poli-
nomial de x’ y que dicho polinomio admita una factorizacién en términos de la
variable z'. Resolviendo la ecuacién que aparece en cada factor tendriamos la
solucion general. Por ejemplo,

(') = (2t + 2)2’ + 2t = 0.
Esta ecuacién puede factorizarse como
(' —2t)(2' —2) =0

y sus soluciones serdn = = t2 + ¢, que se obtiene de resolver ' = 2t, y x = ke’,
que viene de ' = x.

Otra posibilidad que puede presentarse es que la ecuacién pueda resolverse
con respecto at o x:

a) t = f(x,a'), resuelta respecto a t,

b) x = f(t,2’), resuelta respecto a z.

189
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En ambos casos podemos buscar soluciones paramétricas, t = t(p,¢) y = =
x(p, ¢), por un procedimiento similar.
Para a) tomamos 2’ = p y de aqui, suponiendo que t = ¢(p) y = = z(p),

obtenemos que

dx dt

— =p—. 5.1

TR (5.1)
Ahora derivando contra p la ecuacién t = f(z,p) (es decir, la ecuacién de partida
con z’ sustituido por p) llegamos a que

dt 0 dx

0

Finalmente, de las dos tltimas ecuaciones deducimos que
dx 0 de 0
=P ((%f(w,p)dp + 8pf(x,p)> :

Resolviendo la ecuacién, en los casos que sea posible, llegaremos a una expresion
x = x(p, ¢) que sustituiremos en t = f(x,p) para tener t = t(p, ¢).
Para b) el procedimiento es similar. Queremos obtener ¢t = t(p,c) y = =

x(p, ¢). Nuevamente consideramos ' = p y derivamos contra p la ecuacién
x
- %f(xap)% + 87pf(x’p)'
Ahora, usando (5.1), concluimos que ¢ = #(p) satisface la ecuacién
0 dt 0 dt
- , R — s = pnD—. 5.2
il @ PIg, T g, P) =rg (5:2)

De esta ecuacién obtendremos una expresion para t = t(p,c) y de la relacién
x = f(t,p) deduciremos la forma de x = z(p, c).
Ejemplo 22. Obtener la solucién general de la ecuacion

t =xa’ + (22

Tomando z’ = p, tendremos que

9 dt x
t=xp+p — o =p—dp +x + 2p.
Con la igualdad j—; = %% llegamos a

dr_ d£+x+2
dp_p pdp P,

que convenientemente reordenada da

dx P 2p
— + r=— .
dp  p%—-1 p2—1
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La solucién de esta ecuacién lineal de primer orden es

c _log(p+/p? - 1)

V-1 P Vp? -1

y esto nos permite obtener la expresion paramétrica

p_ @ ploglpt vp?—1)

con lo que concluimos. <

Ejemplo 23. Obtener la solucién general de la ecuacién
z=(2+2)t+ (')

Considerando 2’ = p en la ecuacién propuesta y derivando respecto a p, se
tiene que

dx dt
z=2+pt+p o (+p)dp++p
Asi, usando la relacion ?TZ = pfj—;, llegamos a la ecuacién
(2+ )ﬂ+t+2 _pf o Bt
g P=rg p 2= P

Esta ultima ecuacion es lineal de primer orden y su solucion general es
t=2(2—p)+ce P2
Ademas, resulta evidente que
r=8—p?+c(2+p)e P/

lo que completa las ecuaciones paramétricas de la solucién general de la ecuacion
propuesta. <

5.1.1. Una caracterizacién para las parabolas

Utilizando la técnica que acabamos de introducir vamos a dar una nueva
caracterizacion para las parabolas, en este caso en funcién de su comportamiento
respecto a los rayos de luz.

Un problema de éptica. Determinar la forma de un espejo curvo
en el que todos los rayos de luz provenientes del Sol (que se suponen
paralelos) se reflejan pasando por un punto fijo.
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X

Figura 5.1: Esquema para la determinacién de la forma de un espejo.

Fl espejo tendra la forma de una superficie de revolucion obtenida al girar
alrededor de OX una cierta curva sobre la que los rayos solares, que supondre-
mos paralelos al eje OX, se reflejaran pasando por el origen de coordenadas, que
tomaremos como el punto fijo. Seguiremos la notacién introducida en la figura
5.1. Teniendo en cuenta la ley de reflexién el angulo de impacto de los rayos de
luz « serd igual al de reflexion 5. Por estar comprendidos entre rectas paralelas,
los angulos 8 y ¢ también coinciden. Esto nos lleva a que 0 = 2¢. Ahora, es
claro, que tanf = £ y

2tan ¢

tanf = tan(2¢) = m

Usando que tan ¢ = ¢ e identificando las dos expresiones anteriores, llegamos a
la ecuaciéon

y 2
r 1-(y)¥
que puede reescribirse como
2y’
= rr—
T

y que responde al tipo de ecuaciones que hemos estudiado en el caso b). Para
resolverla buscaremos soluciones paramétricas. Tomando y’ = p la ecuacién se
transforma en

2
y=a—"T. (5.3)

Ademais, se tendrd que

(5.4)
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Derivando contra p la igualdad (5.21), deducimos la expresién

dy _ 2p dz  2(1+p?)
dp 1—p?>dp "~ (1—-p?)?*

(5.5)

Ahora, eliminando Z—Z del sistema formado por (5.4) y (5.5) obtenemos la ecua-
cién de variables separadas

dx B 2x

dp  p(l—p?)’

cuya solucién es

1—p?
r=c .
2
Finalmente, de (5.3) se concluye que
2c
y=—.
p

Eliminando p de las ecuaciones paramétricas anteriores finalizamos que la familia
de curvas que verifican la propiedad propuesta son las parabolas de la forma'

y? =dex +4c2 =4dc(x+c).

El foco de esta familia de parabolas es, precisamente, el origen y la recta di-
rectriz de cada una de ellas es © = —2c¢. Para cada pardbola de la familia se
verificard que los rayos solares, que llegardn sobre rectas de la forma y = k, se
reflejardn pasando por el origen de coordenadas que es el foco.

Como ya se ha comentado, Diocles en su obra Sobre los espejos ustorios
ya habia establecido que para espejos parabdlicos se cumplia este hecho que
se denomina propiedad focal de las pardbolas. Lo que acabamos de probar en
este ejemplo es que las parabolas son las nicas curvas cumpliendo la propiedad
focal; es decir, se trata de otra caracterizacion de estas curvas.

Material complementario
Sobre la ley de reflexion de la luz

Aunque ya ha aparecido en varias ocasiones, creemos que merece la pena
realizar un breve comentario sobre la ley de reflexion de la luz.

1Las ecuaciones de la forma (y — k)2 = 4p(x — h) representan pardbolas de vértice en el
punto (h, k), foco situado en (h+ p, k) y recta directriz = h —p. Recordad que una parébola
es el lugar geométrico de los puntos del plano equidistantes de un punto, llamado foco, y de
una recta, denominada directriz.
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La ley de reflexion de la luz establece que el angulo de incidencia de un
rayo de luz es igual a su angulo de reflexion, y es conocida desde la antigiiedad.
Tradicionalmente (véase el libro de T. L. Heath, A history of Greek mathema-
tics, Clarendon Press, Oxford, 1921; reimpresion, Dover, 1981) la obra titulada
Catdptrica,® atribuida durante mucho tiempo a Euclides (aproximadamente,
325-265 a. de C.), ha sido considerada la referencia mds antigua para la ley de
reflexion. La Catoptrica, al igual que los comentarios clasicos a los Elementos,
fue redactada por Teén de Alejandria (335-405 d. de C.)? y se ha confirmado
que es, en realidad, un curso dictado por Teon recopilando los conocimientos
sobre el tema hasta el momento. En el trabajo de Teén no aparece ninguna de-
mostracion de la ley de reflexion. La referencia mas antigua conocida para una
prueba, basada en cierto comportamiento de los rayos de luz, es otra Catoptri-
ca, en este caso de Herén de Alejandria (aproximadamente, 10-75 d. de C.) y
datada en el siglo primero. Sin embargo existen evidencias de que se conocia la
forma de probarla desde varios siglos antes. Por ejemplo, en la Catoptrica de
Teon se habla de un demostracién dada por Arquimedes (287-212 a. de C.). De
hecho, la tradicion iconografica nos muestra a Arquimedes defendiendo Siracusa
de las embestidas del general romano Marcelo usando la reflexion de los rayos
solares sobre espejos para hacer arder las naves enemigas. Es conocido que pue-
de hacerse arder objetos por este procedimiento, aunque de ahi a quemar un
navio, mas teniendo en cuenta los medios disponibles en aquella época, va un
gran trecho. Sin duda, la imagen de Arquimedes y los espejos es simplemente la
representacion de una leyenda.

Otro circunstancia que permite asegurar que la ley de reflexion era ya bien
conocida en el siglo tercero antes de Cristo es que Diocles (240-180 a. de C.) la
utiliza como argumento fundamental para probar la ya mencionada propiedad
focal de las parabolas.

Los fenémenos de reflexion continuaron fascinando a los investigadores de
épocas posteriores. Por ejemplo, Leonardo da Vinci trabajé sobre la reflexion
de los rayos solares sobre espejos circulares. Una muestra clara de su trabajo
en esta linea es el Codex Arundel, una coleccion de notas originales de Leonar-
do compiladas tras su muerte y perteneciente a la British Library, que puede
visitarse virtualmente,* y de donde hemos tomado la imagen en la figura 5.3.
En la parte derecha del manuscrito de Leonardo se observa su estudio sobre
la reflexion de los rayos solares sobre un espejo circular. La curva que apare-
ce formada por los rayos reflejados se denomina cdustica de la circunferencia
y resulta sencillo comprobar que se trata de la envolvente de los rayos solares
reflejados por el espejo, cuestion esta tltima sobre la que ya trabajamos en el
primer capitulo.

2La catéptrica, segtin la RAE, es la rama de la 6ptica que trata de las propiedades de la
luz reflejada.

3Teén de Alejandria fue el padre de Hypatia, la primer mujer matemética de la que se tiene
conocimiento. La vida de Hypatia, asesinada por fundamentalistas cristianos por negarse a
renunciar a sus creencias, ha servido de inspiracién a A. Amenébar para realizar su pelicula
Agora.

4http://www.bl.uk/onlinegallery/ttp/ttpbooks.html
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Figura 5.2: Una de las multiples representaciones de Arquimedes durante la
defensa de Siracusa.

Figura 5.3: Una imagen del Codex Arundel cortesia de la British Library.

La relacion de las matematicas y la Iuz se han mantenido y profundizado a lo
largo de los siglos y, de hecho, ha dado lugar al desarrollo de importantes ramas
de las matemadticas. Sin embargo estas cuestiones quedan fuera del alcance de
estas notas.




J. L. Lagrange (1736-1813).
Aunque frecuentemente es
considerado como francés,
Lagrange naci6é en la ac-
tual ciudad italiana de Turin,
donde se formé en matemati-
cas de manera autodidac-
ta. A los treinta anos se
traslad6é a Berlin y alli tra-
bajé durante dos decadas.
Finalmente, en el ano 1787
se instalé en Paris donde per-
manecio hasta su muerte. El
trabajo matematico de La-
grange abarca una amplia
variedad de temas (andlisis,
algebra, probabilidad ...) y
en todos ellos realizé impor-
tantes aportaciones.
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5.2. Ecuacion diferencial de Lagrange

Se denomina ecuacién diferencial de Lagrange a la que tiene la forma
z+1t¢(z') +(2') =0,

con ¢ y 1 funciones derivables. Se trata de ecuaciones de la forma x = f(¢,2’)
para las que buscaremos soluciones paramétricas de la forma t = t(p,c) y « =
x(p, ¢). Haciendo o’ = p tendremos que x = —to(p) — ¢ (p) y la ecuacion (5.2),

en este caso sera,
dt ¢'(p) V'p)  _

dp " p+6p)  p+op)
que es lineal de primer orden. Esto es asi supuesto que p + ¢(p) # 0. Si existe
algun valor de A tal que A + ¢(\) = 0 la recta

z =\ —(N)

tambien es solucién de la ecuacién de Lagrange.

Ejemplo 24. Obtener la solucién general de la ecuacion
z = 2tx’ +senx’.
La ecuacién se puede reescribir como
/ /
r—2tr’ —senzx’ =0

y se ve que estamos ante una ecuacién de Lagrange con ¢(z') = —2z2" y ¥(z') =
—senxz’. Tomando 2’ = p y derivando contra p la expresién

r = 2tp + senp,

llegamos a
dt
p— + 2t 4+ cosp = 0.
dp
Si suponemos que p # 0, lo que nos estd dando que la recta x = 0 es solucién de
la ecuacién ya que en este caso la ecuacion A+ ¢(A) = 0 se satisface dnicamente
si A =0, llegamos a la ecuacién lineal de primer orden
dt t
9~

at cosp _
dp p p

0,

cuya solucién es

_ psenp+cosp+c
= — e )
De aqui obtenemos que
psenp + 2cosp + 2c¢
p

y la solucién general estda completa. <
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Figura 5.4: Algunas rectas de la familia = At — A\?> + X\ y su envolvente r =
((t +1)/2)?, correspondientes al Ejemplo 25.

5.3. Ecuacion diferencial de Clairaut

Se denomina ecuacién diferencial de Clairaut a la ecuacién
r—tr' +9(')=0

con ¥ una funcién derivable. Esta ecuacion es en realidad una ecuacién de
tipo Lagrange con ¢(z') = —a’, por tanto para cualquier A se verificard que
A+ ¢(A) = 0. Con esto obtenemos que las soluciones son la familia de rectas
dadas por
F(t,z,\) =z — Mt +1¥(\) =0.

Sin embargo, en este caso debemos considerar la envolvente de esta familia
de rectas, que sera también solucion de la ecuacién diferencial. La envolvente,
si existe, vendra dada por la solucién del sistema

F(t7 x’ A) = 0)
OF (t,x,)\)
on



Un retrato del matematico
francés Alexis C. Clairaut
(1713-1765). Clairaut fue un
matematico de una precoci-
dad extrema: a la edad de
trece anos presentd su pri-
mer trabajo en la Academia
de Cliencias de Paris y fue
elegido miembro dicha socie-
dad a los dieciocho anos. El
trabajo en el que obtuvo la
solucion de la ecuacion dife-
rencial que lleva su nombre lo
publicé en 1734, con 21 anos.
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que nos proporciona las ecuaciones paramétricas para la envolvente

z = M'(A) = P(A),
t=1'(\).

Ejemplo 25. Obtener la envolvente de la familia de soluciones de la ecuacién
r=(t+ 1)z — (2')%
La ecuacién dada se puede reescribir como
r—tr' + (2')? -2’ =0.

Luego se trata de una ecuacién de Clairaut con 1 (z') = (2/)? —2'. Asf, la familia
de rectas solucién serd x = A\t — A% + \ y la envolvente serd

= \2 t+1\2
< r=|—— .
t=2)\—1, 2

Algunas rectas y la envolvente se muestran en la figura 5.4. <

5.3.1. Otra caracterizacién para las parabolas

En el capitulo anterior y en el ejemplo del espejo que refleja la luz pasando
por un punto fijo hemos visto algunas formas de caracterizar las parabolas. Estas
caracterizaciones son propiedades de la parabolas que resulta que sélamente se
cumplen para las parabolas. A continuacién mostramos otra propiedad de estas
curvas que también nos va permitir caracterizarlas.

Una propiedad de las parabolas. El drea encerrada por cualquier

recta tangente a la pardbola y = p?22+k? (con k-p > 0) y la parabola
y = p?x? es constante y su valor es %kp—s

Como ya nos ocurrio6 en el capitulo anterior, la prueba de esta propiedad puede
hacerse usando cédlculo integral pero resulta mucho mas elegante basarla en el
resultado de la cuadratura de la pardbola de Arquimedes. Siguiendo la notacién
de la figura 5.5 el drea de la regién limitada por la pardbola y = k?z? y la
cuerda PQ, que es tangente en T a y = p?z? + k2, serd cuatro tercios del
area del tridngulo PRQ. Esto es asi por ser la altura de la region parabdlica el
segmento paralelo al eje de simetria pasando por el punto medio de la cuerda
PQ, que resulta ser T'.

k k)2
, o=y Pyt ) g g
Area(APRQ) = 5| o p?al 1| = 3 .2? =
2
Zo + % p? (0 + %) 1
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Figura 5.5: El drea de la regién parabdlica es 4/3 del drea del tridngulo PRQ).

En la figura 5.6 se muestran dos segmentos parabdlicos con la misma area,
limitados por las cuerdas PQ y P'Q’ que son tangentes a la pardbola y =
p2x2+k? en los puntos T y T”, respectivamente. Resulta evidente que el resultado
se cumple para cualquier pareja de pardbolas en la cual una de ellas es una
traslacién de la otra a lo largo del eje de simetria. Veamos que sélo se cumple
para las parabolas.

Otra caracterizacion de las parabolas. Sea f una funcién dife-
renciable no lineal definida sobre R de tal forma que f(x) > p(z),
siendo p(r) = ax? + bxr + ¢, con a > 0. Si la regién limitada por
cualquier recta tangente a la curva y = f(x) y la pardbola y = p(x)
encierra una area constante e igual %% (k > 0), entonces f(x) =

p(x) + k2.

La condicién a > 0 no supone ninguna restriccién porque en caso de que a < 0
bastarfa cambiar la hipétesis f(z) > p(z) por f(z) < p(z).
La recta tangente a la curva y = f(z) en el punto (xg, f(xg)) estd dada por

y = f(wo) = f'(w0)(x — x0).

Con la condicién f(x) > p(z) podemos asegurar que la recta tangente intersecta
a la pardbola y = p(x) en dos puntos (mi,p(m1)) y (ma, p(ms)). En efecto, las
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Figura 5.6: El drea de las regiones limitadas por las cuerdas PQ y P'Q’ es la
misma.

raices de la ecuacién
p(x) — f(zo) = f'(z0)(z — x0)
son nuimeros reales cuando
(b— f'(20))* — 4a(c — f(w0) + zo f'(x0)) > 0,
o, de manera equivalente,
(¢’ (20) — f'(20))? + 4a(f(z0) — p(x0)) > 0,

y esta ultima desigualdad es cierta por cumplirse las condiciones f(x) > p(z) y
a > 0. Ademas,

(o) = b— /(b — f'(w0))? — 4a(c — f(wo) + 20 (20))

= 2a ’
g — f'(wo) = b+ /(b — f'(x0))? — 4alc — f(xo) + zof' (x0))
2a '

Ahora, el drea limitada por la recta tangente y p(x) es

A= /%(f(wo) + [/ (wo)(x — wo) — p(x)) dx

ni
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:a/;?x—ml)(mrm)dx

a
= g(m2 - mi)?

_ 1
" 6a2

(v (b= f/(0))? — 4a(c — f(x0) + zof (20)))*.

3 .
%k—a, concluimos que

(b= f'(20))* — 4a(c — f(wo) + z0f'(20)) = 4k*a. (5.6)

Por ultimo tenemos que resolver la ecuacién diferencial (5.6). Se trata de una
ecuacién de Clairaut y sus soluciones son la familia de rectas

(b—N)?
-

De este modo, si suponemos que A =

oz, y,\) =y — \x+ c—k*=0

y su envolvente. Como es habitual, la envolvente es la solucion del sistema de

ecuaciones
Op(x,y,\)

a0

P(x,y,A) =0

y, en este caso, se corresponde con la curva

y=azx’ +bx+c+k*=px)+ k.

N
NN
TN
MR

S]] ]] /
N

RS 17
‘\‘0’0"““‘2“"‘%“’[/’
ity
1
Q W

Figura 5.7: Las pardbolas y = p(z) e y = p(x) + k* y la familia de rectas
oz, y,A) = 0.



ACTA
ERUDITORUM

ANNO MDCLXXXIL
publicata,
SERENISSIMO FRATRUM PARI,
1 ANNI
GEORGIO 1V.
E[e&mmlsSa;ommHzmil.
' DN.ERIDERICO
g LB usEro, -
PRINCIPIR |l VENTﬁ:'fIS
el o |

LIPSIE
spud | GROSSIUM & J,7. GLETTTSCHIUM.
GURISTOPHORT GaNTHERL
Amss UG LERTRL

=

Portada de la revista Ac-
ta Eruditorum del ano 1682.
En esta revista fueron pu-
blicados por Leibniz, New-
ton, los Bernoulli, etc., mu-
chos de los trabajos funda-
cionales del calculo.

202 Capitulo 5. Otros métodos elementales de resoluciéon

La figura 5.7 muestra la pardbola y = p(x), la familia de rectas ¢(z,y, A) =0
asociada con ella y su envolvente y = p(x) + k2.

5.4. EIl problema de la braquistéocrona con un
comentario histérico y una generalizacién

El problema de la braquistécrona.’® Se fijan dos puntos A y B
en un plano vertical, A mas alto que B, pero no en la misma linea
vertical, y un alambre y una cuenta que se puede ensartar en él. Se
pide qué forma de curva hay que dar al alambre tendido entre A y
B para que la cuenta ensartada emplee el menor tiempo posible en
bajar desde A hasta B.

A la curva solucién de este problema se la llama braquistécrona, o curva de
descenso mas rapido; esta denominacién deriva de los términos griegos braquis-
tos, que significa el mas corto, y cronos, tiempo.

Este problema de la braquistécrona lo propuso en 1696 Johann Bernoulli en
Acta Eruditorum en los siguientes términos:

Se invita a los matematicos a resolver un nuevo problema:

Dados los puntos A y B en un plano vertical, asignar a una particula
movil M el sendero AM B a lo largo del cual, descendiendo por su
propio peso, pasa del punto A al punto B en el tiempo maés breve
posible.

Para estimular, en los amantes de tales tareas, el deseo de realizar la
solucion de este problema, puede senalarse que la cuestién propuesta
no comnsiste, como pudiera parecer, en una mera especulacién sin
utilidad alguna. Contra lo que uno pensaria a primera vista, tiene
gran utilidad en otras ramas de la ciencia, tales como la mecdanica.
Mientras tanto, para prevenir cualquier juicio prematuro, se puede
hacer notar que, aunque la linea recta AB es ciertamente la més
corta entre los puntos A y B no es, con todo, el sendero atravesado
en tiempo minimo. Sin embargo, la curva AM B, cuyo nombre yo
daré, si nadie lo ha descubierto antes del final de este ano, es una
curva bien conocida de los gedmetras.

No obstante el problema de la braquistécrona o lo que pudiera ser un primer
acercamiento al mismo, lo habia tratado ya Galileo Galilei en sus Discorsi e
dimostrazioni matematiche intorno a due nuove scienze del ano 1638. Aqui,
Galileo se interesa por el camino rectilineo que, partiendo de un punto dado A,
acaba en un punto B de una recta vertical que no pasa por A, y minimiza el
tiempo de recorrido de una particula mévil que cae desde el punto A, por accién

5La redaccién que presentamos del problema, de la braquistécrona estd tomada literalmente
del libro de M. de Guzmén, Aventuras matemdticas, ed. Piramide, 1987.
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de la gravedad, hasta algin punto de dicha recta vertical. Correctamente deduce
que el punto B debe ser aquel para el cual el segmento AB forma un dngulo
/4 con la vertical. Por otra parte, Galileo observé que el desplazamiento del
movil entre los puntos A y ese B era mas rapido si se realizaba a lo largo de dos
segmentos AC y CB, siendo C' un punto de una circunferencia pasando por A
y B y centrada en la vertical que contiene a B. Finalmente Galileo cometié un
error al asegurar que el camino més rapido para el descenso era un arco de
circunferencia.

Aparte de la solucién aportada por Johann Bernoulli a su propuesta, se re-
cibieron otras cuatro soluciones, firmadas por Newton, Jacob Bernoulli, Leibniz
y L’Hopital. En mayo de 1697, en Acta Eruditorum, se publicaron las soluciones
de Leibniz (pag. 205), de Johann Bernoulli (pdgs. 206-211), la de Jacob Ber-
noulli (pdgs. 211-214), y una traduccién al latin de la solucién de Newton (pag.
223) que ya habia aparecido publicada en enero de ese mismo afo, de manera
anénima, en los Philosophical Transactions of the Royal Society. La solucion de
L’Hopital no fue publicada hasta el afio 1988; es decir, 300 més tarde.® La que
presentamos a continuacion es esencialmente la solucién de Johann Bernoulli.

Comencemos recordando la ley de refraccion de Snell, cuya relaciéon con
nuestro objetivo es el principio de Fermat: la luz viaja de un punto a otro por
la trayectoria que hace minimo el tiempo de recorrido. Si un rayo de luz se
desplaza de un punto A a otro B a través de dos medios de distinto indice de
refraccion, con velocidad vy en el primero y vy en el segundo, se verificarda que

Ssen o sen o

)

U1 V2

donde a y ag son los dngulos formados por el rayo de luz con la vertical en
el primer y segundo medio, respectivamente. En general, en medios de indice
de refraccion variable, la trayectoria del rayo de luz serd curva y no recta y el
cociente entre la velocidad de la luz en cada instante y el seno del angulo que
forma la recta tangente a dicha curva con la vertical sera constante; es decir,

sen «

— = (5.7)
(véase la figura 5.8), donde v y « dependeran del punto en que nos encontremos
del medio. Para concluir esto basta considerar un medio estratificado, como el
que se muestra en la figura 5.9, en el que en cada una de las capas horizontales
la velocidad de la luz es constante y, por ejemplo, va aumentando al pasar de
una a la siguiente. De este modo el rayo de luz se refracta al pasar de un estrato
al siguiente y cada vez forma un dngulo mas grande con la vertical. Ahora
aplicando la ley de Snell a las fronteras entre las capas se tiene que

senq  senqg  senas sen o,

U1 V2 U3 Un

6La solucién de L’Hépital aparecié publicado como un apéndice de la obra Bernoulli Der
Briefwechsel von Johann Bernoulli. Band 2: Der Briefwechsel mit Pierre Varignon: Erster
Teil: 1692-1702, Die Gesammelten Werke der Mathematiker und Physiker der Familie Ber-
noulli, editada en Basilea en 1988 por P. Costabel y J. Peiffer y que contiene la correspondencia
de Johann Bernoulli con Pierre Varignon.
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Figura 5.8: Desplazamiento de un rayo de luz en un medio de indice de refraccion
variable.

Vi

V2

V3

Figura 5.9: Desplazamiento de un rayo de luz en un medio estratificado.

Finalmente si se permite que las capas se hagan mas delgadas y numerosas,
entonces, en el limite, la velocidad de la luz disminuye continuamente conforme
desciende el rayo y se concluye (5.7).

Johann Bernoulli basé su solucién al problema de la braquistécrona en la
ecuacion (5.7), argumentando que si la cuenta pudiese elegir el trayecto de des-
censo mas rapido, la ecuaciéon de la curva que trazaria deberia verificar esa
relacién y comenzar en A con tangente vertical.
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y

Figura 5.10: La figura muestra el desplazamiento de la cuenta del punto A al
punto B.

Supongamos un sistema de coordenadas con el origen en el punto A y el
sentido positivo del eje de las ordenadas hacia abajo (la situacién se describe en
la figura 5.10). En primer lugar podemos escribir sen « en términos de 3y’ = tan 8
ya que

1 B 1
V1t (tanp)? 1+ ()2
La velocidad de la cuenta se puede expresar en funcién de su posicién. Para ello
debemos tener en cuenta el principio de conservacion de la energia mecanica

(5.8)

sena = cos f =

Energia cinética + Energia potencial = constante.

Observando que el movimiento parte del reposo a altura y = 0 tendremos que
la constante en el principio de conservacién de la energia serd nula y conclui-
remos que su ganancia en energia cinética coincidird con su pérdida de energia
potencial; es decir,

2

Energfa cinética = —Energia potencial <= mT = mgy,
de donde inmediatamente se obtiene que
v =1/2gy. (5.9)

De este modo, reuniendo (5.7), (5.8) y (5.9), llegamos a la ecuacién
y(1+(y)?*) =C,

denominada ecuacién diferencial de la braquistécrona. Debemos observar que
la constante C' que aparece en la ecuacion anterior es positiva. Identificaremos
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la curva solucién utilizando los métodos descritos en la seccién anterior para
encontrar la ecuacién en coordenadas paramétricas de la misma. Es claro que si
tomamos y' = p,

y & = z(p) verificard la ecuacién

dr dy 2Cp

Pap = ap ~ 0+

De este modo obtenemos que

p
z(p) = -C (1 e + arctanp) + k.

El valor de la constante k de integracién se puede determinar teniendo en cuenta
que para en (0,0) la curva debe tener tangente vertical y, por tanto, p = oco. De
este modo una parametrizacion posible para la braquistocrona es

_ p _r —
x(p) = C<1+p2+arctanp 2) e y(p)

Un modo mas apropiado de determinar la curva braquistocrona es introducir un
nuevo pardmetro. En efecto, si tomamos p = cot(6/2), tenemos las ecuaciones

x(0) = %(9 —senf) e y(0) = %(1 —cosb),

que se corresponden con la parametrizacion de una cicloide. Es decir, la curva
braquistécrona es la cicloide.

La solucién que aporté por su parte Jacob Bernoulli al problema de la bra-
quistécrona fue el origen de una de las mas importantes disciplinas de las ma-
tematicas: el cdlculo de variaciones. El problema de la braquistécrona es uno de
los ejemplos clésicos que se tratan al introducir el calculo de variaciones, pero
pueden resolverse otro tipo de problemas elementales. Por ejemplo, determinar
de entre todas las curvas posibles que unen dos puntos cudl es la de menor
longitud. La intuicién nos dice que dicha curva serd una linea recta, y el calcu-
lo de variaciones viene en nuestra ayuda para confirmarlo También es posible
determinar la curva que, uniendo dos puntos dados, genera una superficie de
revolucion de area lateral minima. En este caso se trata de una catenaria.

El objetivo de introducir el calculo de variaciones en este punto responde a
nuestro interés por dar una extension natural del problema de la braquistécrona
introduciendo friccién en el movimiento de la cuenta a través del alambre.

La idea que debemos de tener sobre el calculo de variaciones es que se trata
de un método para las calcular méximos y minimos “a lo grande”, en el que sus-
tituimos los puntos por funciones y lo que pretendemos maximizar o minimizar
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son funcionales” de la forma

I= /tQ F(t,z(t),2'(t)) dt, (5.10)

1

donde F' es una cierta funcién fija, sobre funciones x(t) que verifiquen unas
condiciones apropiadas. Si consideramos que la funcién F'(¢,z,z’) es continua
en su dominio D, y exigimos la continuidad de z’(t), podremos asegurar que
la integral (5.10) esté correctamente definida. Sin embargo, para que las ope-
raciones que vamos a desarrollar a continuaciéon tengan sentido supondremos
que la funcién F(t,z,z') es de clase C?(D), y que las funciones sobre las que
esta definida (5.10) también son de clase C? sobre un cierto intervalo [t1,t2] y
tales que z(t1) = a y x(t2) = b con a y b fijos. Este conjunto de funciones lo
denotaremos por C? ,([t1,t2]).

Con la notacién anterior estamos en disposicién de enunciar y probar un
lema en el que se da una condicién necesaria para que una cierta funcién sea un
extremo de la integral (5.10).

Lema 6. Sea F(t,z,2') € C*(D). Si la integral (5.10) alcanza un extremo
relativo para x(t) € CF ,([t1,t2]), entonces

4 <iF(t,x(t),x’(t))) - a%F(t,x(t),x’(t)) =0. (5.11)

La relacién (5.11) se denomina habitualmente ecuacién de Euler-Lagrange
asociada al funcional 1.

Demostracion. Supongamos que la ecuacién (5.10) alcanza un extremo relativo
para una cierta funcién e(t) € CZ ,([t1,t2]). Consideremos ahora una cierta
funcién fija n € C?([t1,ts]) satisfaciendo que 7(t;) = n(t2) = 0. Haciendo uso
de n(t) y e(t) podemos definir la familia de funciones {zq}acr en C7 ([t1,t2])
definidas por

za(t) = e(t) + an(t).

Considerando la accién del funcional (5.10) sobre la familia de funciones {z, }acr
se obtiene una funcién que depende tnicamente de «

to

I(a) = / ’ F(t,zo(t), 2, (t)) dt :/ F(t,e(t) +an(t), e (t) +an'(t))dt

t1 t1

que alcanza un extremo relativo para o = 0; por tanto, I’(0) = 0. Por derivacién
bajo el signo integral tenemos que

I'(a) = t ’ %F(t,xa(t),x;(t))dt.

"Un funcional es, esencialmente, una aplicacién tomando valores reales (o complejos) de-
finida sobre espacios de funciones.
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Con la identidad

2 F (1 7alt), 74 (1)
0 , daxe(t) 0 , da! (t)
- %F(t, xa(t),xa(t)) dov + %F(taxa(t)a%(t))

= O Pt o (t), 2 (0)() + 2 F(t, 2a(t), 20 (1)1 (¢

ox z’

llegamos a la expresion

~—

re= [ (2 F02a(0) 2 O0(0) + 5 Pt 20(0) (00 ) .

De donde, tomando o = 0, concluimos que

0= /; (;EF(tae(t),e’(t))n(t) + (ﬁ,F(t,e(f),e’(t))ﬂ(t)) dt.

Ahora, aplicando integraciéon por partes al segundo sumando, se deduce que

o / & (pmrtee.e@) oo

donde en el dltimo paso hemos usado que 7(t1) = n(t2) = 0. De este modo

0= /tl2 (;rF(t,e(t),e’(t)) — :litaam/F(t’e(t)76/(t))> n(t) di

de donde, usando la arbitrariedad de 7(t), obtenemos la igualdad

G (GeF(te.¢0) - grF.eto).c o) =o.

En efecto, si existiese un punto ty € [t1, t2] tal que

G (e F(ee0.e)) = L Flte(0.€(0) >0

(darfa igual suponer que fuese negativa), por continuidad, podrfamos asegurar la
existencia de € > 0 de tal forma que para todo t € (tg —¢,to+¢) se verificaria la
misma desigualdad. Entonces, eligiendo una funcién 7)(t) positiva en el intervalo
(to — &,to + €) y nula fuera de él, llegariamos a que
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[ (Gt e ®) - Ggrecw.do) noa

to+e
- /f (iF(t,e(t),e’(t)) - iai,F(t,e(t),e'(t))) n(t)dt > 0,

0—E&
lo que es absurdo. O

El problema que vamos a resolver a continuacién usando el calculo de va-
riaciones es una variante del problema de la braquistécrona: supongamos que
tenemos un alambre uniendo en un plano vertical un punto A con otro inferior
B. ;Qué forma debe adoptar dicho alambre para que el tiempo empleado por
una cuenta para desplazarse desde A hasta B sea minimo, si existe una fuerza
de friccion entre el alambre y la cuenta proporcional a la componente normal
del peso?

Consideremos un sistema de referencia OXY donde la direccién positiva del
eje 0Y va hacia abajo. Supongamos que A = O = (0,0) y B = (b1,b2), para
ciertos valores fijos de by y ba. Sean (z,y) = (z(t),y(t)) las coordenadas de la
posicion de la cuenta en un instante ¢, en ese punto consideramos el sistema
ortonormal de vectores {T, N}, que ya fueron descritos en el tercer capitulo al
tratar las componentes intrinsecas de la aceleracién. En la direccién del vector
tangente actian dos fuerzas:

a) la componente tangencial del peso que, si el peso estd dado por mgj, con
j=1(0,1), valdra
myg dy

Fpeso = <mgj, T>T = I
. dt
5+ (8)

)

b) la friccién entre la cuenta y el alambre, que se opone al movimiento de
la cuenta y es proporcional, con constante de proporcionalidad u, a la
componente normal del peso

pmg dz .
V(&) 4 () @
dt t

De este modo usando la segunda ley de Newton y teniendo en cuenta que la

Ffriccién - f,u<mgj, N>T = -

componente tangencial de la aceleracion es % = %, donde v es la velocidad,
tenemos que
dv mg (dy dx)
m——=———\ - — - |-
dt da\ 2 dur2 \ dt dt
(@) + (&)
Ahora, usando que v(t) = (%)2 + (di’)Q, llegamos a la ecuacién
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que integrada contra t y observando que la cuenta parte del reposo en el punto
A = (0,0), nos da

2
% =g(y — px)
0, equivalentemente,
v=1/2g(y — px).
Si tenemos en cuenta que v = %, donde ds indica el diferencial de la longitud

de arco de la curva que debe adoptar el alambre, el tiempo vendra dado por la
integral de %. Usando que ds = /1 + (y')? dz y la expresién para la velocidad
que acabamos de obtener tendremos que minimizar la integral

) 1 1\2
o [TV E)?
o V/29(y — px)

Aplicando la ecuacién de Euler-Lagrange

oF d (OF
oy dt \ oy
al integrando, la curva que buscamos debe satisfacer la ecuacion diferencial

(L+ W)+ py') + 20" (y — px) =0,

que puede reescribirse, multiplicando por factor adecuado, como

il R T g O
Y — px 1+ )2+ py')
2uy// 2yly//

Sty 1+ ()
cuya integral es
(y — uz)(L+ (y)?) = C(L+ py')?,
para una cierta constante positiva C'. En el caso u = 0 esta ecuacién se trans-
forma en la ecuacién de la braquistécrona sin friccién, naturalmente. Para que

la solucién pase por A = (0,0), se debe verificar que y'(0) = —1/u. Procediendo
como en el caso sin friccién, tomamos ' = p y obtenemos que

(1+pp)*

5.12
1+ p? (5.12)

y—pr=C

Si suponemos & = x(p) e y = y(p), se cumplird
'=p = dy_dz
Y p dp p dp’
lo que, derivando (5.12) respecto de p, nos lleva a la ecuacién

de _ C d (1+pp)?  20(1+ pp)
dp  p—pdp 1+p? (1+p?)2
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sk

Figura 5.11: La imagen muestra varias braquistocronas con coeficiente de friccion
1, incluido el caso clasico 4 = 0 en verde. La linea de cuspides en cada caso es
la recta y = pa (se ha tomado C' = 2).

cuya solucién, con la condicién x(—1/u) = 0,8 es

H—=p 1
z(p) =C + arccotp + arccot | — | — .
(®) (1 + p? b (u) M)

Finalmente, usando (5.12), deducimos que

1+ pp 1
=C + parccotp + parccot | — .
y(p) ( T2 K pt+u (u) )

Teniendo en cuenta la identidad

1 _
arc cot p 4 arc cot <> = arc cot ( L ) ,
7

L+ pu

las ecuaciones paramétricas de la braquistécrona con friccién se pueden reescri-

bir como a )
p(l + up p—p
z(p) =C | ———== + arccot
(®) ( 1+ p? <1+pu))
e
1+ pp <pu>)
=C + parc cot .
y(p) <1+p2 par T on

8La funcién arccot x es la inversa por composicién de la funcién cot z cuando el dominio
de ésta se restringe a [—%, YU (o, g] Se verifica limg_, _ o arccot & = limg,_, 4 o arccotz = 0,
lim,_, o+ arccotz = +oo, lim,_,,— arccota = —oco y (arccotz)’ =
arccot z es impar.

—1 . .z
g Ademas la funcién
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Esta forma de escribir la curva solucién sugiere considerar el cambio de pardme-
pp — _

tro =15 = cot(6/2) (que en el caso p = 0 se transforma en p = cot(6/2) y se

corresponde con el que consideramos para la braquistécrona sin friccién) para

llegar a las ecuaciones paramétricas

x(0) = %(9—sen0—u(1—c059)) e y(0) = %(1—cost9+u(9—sen9)).

De este modo queda patente que la braquistécrona con friccién es, en realidad,
una cicloide girada.

La imagen 5.11 muestra las braquistécronas con friccién para varios valores
de p. Se ha anadido junto a cada braquistécrona la recta y = pax sobre la que la
curva alcanza sus distintos puntos cuspidales, correspondientes a puntos de no
derivabilidad donde se cumple que ‘;—“9" =0.

5.5. Meétodos de reduccion de orden

En esta seccién analizaremos diversos métodos de reduccién de orden para
ecuaciones diferenciales. La idea bésica es que partiendo de una ecuacién de
orden mayor que uno, mediante la utilizaciéon de cambios de variable y funcién,
podamos reducirla a otra de orden uno, resoluble por los métodos que hemos
estudiado. Ilustraremos estos métodos con ejemplos tomados de la Fisica.

5.5.1. La forma de una cadena colgante

En este primer ejemplo trataremos de determinar la forma que adopta una
cadena flexible suspendida entre dos puntos fijos y que se comba debido a su
peso. Supongamos que colocamos la cadena en un sistema de coordenadas XY
con el eje OY pasando por el punto més bajo de la cadena, ver figura 5.12.
Denotaremos por s la longitud del arco comprendido entre ese punto y un punto
cualquiera de la cadena de coordenadas (x,y), y por w(s) la densidad lineal de
la cadena. La ecuacién de la curva se obtiene suponiendo que la cadena esta en
equilibrio bajo la accién de tres fuerzas: la tensién horizontal Ty en el punto
mé&s bajo, la tensién variable T en el punto (z,y), y el peso de la cadena. La
componente horizontal de la fuerza T deberd ser igual a la tensién horizontal Ty
y la vertical se identificara con el peso del arco de la cadena comprendido entre
el punto més bajo y el punto (z,y), de esta forma llegamos a las ecuaciones

Tcos0=Ty 'y Tsent?:g/ w(t) dt,
0

donde 6 es el dngulo que forma la tangente a la curva en el punto (z,y). Asi ten-
dremos que T'sen = Ty tanf = TO(% y, por tanto,

dy s
To— = t)dt.
v = [ )
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Ty

Py

Figura 5.12: Esquema de la distribucién de tensiones en una cadena colgante.

Derivando esta tltima ecuacién respecto a x podemos eliminar la integral. En
efecto,

d2y d [* ds d [* dy\ 2
To— = g— t)dt = g—— t)dt = 1+ (=2 .
0 da? gda:/o w(?) Yz ds/o w(®) gulsh/1+ (dx)

Si suponemos que w(s) = wy constante, tendremos la ecuacién

Y =ay1+(y)?%

donde a = gwg /Tp.
Esta ecuacion es del tipo

F(z, y(k)7 y(k+1)7 o ’y(n)) =0

con 0 < k < n. Estas ecuaciones diferenciales se transforman en otras de orden
n — k mediante el cambio de funcién z = y*).
En nuestro caso, tomando z = ¢’ la ecuacién se convierte en

7 =av1+ 22

que es de variables separadas, y si consideramos que z(0) = 0, ya que y'(0) = 0,
su solucién viene dada por

z =1y = senh(ax).
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Si el eje horizontal se ha colocado de tal forma que la curva pasa por el punto
(0,1/a), es decir y(0) = 1/a, obtenemos la solucién

cosh(az) €% +e %

¥y= a - 2a

Esta curva habitualmente se denomina catenaria por la palabra latina para
cadena: catena.

Material complementario
Sobre la catenaria

G. Galilei fue el primero en intentar determinar la forma de la cadena col-
gante, llegando a la conclusion errénea de que se trataba de una parabola. La
confusion es comprensible, ya que si comparamos la forma de una cadena sus-
pendida de dos puntos A y B y teniendo su punto mds bajo en O con una
parabola pasando por esos tres mismos puntos, la diferencia es ligera, como
puede apreciarse en la figura 5.13. La expresion para la catenaria en términos
del coseno hiperbdélico fue obtenida simultaneamente por G. W. Leibniz, C. Huy-
gens y Johann Bernoulli en 1691 como respuesta a un desafio lanzado en esa
ocasion por Jacob Bernoulli.

X

Figura 5.13: Comparacion entre una catenaria suspendida de A y B y con su
punto mas bajo en O, en azul, y una pardbola pasando por los mismo puntos,
en rojo.
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La catenaria es también la forma de un arco que se sostiene a si mismo por
gravedad, sin necesidad de apoyos externos. Al plantear el problema de equi-
librio correspondiente a esta cuestion se llega a la ecuacion que acabamos de
resolver y se obtiene como solucién el arco catenario. A pesar de su optimalidad,
hasta tiempos recientes los arcos catenarios han sido poco usados en arquitectu-
ra por considerarse poco elegantes. Uno de los primeros arquitectos que hizo uso
de la catenaria en su obra fue A. Gaudi (en la imagen al margen). La siguiente
reflexion es suya: “la catenaria da elegancia y espiritualidad al arco, elegancia
y espiritualidad para la construccion entera. La funcion autoestable de la ca-
tenaria evita contrafuertes, el edificio pesa menos, gana una gracia Vaporosa iy
se aguanta sin raros accesorios ortopédicos.” Gaudi usé arcos catenarios, por
ejemplo en Barcelona, en el Colegio de las Teresianas, en la casa Batllo, en la
casa Mild (imagen izquierda de la Figura 5.14) o en la Sagrada Familia. Poste-
riormente han aparecido diversos ejemplos de utilizacion de esta curva siendo,
sin duda, uno de los mas espectaculares el Jefferson National Expansion Memo-
rial (Gateway Arch), en Saint Louis, Missouri, con una altura de 192.15 metros
(imagen derecha de la Figura 5.14).

Figura 5.14: En la imagen de la izquierda la casa Mila de A. Gaudi en Barcelona,
y en la de la derecha el Jefferson National Expansion Memorial (Gateway Arch)
de Saint Louis, Estados Unidos.

5.5.2. Analisis matematico del salto de Bob Beamon

El mitico salto de longitud (8.90 m.) de Bob Beamon en los juegos olimpicos
de Ciudad de México en 1968 se mantuvo como récord mundial hasta el ano
1991. Durante mucho tiempo se especuld sobre la influencia de la altitud de
México capital (2600 metros sobre el nivel del mar) en el salto, ya que habia
superado el anterior record mundial en méas de 55 centimetros. Intentemos dar
un razonamiento matematico que nos permita dilucidar si hubo o no influencia
de la altitud en el salto.

Supongamos que el desplazamiento del saltador lo tomamos como el despla-
zamiento de su centro de gravedad. Dado que el cambio en la altura del centro
de gravedad del saltador es mucho menor que la longitud del salto podemos

Un jovencisimo Antonio
Gaud{ (1852-1926).

Una imagen del espectacular
salto de Bob Beamon en los
juegos olimpicos de 1968 ce-
lebrados en Ciudad de Méxi-

CO.
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despreciar la componente vertical de las fuerzas y centrarnos en la componente

horizontal.
Si denotamos por x el desplazamiento horizontal del saltador, usando la

segunda ley de Newton, tendremos que

e
dt?

donde D denota la fuerza de resistencia del aire y m es la masa del saltador. Es
conocido que la fuerza de resistencia en este caso tiene la forma

dz\?
D= CDAP (Clt) )

donde
e cp es el coeficiente de rozamiento,
e A es la superficie del cuerpo expuesta al roce del aire, y
e p es la densidad del aire.

La constante ¢p depende de la posicion del saltador durante el salto: cuanto
méas aerodindmica sea la posicién, menor serd el valor de cp. Valores tipicos
para estas constantes son c¢p = 0.375, A = 0.75m? y

) pmar = 1.225 kg/m?, al nivel del mar,
a puex = 0.984 kg/m?, en Ciudad de México.

Asi, es claro que el salto vendra modelado por el problema de valores iniciales
d*z dz\ >
T _enAp [ =2
T T AP ( dt ) ’
dx
w(O) = O, E(O) = V.

Puesto que en la ecuacién no aparece la funcién, podemos hacer el cambio v = %

y la ecuacién de nuestro problema de valores iniciales se transformara en

que es una ecuacién de variables separadas. De esta forma

1 A
L e,
v m

y, usando la condicién inicial,
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Ahora, deshaciendo el cambio de funcién, tenemos la ecuacién

dx mug

dt — m+ cpAput”

Integrando y usando la condicién inicial llegamos a

Apuot
x(t) = chjlp log (1 + CanvO> .

Para finalizar, debemos tener en cuenta que el peso de B. Beamon era de 80 kg,
que el tiempo empleado en el salto fue de un segundo y que su velocidad inicial
fue de 10 m/s. Con esto, denotando por Zmya, la longitud del salto a nivel del
mar (tomamos p = pmar) ¥ TMeéx 1a longitud del salto en Ciudad de México (con
P = pumeéx), concluimos que

80 1 0.375 - 0.75 - 0.984 - 10
X 1) — mar 1) = 1 1
ux(1) = Tmar(1) = Gazpp <(L984 © ( 80 >
1 0.375 - 0.75 - 1.225 - 10
o1 ~ 0.04m.
1.225 Og( * 80 )) 0.04m

Es decir, a nivel del mar, el salto de B. Beamon hubiese sido cuatro centimetros
inferior. Efectivamente, parece que hubo una influencia de la altitud en el salto,
pero dicha influencia se puede considerar despreciable frente a la mejora que
obtuvo respecto al récord anterior.

5.5.3. Un problema espacial: la velocidad de escape

1, Qué velocidad minima inicial se debe proporcionar a un cuerpo de masa m
para que salga disparado al espacio exterior libre de la atraccion terrestre?

Supongamos que el cuerpo se mueve a lo largo de un eje perpendicular a
la superficie de la Tierra con la direccién positiva hacia arriba (z = 0 en la
superficie). Despreciando la resistencia del aire, la inica fuerza que actia sobre
el cuerpo es la atraccion gravitatoria de la Tierra, hacia abajo, que de acuerdo
con la ley de Newton de la gravitaciéon universal, suponiendo toda la masa de
la Tierra concentrada en el centro, se expresa como

B mMG

F -
g (x + R)?’

donde M es la masa de la Tierra, R es el radio de la Tierra y G la constante de
gravitacion universal. Usando la segunda ley de Newton llegamos a la ecuacién

o MG
(x + R)*

sujeta a las condiciones z(0) =0y 2/(0) = vy > 0.
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Esta ecuacion es del tipo
F(z, o' 2",... ™) =0,

es decir, en la ecuacién no aparece explicitamente la variable independiente.
Para resolver estas ecuaciones se considera como nueva funciéon v = 2/, y x
como nueva variable independiente (v(z) = 2/(¢(z))). Este cambio de variable y
funcién transforma la ecuacién en una del tipo

G(z,v,v ... ,v(”fl)) =0.

La expresion de las primeras derivadas viene dada por

p_dv (e (Ao
R L WA dx v

De esta forma la ecuacion de nuestro problema se transforma en

dv MG
V— = —

dx (z+ R)?
con la condicién v(0) = vy. La nueva ecuacién es de variables separadas y tras

resolverla obtenemos que

U2_U2_2GM+2GM
-0 R r+ R’

2GM

Ahora, si vy > =

tendremos que v > 0 y por tanto el cuerpo seguird mo-

viéndose por el espacio. Por el contrario, si 0 < vy < 4/ %, existird un valor

de = tal que v = 0 y desde esa altura el cuerpo comenzara a caer. El valor

vy = \/QGTM ~11.18km/s

se denomina velocidad de escape de la Tierra y es independiente del cuerpo que
deseemos sacar al espacio exterior.

5.5.4. ;Qué trayectoria seguiria una piedra si pudiera caer
hacia el interior de la Tierra?

Supongamos que se pudiera dejar caer una piedra hacia el interior de la
Tierra y que la piedra pudiera seguir libremente cualquier trayectoria que le
correspondiese, jcudl seria esa trayectoria? Veamos que esta cuestién puede res-
ponderse haciendo uso de ecuaciones diferenciales. El contenido de esta seccion
estd basado en el articulo Fualling down a hole through the Farth, aparecido en
la revista Math. Mag., vol. 77 (2004), pags. 171-189.

Consideremos un plano que pasa por el ecuador de la Tierra de forma que el
polo Norte quede por encima del plano. Para problemas relativos a un cuerpo
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Uy

u, [%

o

Figura 5.15: Descripcion de la trayectoria de una piedra dejada caer hacia el
interior de la Tierra.

en movimiento sobre el que actiia una fuerza que siempre lleva la direccién de
la linea que va del cuerpo en movimiento a un determinado punto fijo (lo que se
denomina una fuerza central), por lo comun resulta mds sencillo descomponer la
velocidad v, la aceleracion a y la fuerza F en sus componentes a lo largo de dicha
linea y su perpendicular (véase la figura 5.15). El centro de la Tierra actuard en
este caso como punto fijo y serd el origen de un sistema de coordenadas polares
(r,0). Asi, se expresara el radio vector del origen al cuerpo en movimiento r en
la forma
r =ru,,
donde
u, =cosfi+sendj.
Resulta evidente que
ug = —senfi+ cosbj.

es el vector perpendicular a u,. en la direccién de incremento de 6. Las relaciones
obvias

o du _
ag — 0 g T
nos seran de gran utilidad. Ahora, es claro que
_dr _d(ru;) _ du, dr du, df  dr do  dr

VEa T Ta Ta e T T a et T ™y Tt

Un razonamiento andlogo nos lleva a que

_ ﬁ+2@d79 _|_ @_ die ’
A=\ "twar )M T Vaer T T\ e
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Supongamos que dejamos caer la piedra desde el ecuador hacia el interior de
la Tierra y que la densidad de ésta es esféricamente simétrica. Si consideramos
que la unica fuerza que actia sobre la piedra es la del campo gravitatorio de la
Tierra, que se encuentra sobre la direccién u, y que denotaremos por f(r), las
ecuaciones que modelizan el movimiento de la piedra en el plano del ecuador
seran, supuesto que la masa de la piedra es uno,

d*0 drdd 1d (r?do
y
&r A%
=2 (Y 14
10 =% - (%) (5.14)
Teniendo en cuenta que 1/r # 0, de (5.13) obtendremos que
do
222 —h 1
" (5.15)

donde h es una constante. Esta ecuacién se denomina ley de conservacion del
momento angular.

Si reescribimos (5.14) usando (5.15), llegamos a la ecuacién para la trayec-
toria
B d’>r  h?
Codz ¥

f(r) (5.16)

sujeta a las condiciones iniciales 7(0) = R, con R el radio de la Tierra, y %(O) =
0. Si @ denota el periodo de una revolucién de la Tierra alrededor de su eje, es

claro que Z—f(()) = %r y esto, junto con (5.15), nos da que

_ 2r R?
0

Este hecho serd tenido en cuenta méas adelante.

h

Consideremos, como ya comentamos, que la Tierra es homogéneamente den-
sa. Siguiendo a Newton en sus Principia, tomaremos la fuerza f(r) = —kir en
este caso.” Sustituyendo esto en (5.16) tendremos la ecuacién

h? d>r
5= gp TRn

9Un razonamiento para llegar a esto. Pensemos la Tierra como un conjunto de esferas
concéntricas. Newton considera que la atraccién gravitatoria de una esfera para cualquier
cuerpo en el interior de la misma es cero, y que la atraccién gravitatoria de una esfera para
cualquier cuerpo en el exterior de la misma se obtiene suponiendo que la masa de la esfera
estd concentrada en su centro. De esta forma, cuando un cuerpo atraviesa la Tierra las tinicas
esferas que le atraen son las que tienen radio menor o igual que la distancia del centro de la
Tierra al cuerpo. Puesto que la masa que actia sobre el cuerpo serd proporcional a r3, y la
fuerza de atraccién es inversamente proporcional a r2, se llega a que f(r)=—kir.
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dr

en la que no aparece la variable independiente y podemos hacer el cambio v = 7,

, 2.
con v = v(r). Asi, usando que ‘;T; = v%, llegamos a que

h? dv dv  h? v2 h2 kyr?
=v—+kir—=uv—= —kir—= — = —

— — —_ = C.
r3 dr dr 13 2 212 2 *

Con la condicién inicial v(R) = 0 y despejando v tendremos

dr 1 1
ik :I:\/kl (R2—1r2)—h (r2 RQ)'

De este modo el cambio de funcién ¢ = r? — R? transforma la ecuacién en

Rd
5073 = +/h2q — k1 R2q(q + R?).

Usando la primitiva

2az

dz 1 1 c
\/ﬁ—%arcsen T— + 5

llegamos a que

2k, R?
+2t\/k1 + B = arcsen <h2—11iR4q - 1> .

Deshaciendo el cambio para recuperar la r y con la condicién r(0) = R, se
obtiene que B = —7%, de donde concluimos la relacién

2k, R?
—cos(2t\/ k1) = PR flk1R4 (r* — R%) -1,

que usando transformaciones trigonométricas elementales nos da

r(t) = \/RQ cos?(v/kit) + k:f}; sen?(\/k1t). (5.17)

La trayectoria de la piedra serd
(2(8), y(1)) = 7(t) (cos 0, sen )

con = 0(t). Para poder determinar la trayectoria de una manera efectiva
debemos obtener una expresién para la funcién 6(t), para ello haremos uso de
(5.15). Consideremos la ecuacién

do h
dt  R2cos?(vEit) + k?% sen?(y/k1t)
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sujeta a la restriccién 6(0) = 0. De la primitiva

/ dz —rtnétn(ﬁ)—&—c
a2 cos?(Bz) + b%sen2(Bz)  abf e P ’
obtenemos la funcién

0(t) = arctan <

RQ\ﬁtan ft)

Con esta funcién, usando (5.17), concluimos que la trayec-

para 0 <t < 5 \ﬁ
toria puede escribirse como

(e(t).y(1)) = (Rcos<mt>,

h
TR sen(\/at)) .

Ahora es sencillo observar que estas ecuaciones corresponden a la parametriza-
cién de la elipse centrada en el origen!'?

2 2
T
=l
k1R?

El tiempo necesario para completar la trayectoria es lo que se denomina periodo
y se denota por 1. Es sencillo observar que en este caso!'!

27
Vi

Supongamos ahora que lanzamos la piedra desde un punto de la Tierra
que no estd sobre el ecuador. Consideramos un cierto punto D situado en una
latitud ¢, con ¢ € (=%, §]. La curva descrita por la piedra lanzada desde esta
posicién se puede obtener del mismo modo que para la piedra lanzada desde el
ecuador, considerando un plano que forme un angulo ¢ con el del ecuador y que
pase por D, excepto por un cambio en la constante del momento angular que
consideraremos ahora h. Veamos qué relacién existe entre h y h. En el punto
D la velocidad tangencial vendrd dada por v = 2wrRcos ¢/Q. Esa velocidad
tangencial es tambien v = R%(O), siendo 6 el angulo formado por D, el origen
y la posicién de la piedra en el instante t. De este modo

T =

do

E(O) = 2mcos/Q

y entonces A
h = 27R?cos ¢/Q = hcos ¢.

10Como veremos a continuacién, lo que acabamos de obtener es un resultado andlogo a la,
primera ley de Kepler para el movimiento de los planetas. Ademas, este resultado se corres-
ponde con el Corollary I de la Proposition 10 de los Principia de Newton.

HEste resultado también pertenece a los Principia de Newton, de hecho se trata del Coro-
llary II de la Proposition 10 y es un resultado andlogo a la tercera ley de Kepler.
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Figura 5.16: Algunas de las trayectorias descritas por la piedra lanzada hacia el
interior de la tierra.

Asi, en el plano comentado, las ecuaciones paramétricas de la elipse seran

<Rcos(\/at), \/kﬁR cos¢sen(\/k—1t)) .

Para obtener las ecuaciones paramétricas de la trayectoria en las coordenadas
(z,y, ) basta efectuar un giro de dngulo ¢ alrededor del eje y; es decir, debemos
aplicar la transformacién lineal

cosgp 0 seng
0 1 0
sengp 0 —cos¢

al vector de posicién (R cos(vVk1t), ﬁ cos ¢ sen(v/kit), O). De este modo lle-
gamos a la trayectoria

(x(t, 0), y(t, ), 2(t, 9))

= (Rcosgbcos(\/k:_lt), \/kiR cosgbsen(\/at),Rsengbcos(\/k_lt)) .
1
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Es interesante notar que en el caso ¢ = 7 la trayectoria queda reducida a una
recta que va del polo norte al polo sur. En la figura 5.16 se muestran algunas
de las trayectorias de la piedra.

Material complementario

Las leyes de Kepler

Las leyes de Kepler describen el movimiento planetario y se pueden dedu-
cir de un modo andlogo a como hemos procedido en el apartado anterior para
obtener la trayectoria de una piedra que pudiese caer hacia el interior de la
Tierra. Nosotros procederemos de este modo; es decir, usando ecuaciones dife-
renciales. Cuando Kepler (del que podemos ver una imagen en la parte derecha
de la figura 5.17) obtuvo sus célebres leyes, el cdlculo diferencial estaba todavia
escasamente desarrollado y su deduccion fue practicamente empirica, a partir
de datos obtenidos de observaciones astronomicas.

Las observaciones astrondémicas que utilizé Kepler eran fruto de las medi-
ciones extraordinariamente precisas realizadas por el astronomo danés Tycho
Brahe (en la parte izquierda de la figura 5.17), considerado el mas grande ob-
servador del cielo en el periodo anterior a la invencién del telescopio. A partir
de 1572, bajo el mecenazgo del rey Federico II de Dinamarca y Noruega, Brahe
hizo que se construyera en la isla de Hven (en el estrecho de Sund) Uraniborg
(Ciudad de Urania, musa de la astronomia, y de la que podemos ver una re-
creacion en la parte central de la figura 5.17), un palacio que se convertiria
en el primer instituto de investigacion astronémica. En la misma isla, algin
tiempo después, mandoé edificar un nuevo observatorio, denominado Stjerneborg
(Ciudad de las Estrellas). Los instrumentos disenados por Brahe le permitie-
ron medir las posiciones de las estrellas y los planetas, atn sin telescopios, con
una precision muy superior a la alcanzada hasta la época. Atraido por la fama
de Brahe, Kepler acepté una invitacién que le hizo para trabajar junto a él
en Praga, donde Brahe se habia instalado desde 1599. En Praga, el emperador
(del Sacro Imperio Romano Germédnico) Rodolfo II nombré a Brahe matemdtico
tmperial. Brahe murié a los dos anos, en 1601, y el cargo y las observaciones
astronomicas pasaron a manos de Kepler. Usando ese material fue como Kepler
lleg6 a deducir sus famosas tres leyes (las dos primeras publicadas en 1609 en
su obra Astronomia Nova y la tercera dada a conocer en 1619 en libro V de su
obra Harmonices Mundi) que describen el movimiento de los planetas entorno
al Sol. Las leyes de Kepler asombraron al mundo y lo revelaron como el mejor
astronomo de su época.

Primera Ley. Todos los planetas se mueven alrededor del Sol des-
cribiendo orbitas elipticas, estando el Sol situado en uno de los focos.
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Figura 5.17: De izquierda a derecha, Tycho Brahe (1546-1601), una recreacién
de Uraniborg y Johannes Kepler (1571-1630).

Para probar este hecho supongamos que consideramos un plano que contiene
un cierto planeta y al Sol. Tomaremos el origen de un sistema de coordenadas
polares (r,0) situado sobre el Sol. Ahora, tomando en (5.14) la funcién f(r) =
— G%m, donde G es la constante de gravitacion universal, M es la masa del sol

v m es la masa del planeta en cuestién'? tendremos la ecuacién

2 2
_GM ﬂ_r(“) (5.18)

72 dt? dt

(notad que la masa m de la fuerza de la gravitacion universal desaparece ya que
se cancela con la que obtendriamos por la segunda ley de Newton y que en el
apartado anterior habifamos tomado como uno). Sustituyendo la ecuacién de la
ley de conservacion del momento angular

g h

dt — r?
(5.18) se transforma en

GM  d*r h?

g
El cambio de variable y funcién z = 1/r y z = z(0) nos da
dr_ 1ldz_ 1dzdd _, dz
dt 22dt  22dodt  db
Pr__pd (d2 _ Ladd G, ad
dt2  dt \df)  de*dt do?’
v la ecuacién (5.18) se reduce a
d*z
PR

12Estamos usando que f(r) es la fuerza de gravitacién universal descrita por Newton en sus
Principia en 1687.
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con k = GM/h?, donde h es la constante de la ley de conservacién del momento
angular. En esta ecuacion no aparece la variable y podemos efectuar un cambio

del tipo v = %’ con v = v(z), para llegar a

dv
- =k
vdz+z R

cuya solucién es
v2 =A% — (k- 2)?,

para una cierta constante A. Por tanto,
z = A(sen(+0 + B)) + k = gsen + pcos @ + k,

para ciertas constantes p y q. Para simplificar, supongamos que r es minimo
(es decir, el planeta se encuentra mds proximo al Sol) cuando 6§ = 0. De esta
suposicion deducimos inmediatamente que z'(0) = 0 y 2/(0) < 0, lo que implica
que ¢ =0y p > 0y, por tanto,

(&

" p(1+ ecosh)’

cone=p/k>0.

Resulta sencillo comprobar que las coordenadas paramétricas

ecosf esen

zzp(l—kecosﬂ) v=

~ p(1+ecosb)
satisfacen la relacién

2
2

2?4y’ = ’ (1—pz)2.

Esta ecuacion representa una elipse en el caso e < 1, una parabola parae =1y
una hipérbola cuando e > 1. Puesto que sabemos que la érbita de los planetas
es cerrada, se verificara que e < 1 y tendremos la ecuacion

2 e ’ 2 e
1— e [ . e —
1= (o4 55m) = mr
Esta elipse esta centrada en el punto (—p(leijez), O), tiene por semieje horizontal
p(%ez), por semieje vertical p\/% v sus focos estdn en <_#i%7 O) v (0,0);
es decir, uno de ellos es el Sol.

Segunda Ley. El radio vector que une el planeta y el Sol barre
areas iguales en tiempos iguales.

Si denotemos por A = A(t) el drea barrida por el radiovector r desde una
cierta posicién fija en un tiempo t, entonces dA = r%df /2. Usando esto y (5.15)

llegamos a que
dA= (220N g~ gy,
2 dt 2
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Integrando contra t en el intervalo [ty,t2] concluimos que

Alls) ~ Alt) = 262 1)

Para deducir esta segunda ley la unica suposicién necesaria es que la fuerza que
actia sobre el planeta va en la direccién del radiovector r. Un resultado similar a
este sera valido en general para cualquier fuerza en la direccion del radiovector,
este hecho es la Proposition I de los Principia de Newton.

Tercera Ley. Para cualquier planeta, el cuadrado de su periodo
orbital (tiempo que tarda en dar una vuelta alrededor del Sol) es
directamente proporcional al cubo de la distancia media con el Sol.

La distancia media de un planeta con el Sol es la semisuma de la distancia
maxima y la distancia minima de este al Sol. Este valor corresponde con el
valor del semieje mayor de la elipse. En nuestro caso ese valor es ﬁ y lo
abreviaremos por a. Si denotamos por T el periodo de cualquier planeta, por
la segunda ley tendremos que T% sera igual al area limitada por la elipse de la
trayectoria, que es el producto de sus semiejes. Por tanto tendremos que

h e?
T—=m1——"—++,
2 p2(1 — e2)3/2
lo que nos da
, An? et 472
= —_— = a

h? p*(l1—e?)3 GM

(recordad que e = p/k y k = GM/h?).

5.6. Problemas

Problema 142. Obtener la solucién general de las siguientes ecuaciones

a) tz(z')? + (t* + to + 2?)a’ + 2 + tz = 0;

b) t(t +1)(2)? + (2 + t — 2tz — 2)2’ + 22 — tw = 0;
c) t(t—2)(2")? + (2x — 2tx — t +2)a’ + z(z + 1) = 0;
d) t(a')? — a2’ —x = 0;

e) © =21+ /1+ (z/)%
f) e =2t + \/W

ax’

r=tr + —.
2) 11 (@)
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=10 -5 5 10

Figura 5.18: Algunas soluciones al apartado f) del Problema 142.

En la figura 5.18 se han generado algunas soluciones para el apartado f)
del Problema 142 para el caso a = 5 y b = 2. Para obtener esta figura hemos
utilizado un sencillo cédigo de Mathematica:

Flt_, a_] := a*t + Sqrt[25 + 4xa"2]
envolturaln_] :=
Block[{g, h},
gla_l:= Plot[F[t, al, {t, -Sqrt[25 + 4*a~2]/a, O},
PlotStyle -> {RGBColor[1, 0, 01}];
hla_]:= Plot[F[t, -al, {t, 0, Sqrt[25 + 4*a~2]/a},
PlotStyle -> {RGBColor[1, 0, 0]}];
Show[Tablelgl(n/(2%1))], {i, 1, n}],
Table[h[(n/(2%1))], {i, 1, n}],
ParametricPlot [{2*Cos[t], 5*Sin[t]}, {t, O, Pi},
PlotStyle -> {RGBColor[0, O, 1],
Thickness[0.01]}],
AspectRatio -> Automatic,
AxesStyle -> Directive[Italic, Medium],
PlotRange -> {0, Sqrt[25 + n~2]1}]1]

La figura 5.18 se corresponde con envoltural[15].

Problema 143. Hallar una curva tal que la diferencia de los cuadrados de las
distancias desde los puntos (a,0) y (—a,0) a sus rectas tangentes, sea constante
e igual 4k2.



5.6. Problemas 229

Problema 144. Hallar una curva tal que el producto de las distancias desde
dos puntos fijos a cualquiera de sus tangentes es constante e igual a k2.

Problema 145. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) 2’ =sent + cost,

b) 2/ = 1‘;%'5, con las condiciones z(1) =0, /(1) =1y 2”(1) = 2,

c .Z‘N/ — 1 + (.1/,//)27

) tx®) — 2 =,

[N

@

) .TH + (.%‘/)2 — 26—x7

—

) tx! + (.%‘/)2 — O,

) tl’// — x/ + (x/)?)’

a2

h) 2" — k*z =0,
i) 2" = 223, con las condiciones z(0) = 1 y 2/(0) = 1.
Problema 146. Resolver los problemas de valores iniciales

) (12 + 22")2" + 2tz’ = 0,
z(0) =1, a'(0)=0.

Ix” — JJQJU/ + (331)27
b) {z(()) =—1/2, 2/(0)=1.

0 { " = 3za’,
z(0) =2'(0) =1, z"(0)=3/2.

Problema 147. Compruébese que, si 4as < (a; —1)?, existe al menos un valor
de a € R para el que el cambio de variable dependiente x = t*z permite resolver
la ecuacion

22" + tayz’ + asx = 0.

Apliquese este hecho a la resolucién de la ecuacién
t22" — 3ta’ + 3z = 0.

Problema 148. Consideramos una ecuacion del tipo

.7 / .7
Probar que el cambio de funcién u = Z- reduce el orden de la ecuacién en una

unidad. Usar este hecho para resolver la ecuacién t?zz” —t?(2')? +tza’ + 2% = 0.
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Figura 5.19: Esquema para el Problema 149.

Problema 149. Por un punto P = (x,y) (ver el esquema de la figura 5.19)
de una curva se traza su tangente, que corta al eje OX en T. Se traza por
T una perpendicular a la recta tangente, que corta a la recta X = x en el
punto R. Queremos determinar la ecuacién de la curva supuesto que el origen
de coordenadas O, el punto Ry el centro de curvatura correspondiente al punto
P estan alineados.

Recordatorio: Si un punto tiene coordenadas (z,y), con y = y(x), las
coordenadas del centro de curvatura son (z., y.), con

1+ )

Te=r-y——7 >~ ey =y+

1+ (y')?
y// :

Y
a) Probar que la curva en cuestién satisface la ecuacién diferencial
ayy” +x(y)? —yy' = 0.
b) Usando el cambio de funcién u = % reducir el orden de la ecuacion del
apartado anterior y obtener su soluciéon general.

Problema 150. Determinar todas las funciones f : R — R, al menos dos veces
derivables, tales que la longitud de la curva y = f(z) en un intervalo [a, b] sea
igual a la variacién de f’ en dicho intervalo.'?

Problema 151. Determinar todas funciones f : R — RT de clase C'(R) para
las que el drea bajo la grafica de la funcién en un intervalo [a, b] es proporcional
a su longitud en el mismo intervalo.

131a variacién de una funcién f en un intervalo [a, b] es igual a la diferencia f(b) — f(a).
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Problema 152. Encontrar la solucién general de (1 — t2)z” — tz’ + a?z = 0.
Para ello efectuar un cambio de variable ¢ = ¢(u) de forma que en la ecuacién
resultante no aparezca el término en x’ y posteriormente efectuar una reduccién
en el orden de la ecuacién.

Problema 153. Consideremos el problema de valores iniciales

d*z dz\ > 3

x(0) =1,2(0) = 2/3.

Obtener su solucién usando el cambio z = % con z = z(z) para transformar la

ecuacién dada en p
z
= 4 3xz = 2323,
dx

Y y

J/

L Loy
5 10

T

~10 5 '\k

o)
y2:2px
-10

Figura 5.20: A la izquierda esquema de la situacién del Problema 154 y a la
derecha algunas de las curvas solucion.

Problema 154. Queremos determinar la forma de una cierta curva cumpliendo
la siguiente propiedad: si desde un punto @ de la curva desconocida se traza la
recta tangente t; a la parabola y? = 2px (p fijo) que la toca en el punto P, la
tangente to a la curva desconocida en el punto ) es paralela a OP (se adjunta
esquema de la situacién en la parte izquierda de la figura 5.20).

a) Probar que la ecuacién diferencial que satisface la curva buscada es
Ty P
y=35y+ va

b) Resolver la ecuacién del apartado anterior. Algunas de las curvas solucién
se muestran en el lado derecho de la figura 5.20.



232 Capitulo 5. Otros métodos elementales de resoluciéon

v y

\/

-10

Figura 5.21: A la izquierda esquema de la situacién del Problema 155 y a la
derecha algunas de las curvas solucion.

Problema 155. Queremos determinar la forma de una cierta curva cumpliendo
la siguiente propiedad: en un punto @ de la curva desconocida se traza una recta
t1 de pendiente opuesta a la de la recta tangente en ) y t; es tangente a la
pardbola y? = 2px en un punto M (se adjunta esquema de la situacién en la
parte izquierda de la figura 5.21).

a) Probar que la ecuacién diferencial que satisface la curva buscada es

P 2
2y
b) Resolver la ecuacién del apartado anterior. Algunas de las curvas solucién
se muestran en el lado derecho de la figura 5.21.

Problema 156. La fuerza gravitatoria que actiia sobre una masa m a una
distancia s del centro de la Tierra es proporcional a m/s?. Hallar la velocidad
que alcanza en la superficie terrestre una masa que se deja caer desde una
distancia igual a 5R, donde R es el radio de la Tierra.

Problema 157. En el interior de la Tierra la fuerza de la gravedad es propor-
cional a la distancia al centro. Perforamos un orificio que atraviese a la Tierra,
de polo a polo, y dejamos caer una piedra. Determinar su velocidad al llegar al
centro.

Problema 158. Una cadena de cuatro metros de longitud comienza con un
metro colgando del borde de una mesa. Despreciando el rozamiento, determinar
el tiempo que tardara en caer de la mesa la cadena.

Problema 159. Un objeto de masa m es lanzado hacia arriba, verticalmente,
desde la superficie de la Tierra con una velocidad inicial vy. Suponiendo que el
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cuerpo encuentra una resistencia del aire proporcional a su velocidad, determinar
la ecuacién de la trayectoria y en qué momento alcanzard su maxima altura.

Problema 160. Un paracaidista de 75 kilogramos de peso se lanza desde un
avién situado a 400 metros de altura. Tras 15 segundos de caida libre abre su
paracaidas. Asumamos que la resistencia del aire es proporcional a la velocidad
al cuadrado (con constante de proporcionalidad k; = 0.0053) durante el periodo
de caida libre y proporcional a la velocidad (con constante de proporcionalidad
ko = 0.3096) a partir de la apertura del paracaidas.

a)

b)

Determinar el tiempo que le costara alcanzar tierra al paracaidista.

Determinar la velocidad con la que impactara.

Problema 161. Tal y como hemos visto en este capitulo, la trayectoria (z,y) =
r(0)(cos,sen d) de un cuerpo o una particula que suponemos de masa unitaria,
sujeto a una cierta fuerza radial f(r), satisface las ecuaciones

2)

do d2r do\*
2
=y () = o).
i T T(dt) /()

Comprobar que el cambio de variable y funcién

ye L @ _h
Ty Y dt — r2’

d2r do\?
az " (dt) =f(r)

d*u n 1 1
—4u=—f(—-)—.
db? u ) h2u?
Si nuestro cuerpo parte del punto (1,0) en el instante inicial con una velo-
cidad vp = 1 (lo tomamos asi para no complicar las cuentas) y formando

un angulo « con la horizontal, probar que el movimiento puede obtenerse
resolviendo el problema de valores iniciales

2u
392 tu= 7f (%) sen2lau27
u(0) =1, %(0) = — cot av.

con u = u(f),

transforma la ecuacion

en

Si suponemos que la fuerza que actia sobre nuestro cuerpo es f(r) = ;—21,

obtener la ecuacion de su trayectoria. Determina la envolvente de la familia
de trayectorias. En la figura 5.22 aparecen representadas algunas de las
trayectorias del cuerpo.

Responder a las mismas cuestiones del apartado anterior pero tomando la

fuerza f(r) = 2.
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Figura 5.22: La imagen que aparece a continuaciéon muestra la trayectoria obte-
nida en el apartado c¢) del Problema 161 para distintos valores de v € [—m, 7).
Como se puede ver se trata de una familia de elipses.

Problema 162. Es bien conocido que cualquier imagen requiere de una gran
cantidad de memoria para su almacenamiento y por ello se buscan procedimien-
tos para que dicho almacenaje resulte lo mas éptimo posible. Algunos de los
procedimientos que se estan desarrollando en los anos simplemente almacenan
cierta informacién relevante sobre la imagen que permite reconstruirla comple-
tamente. Una forma de reconstruir una curva (con ciertas simetrias) consiste en
considerarla como la envolvente de una familia de circunferencias bitangentes
a la curva que se pretende reconstruir con un radio r = r(t) y centradas sobre
una curva que satisface el sistema de ecuaciones diferenciales

() . o )
(o= u®)? + (y - (0))? (o = (D)2 + (g — o(0)?

donde (u(t),v(t)) es una curva denominada midpoint locus y se corresponde con
el lugar geométrico de los puntos medios de los segmentos que unen los puntos
de tangencia de las circunferencias bitangentes.

Vamos a proceder a resolver el sistema anterior en una caso particular
sencillo. Supongamos que tomamos r%(t) = t + }L y el midpoint locus como
(u(t),v(t)) = (0,t). (Este caso se corresponde a la reconstruccién de una parabo-
la y es un ejemplo que estd tomado del articulo Reconstruction from medial
representations, de P. J. Giblin y J. P. Warder, aparecido en la revista The
American Mathematical Monthly, en octubre de 2011, pags. 712-725.)
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a) Usando el cambio de funcién y — ¢ = zx, con z = z(t), transformar el
sistema propuesto en

1
S 1 ' =0.
v 2x(1 + 22) Y e

b) Convertir el sistema del apartado anterior en la ecuacién
2(1 + ZQ)Z// + (Z/)S =0
y obtener su solucion general.

¢) Obtener la solucién del sistema de partida como funcién de z.

5.6.1. Otros métodos de reduccién

Veamos que en casos determinados y si las ecuaciones que nos plantean
tienen ciertas caracteristicas es posible efectuar reducciones en el orden.

Problema 163. Consideramos una ecuacion diferencial del tipo

dx d"x
Fltoe —,...,— | =
( 7x7 dt? b) dt’n) 0

para la que existen a y m fijos tales que

d an
F <>\t, AT, A1 ..,Am”z> — \OF <t,1:,

E,...,d?

dx d"x
dt’ dtn

El cambio de variable y funcién ¢t = e® y @ = e™%w, con w = w(s), al que le
corresponde el diagrama

S

>Z—>t—>8,
S +—Ww

transforma la ecuacién propuesta en una del tipo

G<w,dw dw)zO,

ds’ 7 dsn

para una cierta funcién G. A esta nueva ecuacion se le puede aplicar el cambio
z(w) = %2(s(w)), ya que no aparece la nueva variable s, y obtendremos una

reduccién del orden en una unidad.

a) Probar que para el cambio de variable y funcién propuesto se cumple que

dz dw dFw
— = = em=R)sp —_— ey —— k=0,...
dtk € k <U}, ds ) ) dSk ) ) ’ y
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para funciones hy(y1, ..., yr+1) dadas, para k = 1,...,n, por la recurren-
cia
hi(yis- - Yt1)

ahk—l(yh e 7yk)
Byj

)

k
=(m—k+Dhx—1(y1,---,yx) + Zijrl
7j=1

con ho(y1) = 1.

b) Probar que efectivamente con el cambio de variable y funcién propuesto,

la ecuacién g J
T "
Fltoe,—,...,— ] =0
(73;’ dt? 7dtn)

dw d"™w
G(’w,ds,...,dsn) =0

para una cierta funcién G.

se transforma en

¢) Aplicar el procedimiento anterior para determinar la solucién general de
la ecuacién P
4t2x3ﬁ =t? — gt
Problema 164. Consideramos una ecuacién diferencial del tipo
F(t,z,2',...,2™) =0
tal que, para un m fijo, se verifica que
F(t, e, e, ... xx™) = A" F(t, 2,2, ... ™).
En esta situacion el cambio de funcion

x(t) _ efw(t) dt

nos transformara la ecuaciéon propuesta en una de orden n — 1.

a) Probar que para el cambio de funcién propuesto se cumple que

™) = zgp(w,w', ... w*D)
para k = 0,...,n. Las funciones gj estdn dadas por la relacién de recu-
rrencia
k—1
Ogr—1 (Y1, - - Yr—1)
gk(yla-nayk):ylgk—l(yh---ayk—1)+zyj+1 .

i=1 ;s

parak=2,....,ny g1(y1) = y1.
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b) Probar que efectivamente, por el cambio de funcién propuesto, la ecuacién
F(t,z,a',...,2™) =0

se transforma en
G(t,w,w',...,w" V) =0

para una cierta funciéon G.

c¢) Aplicar el procedimiento anterior para determinar la solucién general de
la ecuacion
3t%((z')? — za”) = 2%

Problema 165. Encontrar la solucién general de las ecuaciones

a) t2z" = 2ta’ + (2')?,

/

2 _
b) xz’ — (2')* = f_ft,

c) t2xa" = (v —ta')?,

d) 32" = (v —ta')?.

5.6.2. Algunas cuestiones relativas a curvas de persecu-
cion

Como ya anticipdbamos en el segundo capitulo, fue el matematico francés

Pierre Bouguer quien el 16 de enero de 1732 presenté en la Academia Francesa

un trabajo que estudiaba la primera curva de persecucion. Ese trabajo apare-

cié publicado en Mémories de I’Académie Royale des Sciences en 1735. Ahora
estamos en condiciones de analizar este problema.

Problema 166. Supongamos que un barco mercante, que se desplaza en linea
recta a una velocidad V,,, es avistado por un barco pirata. En ese instante co-
mienza una persecucién en la que el barco pirata siempre se mueve dirigiéndose
al mercante (es decir, el vector velocidad del barco pirata apunta hacia el mer-
cante en cada instante). Determinar la trayectoria del barco pirata, supuesto
que V;,, < V,,. ;En qué punto se produce la captura del barco mercante? ;Cudl
es la trayectoria en el caso limite V,,, = V},?

Problema 167. En el caso V,,, <V, ;cudl es la distancia recorrida por el barco
pirata antes de dar alcance al barco mercante?

Cuando V;,, = V,,, obviamente, el barco pirata no alcanza al mercante. Sin
embargo, se produce un hecho interesante y bastante 16gico: la distancia entre
los barcos se aproxima a un cierto valor fijo. ;Podrias determinar ese valor?

Problema 168. Un gorriéon que vuela en linea recta, se encuentra cincuenta
metros directamente por debajo de un aguila y cien metros directamente por
encima de un halcén. Tanto el aguila como el halcén vuelan directamente hacia

Un retrato del matematico
francés Pierre de Bouguer
(1698-1758).
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el gorrién y lo alcanzan a la vez. Si el halcén vuela el doble de rapido que el
gorrién, jcuanto mas rapido vuela el dguila que el gorrién?'*

Problema 169. Si el barco mercante del Problema 166 decide iniciar una huida
a lo largo de una trayectoria rectilinea que forma un dngulo « con la linea que le
une inicialmente al barco pirata, jcuél serd la nueva curva de persecucién? (El
caso del Problema 166 corresponde, obviamente, al caso o = 7/2 y el caso o = 0
supondria que el barco pirata se deberia limitar a perseguir al mercante en linea
recta desde su posicién actual; lo que nos interesa son los casos « € (0,7/2).)

5.6.3. Una propuesta sobre espejos

Como hemos visto en este capitulo, las pardbolas son las unicas curvas que
satisfacen la propiedad focal que establece que los rayos de luz procedentes del
Sol en la direccion de su eje de simetria se reflejan en ellas pasando por un punto
fijo. Los rayos de luz procedentes del Sol podemos pensar que son emitidos por
una fuente de luz situada en el infinito. De este modo podemos plantearnos la
siguiente generalizacién de la propiedad focal: determinar la forma que debe
tener un espejo para que los rayos de luz emitidos desde un cierto punto se
reflejen siempre pasando por otro punto fijo. Las pardbolas resuelven el caso en
el que la distancia entre los puntos es infinita. Veamos como analizar la situacion
cuando la distancia entre los puntos sea finita. Igual a como hicimos en el caso
infinito, debemos usar la ley de reflexion de la luz. Resolveremos la cuestion en
varios pasos y siguiendo la notacién introducida en la figura 5.23.

¥

Figura 5.23: Esquema de la reflexién de luz a través de un punto fijo.

14 Este problema aparecié propuesto por Samuel I Jones como Probema 3573 en el niimero
de noviembre de 1931 de la revista The American Mathematical Monthly y fue planteado
en la competicién Putnam (un concurso para estudiantes que organizan las universidades
americanas) del afio 1952.
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Problema 170. En primer lugar obtendremos la ecuaciéon que describe la forma
del espejo. Supongamos que un rayo de luz parte del punto F' = (0,0) y se refleja
en el punto P de la curva C buscada para pasar después por el punto F’ = (s, 0).
Si suponemos que P = (rcosf, rsenf), probar que

r S

senyp  sen(p —0)’

donde ¢ es el dngulo que forma el rayo reflejado con la horizontal. Deduce de

este hecho que
0
s=r <cos0 _sn ) . (5.19)

Ahora, si « es el dngulo que forma la recta tangente ¢ a C' en el punto P, y
w es el angulo que forma la recta normal n con la horizontal, probar que

w:aizzm.
2 2

De la identidad anterior concluir que

tan 2« — tan 6

S 5.20
1+ tan 2« tan @ ( )

tan p =

Finalmente, suponiendo que r = r(6), teniendo en cuenta la identidad

tana = % = dy/do

dz  dxz/df’

y usando las relaciones (5.19) y (5.20), obtener la ecuacién

22y
((r")2 —r2)sen® + 2rr’ cos 6

(5.21)

S =

Problema 171. Procedamos ahora a determinar la forma de los espejos. Probar
que derivando respecto de 6 la relacién (5.21), llegamos a

(rr" —2(r")?)sen = rr’ cos 6.
Usando el cambio de funcién r = 1/p, transformar esta ecuacién en
P’ senf = p’ cos 0.

Concluir, considerando las soluciones de esta iltima ecuacién, que las tinicas
curvas con la propiedad solicitada son las elipses y las hipérbolas.






Capitulo 6

Teoremas de existencia y
unicidad de soluciéon para
problemas de valores
iniciales

6.1. Introduccion

Resulta sencillo comprobar que existen problemas de valores iniciales para
los que la solucién no es tnica. Como muestra, un botén, el problema de valores
iniciales

(t? + 22")2" + 2t2’ = 0,
z(0)=1, 2/(0)=0,

. . . 3
admite como soluciones las funciones x(t) = 1y 2(t) = 1 — &. Al menos en este
caso admite soluciones, pero podriamos encontrarnos con situaciones en las que
no exista solucién alguna. Consideremos el problema de valores iniciales

dz\ 2
v 1=
(dt) f1-o,

z(0) = 1.

Las soluciones de la ecuacién son de la forma x = +it + C' y, por tanto, son
funciones que toman valores en C y no en R. De esta forma, podemos asegurar
que no existe solucién para el problema de valores iniciales propuesto con valores
reales.

En los problemas de valores iniciales que hemos analizado sabiamos de al-
guna manera manipular la ecuacién que aparecia involucrada. Sin embargo, es
muy habitual que no sepamos como resolver la ecuacién. Todas estas cuestio-
nes que estamos comentando sobre problemas de valores iniciales se reducen
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esencialmente a dos preguntas: dado el problema

(P) {x o,

l‘(to) = X,
con f: Q—R" QCRXxR", y (ty,z0) € Q,

= ;Existe solucién para (P); es decir, existe ¢: I — R™, con ty € I, deri-
vable satisfaciendo que (t,¢(t)) € Q, ¢'(t) = f(t,¢(t)) v d(to) = w07

= En caso de existir solucién, jes unica?

Gran parte de este capitulo lo dedicaremos al estudio de estas cuestiones. En
concreto buscaremos condiciones sobre la funcién f que nos permitan asegurar
existencia o existencia y unicidad de solucién para el problema (P).

6.2. El teorema del punto fijo de Banach

En esta seccién vamos a introducir la herramienta que nos permitird probar
nuestros primeros resultados generales de existencia y unicidad. En concreto
vamos a presentar un teorema del punto fijo para aplicaciones contractivas de-
finidas sobre espacios métricos.? Este teorema fue probado por el matemético
polaco Stephan Banach.

Comencemos dando la definicién basica.

Definicién 4. Sea (E,d) un espacio métrico y T: E — E una aplicacion.
Diremos que T' es una aplicacién contractiva si existe 0 < k < 1 tal que, para
todo z,y € F, se satisface que

d(T(x),T(y)) < kd(x,y).

Es interesante observar que toda aplicaciéon contractiva es continua, es mas
es uniformemente continua, como aplicacién de E en si mismo.
Veamos algunos ejemplos de aplicaciones de este tipo.

ITened en cuenta que para n > 1, se verificard que
f(t,:l?) = f(t,(l]l,..‘,ll?n) = (fl(t,:tl,...,an),...fn(t,fﬂl,..‘,il?n))

y o(t) = (P1(t), ..., pn(t)) (por supuesto ¢'(t) = (¢} (t),..., ¢, (t))) vy estaremos en realidad
tratando con la igualdad

P1(t) = f1(t; p1(8), - dn (D)), - G () = Fult, f1(E), -, dn ().

2Recordemos, que nunca esta de mds, la definicién de espacio métrico. Sea E un espacio y
d una métrica sobre E; es decir, una aplicacién d: E x E — RT satisfaciendo

a) d(z,y) = d(y,z), para todo z,y € E
b) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y), para todo z,y, z € E, (desigualdad triangular)
¢) d(z,y) =0siysdlosiz=y.

Se denomina espacio métrico a la pareja (E, d).
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Ejemplo 26. Si consideramos (E,d) = (R,| - |), entendiendo que d(z,y) =
|z —y|, cualquier funcién® f derivable sobre R y tal que |f/(z)| < k < 1 serd con-
tractiva. Para probar esto es suficiente hacer uso del teorema del valor medio.
En efecto, si € € (z,y),

TO=I i) — 15600 - 1) < bl -y
y
d(f(x), f(y)) < kd(z,y).
La funcién f(x) = log+/1 + 22 es un ejemplo de funcién contractiva.* <

Ejemplo 27. Tomemos (E,d) = (R™, ]| -||1) con n > 1y donde
[l =[Gz, - an)ll = faa ]+ - + [,

entendiendo d(z,y) = ||z — y|/1. Para cada o > 0, consideramos la funcién
fo: R" — R™ dada por

fa(x) - fa(xlw . ~;xn) - Oé(|1‘1 - x2|a |$2 - 1‘3|, ceey ‘xn—l - .’,Un|, |xn - $1|)

La aplicacién f, es contractiva para o < 1/2. En efecto,’

d(fo (), fa(y)) = [ fa(z) = fa(y)lh
= a (|lzy — 22| — |y1 — yal| + ||z2 — @3] — |y2 — ysl|+
iy ||517n—1 = Zn| = |Yn—1 *yn” + ||93n =21 = |yn *y1‘|)
<a(l(wr —y1) = (2 —y2)| + [(x2 — y2) — (23 — y3)|+
ot [(@n—1 = Yn—1) = (@0 — yn) [+ (@0 = yn) — (21 —y1)])
<2a(lzr — 1|+ |z —yo| + - 4 [2n1 — Yn—1| + 20 — Ynl)
= 2allz — y[l = 2ad(z, y),

y2a <1, sia<l1/2 <

3Cualquier funcién es, en particular, una aplicacién.
4Notar que el valor absoluto de la derivada estd acotado por 1/2. De hecho

’ || 1
= <=
)= o <1

puesto que por la desigualdad entre la media aritmética y la media geométrica se verifica que
| < 1422

5Muy 1til, en este caso y més adelante, nos va a resultar la desigualdad, consecuencia de
la triangular, ||z| — |y|| < |z — y|.
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Ejemplo 28. Sea (E,d) = (C°([0,1],R), || - ||so) donde C°(]0,1],R) denota el
conjunto de las funciones continuas de [0,1] a R y

d(f,9) = IIf = gllee := sup{[f(x) — g(z)| : = € [0, 1]}.

Podéis comprobar (se trata de un sencillo ejercicio) que || - ||« es, efectivamente,
una métrica sobre el espacio de funciones sobre el que estamos trabajando. De-
finimos ahora, para cada j > 1, la aplicacién H,;: C°([0,1],R) — C°([0,1],R)
definida para cada f € C°([0,1],R) como

H, (a) = - / o

Veamos que es una aplicacién contractiva

1, y0) = 35 ~ gl = | 5 [0 ‘g“”dtHw
s {|% [0~ a0 | s € .11}
<sw {5 [T10) - a0l € .11}
<

up{j/ |f—g||oodt:xe[o7u}

1 1
= - oo — fd 2 Y)-
jllf qll ; (f.9)

Luego H; es una aplicacién contractiva con constante 1/j. Para tener compro-
bados todos los detalles nos faltaria chequear que la imagen del operador H;
estd contenida en C°([0,1],R), este punto queda como ejercicio.’ <

Con esta definicién ya estamos en condiciones de enunciar y probar nuestro
teorema del punto fijo.”

SEs posible probar més, como consecuencia del teorema fundamental del célculo integral
se tiene que la imagen a través de H; del espacio C°([0, 1], R) estd contenida en C'*([0, 1], R),
que es subespacio de C°([0, 1], R).

"Los teoremas del punto fijo son herramientas de gran utilidad en todas las ramas de
las matemaéticas y simplemente dan condiciones sobre las cuales una aplicacién tiene algin
elemento invariante. El teorema del punto fijo mas conocido es, sin duda alguna, el denominado
de Brouwer:

Teorema 7. Sea A un subconjunto cerrado, acotado y convezo de R™. Si f: A — A es una
funcién continua, entonces existe x € A tal que f(z) = x.

Aunque de apariencia inocente, la demostracién de este teorema requiere de una maquinaria
matematica bastante avanzada y sus aplicaciones son realmente sorprendentes. El imprescin-
dible Google utiliza un algoritmo de ordenacién de las péginas localizadas en una busqueda (y
este es el principal activo de este buscador) cuya pieza fundamental es el teorema de Perron-
Frobenius y la prueba de este es una aplicacién del teorema del punto fijo de Brouwer.
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Teorema 8 (Teorema del punto fijo de Banach). Sean (E,d) un espacio métrico
completo® y T: E — E una aplicacidn contractiva, entonces existe un tdnico
punto fijo de T; es decir, existe un unico x € F tal que Tx = x.

Demostracion. Veamos cémo construir una sucesiéon {z, },>o C E convergente
a un elemento x verificando la propiedad. Tomamos =y € E y definimos

Ty =Txp_1 = an();

para n > 1.9 Si probamos que {z, },>0 es una sucesién de Cauchy, la sucesién
serd convergente a un cierto elemento x € E. Este elemento x es el buscado ya
que

r= lim z, = lim Tx,_1 =T ( lim xn_1> =Tx,
n— 00 n— oo n— o0

donde en la pentltima igualdad hemos usado que T es continua. Para probar la
unicidad supongamos que existe otro punto fijo y, con y # x, para la aplicacién
T. Con esta eleccion

d(z,y) =d(Tz,Ty) < kd(z,y) = (1 —k)d(z,y) <0=d(z,y) =0=x =1y

lo que es absurdo.

Para concluir veamos que la sucesién {z,,},>0 es de Cauchy. Para ello bas-
tard ver que dado € > 0, existe un ng tal que d(z,+1,x,) < &, param > n > ny.
Un sencillo argumento de induccién nos muestra que

d(zj-Flaxj) < kjd(x17x0)7 paraj > 0. (61)

En efecto, en el caso j = 0 tenemos la igualdad, veamos que (6.1) se cumple
para j + 1 si se cumple para j:

d(zj12,7j41) = d(Txj1, Tag) < kd(@jir,25) < K (2, 20).

Ahora, usando la desigualdad triangular y (6.1), llegamos a que

d(Tmt1,Tn) < Zd(l'j+1yxj) < Z K d(y, x0)
Jj=n j=n
< d(l‘l xo)ik‘j = i d(aﬁ J)o).
= ; = 1_ k )

Como k™ /(1 — k) — 0, cuando n — oo, podemos elegir un ng de tal forma que
d(Tmt1,Tn) < €. O

80tro recordatorio: un espacio métrico se dice completo si toda sucesién de Cauchy es
convergente. En un espacio métrico (F,d) una sucesién {xy},>¢ se dice de Cauchy si para
todo € > 0 existe un ng = no(e) tal que d(zn,zm) < €, para todo n,m > ng.

9Fijarse que hemos tomado zg un elemento cualquiera en E.
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Nota 6. La demostracién del teorema nos estd dando una estimacién del error
que se comete al tomar x,, como una aproximacion de x. En efecto, si en la
desigualdad

k,TL
d(xm+17xn) < ﬁd(lﬁhiﬁo)
tomamos el limite cuando m — oo, dejando n fijo, llegamos a que
k’n
1-k

d(z,z,) < d(x1,x0)-
En realidad no es necesario que T sea contractiva, es suficiente que una
potencia suya lo sea. Este es el contenido del siguiente resultado.

Corolario 9. Sean (E,d) un espacio métrico completo y T: E — E una
aplicacion tal que existe un m > 0 para el que T™ es contractiva, entonces
existe un unico punto fijo de T'; es decir, existe un unico v € E tal que Tx = .

Demostracion. Basta tomar un elemento @ € E y definimos la sucesién zy =
T"ay x, = Tx,—1, para n > 1. Esta sucesién es convergente al inico punto
fijo de T, la prueba funciona igual que la del teorema. O

Nota 7. Observar que la tinica hip6tesis que se hace para asegurar la existencia
del punto fijo es la contractividad de una potencia de la aplicaciéon T. Esta
hipétesis no se puede rebajar. Por ejemplo, para la funcién f(z) = x + %,
definida sobre el espacio (E,d) = ([1,00),| - |), usando la notacién

fx)y=fof...fof(x),
—_—

n-veces

se verifica que
17" (@) = [T ()] < |z —yl,

para cualquier n > 1. Luego no existen potencias de f contractivas. Ademads, f
no posee puntos fijos, ya que la igualdad = = f(x) no es posible.

6.3. Un paréntesis historico: Stephan Banach y
el Café Escocés

Llegados a este punto parece oportuno hacer una pausa: hemos probado un
teorema de cierta relevancia y nos la merecemos. Sin embargo, no nos alejare-
mos demasiado de este resultado; mas bien al contrario, vamos a acercarnos a
la singular personalidad de su autor: Stephan Banach. La vida (y por supuesto
su obra) de este matemético polaco y su contexto histérico, fuertemente mar-
cado por la Segunda Guerra Mundial, merecen una explicacién detallada. Para
guiarnos en esta breve aventura démosle la palabra a alguien que lo hard mucho
yo; en concreto, a Antonio Durdn, catedratico de analisis matematico la Univer-
sidad de Sevilla. El texto que presentamos a continuacién reproduce parte de
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su articulo Pasiones, piojos, dioses ...y matemdticas, aparecido en La Gaceta
de la RSME (vol. 12.2 (2009), pdgs. 279-300) y es, en esencia, un extracto de
su libro del mismo titulo, publicado por la editorial Destino.

Escribe A. Duréan:

Banach y la tertulia del Café Escocés.

En la segunda década del siglo XX, Polonia vivié un verdadero florecimiento
matematico, con dos focos principales: uno en Varsovia y otro en Lwéw. Ese
auge lo protagonizd un grupo de matematicos excepcionales; nacieron a caballo
entre los siglos XIX y XX, de manera que para 1910 la primera hornada habia
alcanzado ya madurez matemdtica. La explosién creativa de ese grupo fue para-
lela, acaso no por casualidad, al entusiasmo patriético que recorrié Polonia tras
la recuperacion de la independencia en 1918, justo después de la primera guerra
mundial y tras casi siglo y medio de reparto territorial entre Prusia, Rusia y
Austria. Ese florecimiento matematico no deja de ser sorprendente, porque no
habia sido precisamente una prioridad para las potencias ocupantes desarrollar
el sistema educativo de las zonas ocupadas. De hecho, en la parte bajo dominio
prusiano, la ensenanza universitaria era inexistente, y desastrosa en los otros
niveles. En la zona rusa, la situacién no era mucho mejor, aunque funcionaba
en Varsovia una universidad que impartia ensenanzas en ruso; después de la
revolucion rusa de 1905, algo mejord el escenario, permitiéndose el polaco en
los niveles medios de la ensenanza. La cierta autonomia que gozaba la zona
bajo dominio austriaco permitia el funcionamiento de dos universidades, una
en Cracovia y otra en Lwow, aparte de una escuela politécnica en esta ultima
ciudad. No es pues extrano que una buena parte de esa primera hornada de ma-
tematicos se hubieran formado en universidades de fuera de Polonia, francesas
y alemanas sobre todo. Stefan Banach (1892-1945) y Alfred Tarski (1901-1983)
fueron miembros destacados de la segunda hornada, formada ya en Polonia. Me
voy a centrar aqui en Banach, lo que es tanto como decir en Lwow.

Banach nacié en Cracovia. Su padre se llamé Stefan Greczek, aunque Ba-
nach prefirié usar el apellido materno, o al menos el que consta para ella en el
certificado de nacimiento: «hijo de Katarzyna Banach». Su madre lo abandoné a
los pocos dias de nacer; nunca estuvo casada con el padre de Banach y poco se
sabe de ella —nada, en realidad—: por mas esfuerzos que hizo su hijo por saber,
fue puro misterio. El padre se casé después dos veces y tuvo un descendiente
de cada matrimonio; pero a Banach lo crié su abuela paterna en Ostrowsko, un
pueblecito 80km al sur de Cracovia perdido en los Carpatos.

Banach residié buena parte de su vida en Lwéw, donde llegé como profesor
en 1922; ya antes habia vivido alli unos anos —al comienzo de la decada 1910-
1920—, cuando fue estudiante de ingenieria en la Politécnica. Tras incorporarse
como profesor a la Universidad, Banach promovié una escuela matematica que
fue fundamental en el desarrollo y expansion del analisis funcional.

Banach y sus colegas solian reunirse los sabados por la tarde en un aula de
la Universidad —tal vez el dia elegido para las reuniones suene hoy raro, pero
en aquella época los sdbados habia clase en la universidad—. Lo de reunirse los
matematicos a discutir de sus cosas es algo habitual; lo que no lo es tanto es el
tipo de reunién que hacian en Lwow, sobre todo porque la parte mas fructifera
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Figura 6.1: El Café Escocés, donde la hermandad de Banach se reunia para
discutir de matemaéticas.

de ella tenia lugar, no en la Universidad, sino en algunos cafés de los alrededores,
donde la discusién matematica solia prolongarse varias horas mas.

Lwow debia de tener entonces unos 200000 habitantes y, segin algunos cro-
nistas locales, era una ciudad bonita como Praga. Contaba con un buen ntimero
de cafés, sobre todo en los alrededores de la Universidad. Dado el juego cientifico
que dieron, alguien deberia tomar buena nota de lo conveniente que es contar
con una adecuada red de esos establecimientos en la cercania de cualquier uni-
versidad. . .y exigir al profesorado que los frecuente.

Zygmunt Janiszewski, quiza el principal idedlogo del auge matematico que
vivié Polonia a principios del siglo XX, escribié: «Es verdad que las matematicas
no requieren grandes laboratorios, ni otros servicios complejos ni caros. Si que
requieren, sin embargo, una apropiada atmoésfera y condiciones para mantener
un contacto estrecho con los colaboradores». Banach y su gente encontraron esa
«apropiada atmosfera» en el ambiente ruidoso, calido y aromético de los cafés de
Lwéw. En el uso sistematico que de ellos hicieron como refugio cientifico se ve la
impronta de Banach, porque pocas cosas hubo que le gustaran tanto a Banach
como hacer matemdticas en un café. Dos de ellos le eran especialmente gratos, el
Roma y el Szkocka; «szkocka» no es otra cosa que «escocés» en polaco. En cierto
momento, Banach tuvo un desencuentro con los duenos del Café Roma, donde
solia pasar buena parte de su tiempo —especialmente en los ultimos dias del mes
antes de cobrar su sueldo—; parece ser que hubo quejas sobre cierto retraso en
el pago de las consumiciones, asi que buena parte del grupo se asentd entonces
en el vecino Café Escocés. Era un local decorado al estilo vienés, con pequenios
veladores de marmol blanco, un material excelente que nuestros matematicos
no pudieron resistirse a adornar cada tarde con una buena dosis de férmulas y
ecuaciones; escritas, eso si, a lapiz.

La atmosfera de los cafés no suscité precisamente discusiones relajadas, mas
bien estas tendian a ser largas, duras y correosas: «Recuerdo una sesién con Ma-
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zur y Banach en el Café Escocés —escribié Stanistaw Ulam, miembro distinguido
de las tertulias, en sus memorias— que durd diecisiete horas sin interrupcion,
excepcion hecha de las comidas». Y no exentas de cierto caos: «No era raro que
tras un periodo de meditacién estallaran a la vez varios conatos de conversa-
cién —conté Ulam—; alguien entonces garrapateaba unas cuantas notas sobre el
marmol de la mesa mientras otro, en cambio, se reia con hilaridad. Luego podia
seguir otro largo periodo de silencio en el que bebiamos café y nos observéba-
mos con indolencia unos a otros. Nuestro extrano comportamiento mantenia en
permanente estado de perplejidad a los clientes de las mesas cercanas».

Naturalmente no sélo hablaban de matematicas en las tertulias. Jugaban
también al ajedrez y, por lo general, se hacia bastante gasto: mucho café, gran-
des dosis de conac, cantidades ingentes de cigarrillos, y, aunque la del Café Es-
cocés no era precisamente delicatessen, algo de comida. Pero, a veces, bastaba
una sola taza de café o de te para dar sabor a todo el tiempo que alli demo-
raban. «Ni que decir tiene que las discusiones matemdticas se enriquecian con
charlas sobre otros asuntos —escribié Ulam—, cientificos desde luego, pero tam-
bién habia cotilleos de la Universidad, de politica, sobre el estado de las cosas
en Polonia; por usar una de las expresiones favoritas de John von Neumann,
alli se hablaba “del resto del universo”. La sombra de lo que después acabd ocu-
rriendo, la ascension de Hitler en Alemania, las premoniciones de una guerra
mundial, asomaban de tanto en tanto como un mal presagio». Von Neumann
visité en varias ocasiones Lwéw y, naturalmente, particip6 en las discusiones de
los cafés. Segun conté Ulam, en una de esas ocasiones: «Banach y otros ma-
tematicos emborracharon a von Neumann con vodka hasta el extremo de que
tuvo que dejar la mesa para visitar los servicios; pero volvié y continué con
la discusién matematica sin haber perdido capacidad para razonar». Banach,
como von Neumann, tuvo fama de buen bebedor; su hermanastra escribié: «Mi
hermano bebia cantidades ingentes de café y alcohol, aunque tenia una increible
capacidad de aguante. Una vez participé en un congreso en Georgia. Alli tie-
nen por tradicién brindar durante la comida de celebracién por la salud de los
participantes: la norma es un brindis por participante, y hay que vaciar de un
trago el correspondiente vaso del fuerte vodka georgiano. Banach sobrevivié a
todos los participantes locales de la reunion, y se sostuvo sobre sus pies mien-
tras los otros matematicos desaparecian uno a uno bajo la mesa». Yo no estuve,
evidentemente, en esa comida, pero he participado en Moscii en alguna comida
parecida, y doy fe de que las cosas acaban sucediendo tal y como la hermanastra
de Banach las cuenta en su historia.

Es muy importante para lo que después sigue que vayamos poniendo nom-
bre a los contertulios mateméticos de los cafés de Lwow. Alli se daban cita
catedraticos con solera, como Antoni Lomicki, director durante un tiempo del
Instituto de Matematicas de la Universidad, y del que Banach, recién llegado a
Lwéw, fue ayudante, Wlodzimierz Stozek, que fue Decano de la Facultad de Ma-
tematicas, Hugo Steinhaus, el «descubridor de Banach», Stanistaw Ruziewicz,
o el propio Banach; pero también jovenes que por aquella época empezaban
sus andanzas matematicas, como Herman Auerbach, muy ducho y aficionado
al ajedrez, Feliks Baranski, Mark Kac, o Stanistaw Ulam; y también otros in



250 Capitulo 6. Teoremas de existencia y unicidad

between, que dirfan los ingleses: Stefan Kaczmarz, Stanistaw Mazur, Wiadyslaw
Orlicz, Juliusz Schauder, o Stanistaw Saks.

Como es bien conocido, casi todos ellos han prestado su apellido a métodos,
conceptos, teoremas y resultados. En el caso de Banach, y en menor medida en
el de otros, su nombre se ha convertido en adjetivo frecuente en la inabarcable
toponimia de las matematicas.

Es sin duda muy jugosa la manera tan peculiar en que las discretas reuniones
de Lwow acabaron trascendiendo el ambito local hasta llegar a fecundar una
parte no despreciable de las matematicas hechas en el 1ltimo cuarto del siglo
XX. El portentoso objeto que permitié tal prodigio fue un modesto cuaderno;
una simple libreta que se ha acabado convirtiendo en uno de los més célebres
y celebrados documentos mateméaticos del siglo XX: es el Cuaderno Escocés.
Hay varias versiones para explicar el nacimiento del Cuaderno Escocés. Una
dice que dada la intensidad y valor de las discusiones mateméticas que tenian
lugar en el café, y el tiempo que a ellas dedicaban, Banach propuso anotar en un
cuaderno las cuestiones y problemas que surgian. Hasta entonces garrapateaban
notas en el marmol de las mesas; notas que inevitablemente se llevaba el trapo
himedo que los camareros usaban para limpiar, quedando tan diluidas en el
olvido como lagrimas en la lluvia. Pero hay otra versiéon, méas prosaica pero
quizéd mas probable, que dice que el dueno del café, harto de ver el marmol de
sus mesas permanentemente sucio de garabatos, se quejé a los tertulianos. En
vista del poco caso que le hicieron, fue con la queja a la mujer de Banach que,
mas responsable, acabé comprandoles, por dos ztotys y medio, un cuaderno al
marido y sus amigos para que apuntaran alli sus cosas.

Ya fuera por un motivo u otro, una tarde Banach se presento en el café con
un cuaderno solido y bien encuadernado donde, pocas horas después, anoté de su
puno y letra un primer problema que él mismo propuso. Era el 17 de julio de 1935
y el Cuaderno Escocés recogia el primero de los 197 problemas que lo componen.
En esos problemas se aprecia la influencia que Hausdorff lleg6 a ejercer sobre la
Escuela de Lwow. Se da la circunstancia de que Hausdorff no visit6 Lwow —no
tenfa por costumbre salir de Alemania, ni a congresos, ni a visitas cientificas—
pero, a partir de 1933, publico sus teoremas en las dos revistas de matematicas
que los polacos habian creado: Fundamenta Mathematicae, creada en Varsovia
en 1920, y Studia Mathematica, creada en Lwéw por Banach y Steinhaus en
1929.

Poco después de que el cuaderno recibiera su bautismo de fuego, Stanistaw
Ulam viajo a los Estados Unidos requerido por John von Neumann. Como con-
secuencia de esa visita, Ulam se establecié alli, aunque durante los anos 1936
a 1939 volvié cada verano a Lwéw, y siguid, durante esos meses, frecuentando
la tertulia de Banach. Buena parte de la historia del Cuaderno Escocés la sa-
bemos por Ulam. A él le envié Steinhaus una trascripcién del Cuaderno desde
Polonia en 1956; Ulam, que trabajaba por entonces en el Laboratorio Nuclear
de Los Alamos, lo tradujo al inglés e hizo imprimir algunos centenares de copias
pagadas de su propio bolsillo: «Los Alamos —explic6 Ulam— es un laboratorio
del Gobierno, y uno no puede usar los impuestos de los contribuyentes para
propositos frivolos». De esa edicién, llevé ejemplares al Congreso Internacional
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de Matemadticos que se celebré en Edimburgo en 1958 —los escoceses quedaron
un tanto defraudados al saber que el nombre del cuaderno no hacia referencia a
Escocia sino a un café de Lwéw—. A partir de ahi, el Cuaderno Escocés empezo a
ejercer su influencia sobre la comunidad matemética. Desde Los Alamos se en-
viaron ejemplares de esa impresién, y de otra posterior hecha en 1977, a quien
la solicité. Asi siguié distribuyéndose privadamente por universidades de aqui y
de all4, hasta que una méas cuidada edicién, que incluia articulos de algunos
protagonistas de la historia, estuvo comercialmente disponible tras el congreso
dedicado en Texas en mayo de 1979 a los problemas mateméticos del Cuaderno
Escocés. Problemas que han alimentado los desvelos matematicos de una parte
del gremio en el ultimo cuarto del siglo XX; y todavia algunos pocos lo siguen
haciendo, pues su solucién sigue siendo desconocida.

Contintia A. Duran unas paginas mas adelante:

Hay algo muy tierno y conmovedor en la pequenia historia del Cuaderno Es-
cocés. Desde sus instrucciones de uso: «El Cuaderno lo custodiaba en el Café Es-
cocés un camarero que conocia bien el ritual —escribié Ulam en sus memorias—.
Cuando Banach o Mazur llegaban, era suficiente con decirle “por favor, el cua-
derno”, para que se lo llevara junto con los cafés»; hasta los premios ofrecidos
por algunos proponentes a quien fuera capaz de resolver los problemas que plan-
teaban. Los hay decididamente modestos: «Una botella de vino», o «dos», «una
cerveza pequenar, o «dos» o «cincor, aunque otros son mas sofisticados: el pro-
blema 162, propuesto por Steinhaus, ofrece a quien lo resuelva «una cena en el
George»; el George era un hotel de Lwéw donde alguna que otra vez los estu-
diantes de la Universidad celebraban bailes —solian invitar a Banach, a quien
apreciaban mucho y que era, ademds, un excelente bailarin—. El problema nu-
mero 153 del Cuaderno fue propuesto por Stanistaw Mazur el 6 de noviembre
de 1936 y ofrecia como premio «una oca vivar; treinta y seis anos después, esto
es, en 1972, Per Enflo resolvié el problema y, naturalmente, recibié de Mazur
una oca viva coquetamente empaquetada en una cesta.

Figura 6.2: Una imagen del Cuaderno Escocés en la actualidad.
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Figura 6.3: Enflo recibiendo su premio de manos de Mazur (Varsovia, 1973).
Comenta Joe Diestel que la madre de Przemystaw Wojtaszczyk, a la sazén un
joven matematico polaco, degollé después la oca y preparé con ella una soberbia
comida.

Algun problema hay que incluye toda una variedad de premios y rigurosas
instrucciones para su concesiéon: «Por el cdlculo de la frecuencia: 100 gramos de
caviar. Por la prueba de que la frecuencia existe: una cerveza pequena. Por un
contraejemplo: una tacita de café». Hay otros que ilustran la participaciéon pun-
tual de matemdticos extranjeros en las tertulias del Cafe Escocés: «una foundue
en Ginebra», o «una comida en el Dorothy de Cambridge». Tal vez algunos de
los premios admitan interpretaciones sutiles e incluso equivocas: ahi esta esa
«botella de whiskey de medida positiva» ofrecida por John von Neumann el 4
de julio de 1937 —que acaso desvele una de las aficiones del gran matematico
hingaro—, o ese «un kilo de bacon» ofrecido por uno de los miembros judios de
la tertulia, Saks, el 8 de febrero de 1940 —que quiza delate cierta penuria de
alimentos en los inicios de la guerra—; otros, en cambio, tienen una inequivo-
ca interpretacion, aunque no tanto por lo que ofrecian —«una botella de vino»,
«una botella de champéan»— sino por quienes lo ofrecian: matemaéticos rusos, que
nunca faltaron en la tertulia desde finales de 1939 hasta mayo de 1941, meses
estos en que Lwow estuvo ocupada por los soviéticos tras la particion de Polonia
acordada por Hitler y Stalin al inicio de la Segunda Guerra Mundial.

En el verano de 1939 Stanistaw Ulam particip6 por ultima vez en la tertulia
del Café Escocés; el mismo reconoce que pensaba, un poco ingenuamente, que
no habria guerra, aunque otros contertulios eran més realistas. Uno de ellos era
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Stanistaw Mazur. Convencido de la inminencia de una gran guerra y consciente
de la importancia matematica que a lo largo de los anos habia adquirido el
cuaderno, Mazur habia disenado un plan para protegerlo; un plan cuya candidez,
al compararla con los tiempos salvajes que se avecinaban, produce hasta dolor:
«Mazur me dijo que nuestros resultados no debian perderse —escribié Ulam anos
mas tarde—; me explicé que nada mas empezara la guerra, esconderia el cuaderno
en una pequena caja que enterraria en algin sitio donde después se la pudiera
encontrar. Concretamente cerca del poste de una de las porterias que habia en
un campo de futbol cercano». No sabemos si Mazur puso en practica su plan,
pero el caso es que el Cuaderno Escocés sobrevivié a la guerra. Tras la muerte de
Banach en 1945, su hijo lo encontré —todavia hoy sigue en su poder— y lo envié a
Steinhaus que lo copié a mano y, afios después, se lo remitié a Los Alamos a
Ulam, con las consecuencia que ya comenté.

Tras el pacto Ribbentrop-Molotov de agosto de 1939 y el consiguiente repar-
to de Polonia, las cosas empezaron a cambiar en Lwéw. Tras ser ocupada por los
rusos, el prestigio de Banach entre los matematicos soviéticos preservo la tertu-
lia matemética del Café Escocés; la Universidad cambié de nombre y se trajo
profesorado ucraniano de Kiev y Jarkov, pero Banach fue nombrado Decano
de la Facultad de Fisicas y Matematicas, asi como Director del Departamento
de Anadlisis Matematico y, mas adelante, Concejal del Ayuntamiento. Banach
viajé varias veces a Moscu para encontrarse alli con matematicos rusos de la
talla de Alexandrov o Sobolev que, a su vez, visitaron Lwéw, participaron en la
tertulia del café y dejaron su impronta en forma de varios problemas recogidos
en el Cuaderno Escocés.

El dltimo problema contenido en el Cuaderno, fechado el 31 de mayo de 1941,
fue propuesto por Steinhaus; es dificil saber a que se refiere, pero cabe aventurar
lo siguiente. No era extrano por aquella época que un fumador llevara dos cajas
de cerillas consigo: el problema posiblemente proponga estudiar la distribucion
estadistica del niimero de cerillas que quedan en una caja justo cuando se coge
el ultimo fésforo de la otra. Aunque acaso lo més interesante de este problema
sea, precisamente, la forma criptica y apresurada en que esta redactado, porque
es el signo inequivoco de que la tragedia se habia empezado ya a cebar en los
protagonistas de esta pequena historia.

Del grupo que frecuenté las tertulias matematicas de los cafés de Lwéw,
algunos han tenido larga y fructifera vida. Como Hugo Steinhaus (1887-1972),
Stanistaw Ulam (1909-1984), Mark Kac (1914-1984), Stanistaw Mazur (1905—
1981), o Wiadyslaw Orlicz (1903-1990). Otros, no tanta.

La revocacién del pacto Ribbentrop-Molotov, y la consiguiente invasién ale-
mana de la URSS, cogié a Banach en Kiev; a pesar de las previsibles represalias
que le esperaban en Lwéw por su relaciéon amistosa con los soviéticos, Banach
pudo coger el tltimo tren y regresé a su ciudad: alli estaba su mujer, su hijo,
asi como su padre y un hermanastro, que se habian refugiado en Lwéw antes
de que Cracovia, donde vivian, cayera en manos de los ejércitos nazis. Banach
fue arrestado por la Gestapo pero puesto en libertad algunas semanas después.
Banach sobrevivié por unos meses a la guerra. Murié de cancer de pulmon el 31
de agosto de 1945; de no haber muerto, Banach se habria tenido que mudar —a
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Figura 6.4: Casi media vida separa estas dos fotos de Banach, aunque su mirada
tiene en ambas la misma intensidad que tantos de sus amigos elogiaron.

Cracovia, donde le habian prometido una catedra en la Universidad—, porque
Lwow, convertida en L’viv, fue anexionada otra vez a Ucrania, a la Unién So-
viética, lo que provocé un éxodo forzado de la poblacién polaca: parece, aunque
esto acaso sea leyenda, que el entierro de Banach en Lwéw lo convirtieron los
polacos que todavia residian alli en un acto patriético. Sergéi Sobolev se en-
contré con Banach unos meses antes de su muerte: «A pesar de los estragos que
sufrié bajo la ocupacion nazi, a pesar de la grave enfermedad que socavaba sus
fuerzas —escribio—, en los ojos de Banach brillaba la vida todavia». Los ojos de
Banach. Casi todos los que han escrito sobre Banach han llamado la atencién
sobre sus ojos; sobre su indefinible color azul; sobre la intensidad con que sabian
mirar.

Si le preguntaramos a un hipotético viandante si alguna vez tuvo piojos,
seguro que responderia que si. ;Quién no los ha tenido alguna vez? Aunque
quiza no sean muchos los que sepan que los piojos son parasitos exclusivos del
hombre. En 1909, Charles Nicolle, del Instituto Pasteur de Paris, descubrié que
los piojos trasmiten el agente patégeno del tifus. La alta mortalidad de una
de sus variantes, el tabardillo o tifus exantemético, ha sido uno de los azotes
de la humanidad. Favorecido por la piojera que la falta de aseo provoca en los
soldados, el tabardillo se ha cebado en numerosas ocasiones con los ejércitos, a
los que ha diezmado a conciencia, en muchos casos mas y mejor que la artilleria
enemiga. Famosas son las hecatombes sufridas por su causa; se cuenta que la
gran peste que diezmé la Atenas de Pericles, y acabd con su propia vida, fue de
tabardillo, lo mismo que la epidemia que coincidié con la conquista de Granada,
o en la retirada de los ejércitos napolednicos de Rusia, o en las dos guerras
mundiales del siglo XX.

Rudolf Weigl (1883-1957) nacié en Austria. Su padre murid, poco tiempo
después de su nacimiento, en un accidente mientras probaba un nuevo modelo
de bicicleta. La viuda, con tres hijos pequenos, conocié en Viena a un profesor
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polaco de instituto con quien se casé no mucho después de haber enviudado.
A los pocos afos, la familia acabé instalindose en Lwéw. Andando el tiempo
Rudolf Weigl se convirtié en profesor de biologia en la Universidad y tuvo a
su cargo un Laboratorio. Alli logré desarrollar, un poco antes de la Segunda
Guerra Mundial, una vacuna eficaz contra el tifus. El descubrimiento fue de la
mayor importancia epidemioldgica, y fueron vacunadas varios millones de per-
sonas durante la ocupacion alemana de Polonia; después también se llegb a usar
en China, Etiopia y otros paises. Weigl aguanté en Lwow la primera ocupacién
soviética y la posterior alemana, pero tuvo que exiliarse tras la definitiva ocu-
pacién soviética de 1944 y la consiguiente limpieza étnica; estuvo primero en
Kroscienko, después en Cracovia y finalmente en Poznan. Murié en Zakopane
en 1957.

La importancia de la investigacién sobre el tifus, que llevaba a cabo Weigl en
Lwow, le permitié algunos privilegios durante la guerra. Primero bajo la ocupa-
cién soviética al comienzo de la contienda. Nikita Khrushev, a la sazén primer
secretario del Partido Comunista de Ucrania y después del Partido Comunista
de la Unién Soviética (1953-1964), ofrecié a Weigl el titulo de Académico y la
direccién de un instituto bacteriolégico en Mosct para el desarrollo de su vacu-
na. Weigl tuvo que ser una persona muy persuasiva porque, ain rechazando la
oferta, no sélo evité las previsibles represalias sino que consiguié apoyo soviéti-
co para ampliar su instituto en Lwow y, todavia mas, logré que sus empleados
quedaran fuera de las deportaciones a Siberia. Algo parecido ocurrié bajo la
ocupacion alemana. Segun conté Wactaw Szybalski, hijo de un estrecho colabo-
rador de Weigl que emigré a los Estados Unidos y acabo siendo oncélogo de la
Universidad de Wisconsin: «Los nazis dieron permiso a Weigl para tener una
radio [...] Esto fue una bendicién, puesto que ser descubierto con una radio se
penalizaba con la muerte. Weigl tuvo mucho coraje y cooperd con la resistencia
polaca durante la ocupacién nazi. Varios cargamentos de su vacuna acabaron
llegando ilegalmente al gueto de Varsovia (algunos transportados por mi padre
y yo) y a otros guetos judios en grandes ciudades, donde el tifus habia alcanzado
proporciones de epidemia». Wiadystaw Szpilman, cuya historia de supervivencia
en el gueto de Varsovia convirtié Roman Polansky en obra de arte en la pelicula
El pianista, conté que el doctor Weigl era en el gueto tan famoso como Hitler,
aunque por razones bien distintas.

Como paso previo a la preparacién de la vacuna, el profesor Weigl necesitaba
criar una ingente cantidad de piojos. Como se dijo antes, los piojos sélo sobrevi-
ven si se alimentan con sangre humana. Desde el otono de 1941 y hasta el final de
la ocupacién alemana en julio de 1944, Banach fue uno de los privilegiados que
se presto a alimentar piojos con su propia sangre en el instituto bacterioldgico de
Weigl. Esto le acabd provocando una degradacion fisica considerable. La mujer
de un colega lo describe en esos anos como «un hombre exhausto, hambriento y
sombrio, aunque antes de la guerra habia sido de complexién muy robusta».

Y cuando he escrito «privilegiados», he escrito bien, pues en esos tiempos
de locura, conseguir un puesto de amamantador de piojos fue un privilegio:
«Durante la ocupacién nazi —escribié Szybalski—, estar empleado en el institu-
to de Weigl concedia cierto grado de protecciéon contra los arrestos arbitrarios
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Figura 6.5: El sistema ideado por Weigl para alimentar piojos.

y las deportaciones a los campos de concentracién nazis. La Gestapo preferia
evitar el trato con personas que podian accidentalmente contagiarles el tifus:
era bien sabido que los que trabajabamos en el instituto podiamos tener piojos
infectados. Méas atn, los empleados llevabamos una identificacién bien visible
emitida por la Oficina del Comandante en Jefe del Ejército Aleméan. Este “Aus-
weiss” fue otra de las invenciones de Weigl que nos procuraba seguridad [...]
De esta forma, Weigl ayud6 a muchos de los profesores de la Universidad, sin
trabajo entonces, empleandolos como alimentadores de piojos. Tal empleo con-
llevaba raciones especiales de comida, y disminuia la posibilidad de un arresto,
deportacién y/o muerte durante la ocupacién nazi».

Entre esos privilegiados se encontraba buena parte de la intelectualidad de
Lwéw, lo que incluia a los profesores de la Universidad —Banach, Orlicz y otros
matematicos entre ellos—. Los nazis se propusieron reducir Polonia a una nacion
de esclavos, de manera que prohibieron la ensenanza universitaria en el pais,
s6lo dejaron en servicio algunas instalaciones tecnoldgicas para uso propio. Las
universidades polacas, sin embargo, lograron cierto grado de funcionamiento
clandestino. Los alimentadores de piojos del instituto del profesor Weigl facili-
taron el funcionamiento encubierto de la Universidad de Lwéw: «Puesto que la
alimentacién de los piojos ocupaba a los alimentadores sélo durante una hora al
dia —conté Szybalski—, .. .] los alimentadores tenfan tiempo de sobra para orga-
nizar cursos universitarios clandestinos y realizar otras actividades educativas y
patriéticas».

Para la crianza y alimentacién de los piojos, Weigl habia inventado un inge-
nioso sistema. Consistia en pequenas cajas de madera —con unas dimensiones de
4x7x1lcm- selladas con parafina para evitar la fuga de los insectos; una de sus
caras, protegida por una puertecita, era de una malla finisima que sélo permitia
a los piojos asomar la cabeza para alimentarse. En estas cajas se depositaban
entre 400 y 800 larvas, junto con unos hilos de lana para que depositaran los hue-
vos cuando crecieran. Entre 7 y 11 de estas cajas se colocaban, sujetas con una
banda eldstica y con la puertecita abierta, sobre las piernas de los alimentadores;
segun Szybalski: «Los hombres se solian colocar las cajitas en sus pantorrillas,
aunque las mujeres preferian colocarselas en los muslos, para ocultar después
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las marcas rojizas bajo la falda. Después de una sesion alimenticia de 30 a 45
minutos, no sélo los intestinos del piojo sino su cuerpo entero parecia un baldn,
puesto que cada insecto ingiere una cantidad de sangre igual a su peso».

Escribi al comienzo de este articulo que en el corazén de un matematico late
un conflicto permanente entre la prudencia y la pasién; una pasion que es muy
similar a la fiebre creadora que se da en los artistas, sean pintores, compositores
o poetas. Hay mucha gente que cree que las matematicas son algo tan frio que
no pueden generar ningin tipo de pasion; son, de hecho, abrumadora mayoria
los que piensan que las matemadticas son la prudencia contra la pasién. No es
cierto: jqué, si no la mas arrebatadora de las pasiones, puede hacer olvidar
a unas personas que tienen adheridos a su pantorrilla unos pocos de miles de
piojos chupandoles la sangre?: «Yo tenia que supervisar una unidad de crianza
cuyos alimentadores eran casi todos matematicos de la célebre Escuela de Lwow,
incluyendo al mundialmente famoso profesor Stefan Banach —escribio Szybalski—
[...] Era intelectualmente muy estimulante, aunque también algo surrealista,
escucharlos discutir acerca de las fronteras de las matematicas, de topologia y
de teoria de nimeros, mientras estaban alimentando piojos. Més todavia, tenia
que ser muy escrupuloso con ellos en el control del tiempo, pues en el fervor
de sus discusiones seguian con las cajitas adheridas a las piernas durante més
de 45 minutos, sobrealimentando a los piojos. Eso tenia terribles consecuencias,
porque nuestros piojos de laboratorio habian perdido su instinto natural de dejar
de comer, y continuaban chupédndoles la sangre hasta que la ingente cantidad
que almacenaban en sus intestinos los hacia reventars.

La mayor parte de los participantes en las tertulias matematicas de Lwéw no
tuvo, sin embargo, larga vida, y ni tan siquiera pudieron disfrutar, como Banach,
del privilegio de alimentar piojos en el instituto bacteriologico del profesor Weigl.
La mayor parte fueron victimas de esa irracional eficacia que tenemos los seres
humanos para destrozarnos los unos a los otros.

6.4. El teorema de existencia y unicidad de Pi-
card

Para obtener resultados generales de existencia y unicidad de solucién para
un problema de valores iniciales aplicando el teorema del punto fijo de Banach
debemos proceder a reescribirlo en términos de aplicaciones contractivas. Vea-
mos en primer lugar como transformar la bisqueda de soluciéon de un problema
de valores iniciales en la obtencién de un punto fijo para una aplicacién definida
en términos de integrales.

Sea el problema de valores iniciales

a' = f(tax)v
P
) {x(to) = To,

con f: ) — R™ continua y donde (tg,xz9) € © C R x R™. Encontrar una
solucién de (P) consiste en determinar una funcién ¢: I — R™ con ¢y € I
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verificando que
a) ¢ € CY(I,R"),10

b) (t,0(t)) € Q, para t € I,

)
)
c) ¢(t) = f(t,9(1), parat € I,y
d) o(to) = xo.
Lema 10. Una funcion ¢: I — R™, con tg € I, es solucion de (P) si y sdlo si
4) ¢ e COLRY),
B) (t,06(t)) € Q, parat €I, y
C) Trop(t) = ¢(t), para t € I, donde

t
Tro(t) =zo+ | f(s,0(s))ds, tel
to

Demostracion. Que a), b), ¢) y d) implican A), B) y C) es claro sin mds que
integrar en el intervalo [tg,t]'! en c¢) y usar d). En efecto,

/’ @—/f ) ds — (1) mmzﬁﬂm@m
ﬂ—m+£ﬂs

La implicacion en el otro sentido también es clara. La funcién f(¢, ¢(t)) pertenece
a CO(I,R™) y, por tanto, de C) deducimos que ¢ es derivable en I y su derivada

s (basta derivar en C)) f(t, ¢(t)). Esto nos permite asegurar que se satisfacen
a) y ¢). La condicién d) se sigue inmediatamente de C) tomando t = t. O

Con este planteamiento del problema debemos buscar condiciones sobre la
funcién f que nos permitan asegurar que el operador T es contractivo con
la métrica inducida por la norma || - ||o. Notar que en los casos en los que
podamos obtener la contractividad, el punto fijo que obtengamos (que serd la
tnica solucién de (P) ya que el punto fijo de Ty serd tnico) vendra dado como
el limite, en la norma || - ||oo, de una sucesién de funciones. La convergencia de
una sucesion de funciones en esta norma se denomina convergencia uniforme.
Es decir, lo que vamos a encontrar es una sucesion de funciones convergiendo
uniformemente a la dnica solucién de (P).

Supongamos que el dominio de f es Q = I, X B,.(xq), donde I}, = [to—h, to+h]
y B (x) denota la bola cerrada n-dimensional con una cualquiera de las normas

10En realidad, bastarfa pedir que ¢ tuviese derivada (se entiende que componente a com-
ponente) para todo ¢ € I. Sin embargo, como esta derivada va a estar igualada a f que es
continua podemos asegurar la continuidad de la derivada y que, por tanto, ¢ € C*(I,R"™).

Hmplicitamente estamos tomando t > to. Si considerasemos t < to el analisis serfa igual.
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de R™. En esta situacién, teniendo en cuenta que se debe verificar B), la funcién
¢ estara definida de Is = [ty —0,t9+3], con § < h, en B,(x¢). Asi, el operador T
estard definido sobre el espacio C°(I5, B,.(7¢)) y lo primero que deberemos hacer

para aplicar el teorema del punto fijo es comprobar que (C°(Is, B.(20)), || - |lso)
es un espacio métrico completo.
En general podemos probar que (C°([a, b],U), |- ||oc), con U un subconjunto

cerrado de R™, es un espacio métrico completo. Para esto bastard verificar que
toda sucesién de Cauchy es convergente. Sea {¢y, }n>0 una sucesién de Cauchy en
el espacio (C%([a,b],U), || - ||s)- En este caso, dado e > 0, existird un ng = ng(e)
tal que ||¢n — dmlloo < €, para todo n,m > ng; o, equivalentemente,

[pn () — pm(2)| <&, n,m >ngyx € a,b]. (6.2)

En consecuencia, para cada = € [a, b] fijado, la sucesion {¢,,(z) }n>0 es de Cauchy
en U y, por ser U cerrado, es convergente en U. Asi pues, tiene sentido definir
la funcién ¢: [a,b] — U como
¢(x) = lim ¢n(x),
n—oo

para cada x € [a,b]. Ademds, tomando el limite cuando m — oo en (6.2),
obtenemos que

|on(z) — d(x)] <e, n>ngyx€la,b], (6.3)

de donde deducimos inmediatamente que si ¢ € C°([a,b],U) entonces ¢,, — ¢
en la norma || - ||oo; es decir, uniformemente.

Para ver que ¢ € C°([a,b],U) haremos uso de que las funciones ¢, son
uniformemente continuas.'?> Dado € > 0 consideramos un n > ng, donde ng
satisface (6.3). Puesto que ¢,, es uniformemente continua existe un § = §(e) tal
que para cada par x,y € [a, b] satisfaciendo |z — y| < J, se verifica que

De este modo, usando que

0(x) = o(y)| < [o(x) = P ()] + [dn(x) — Dn(Y)| + [P0 (y) — S(Y)];

de (6.3) y (6.4) concluimos que dado € > 0 existe un ¢ tal que para todo
x,y € la,b], con |x — y| < 4§, se cumple que

[0(z) — p(y)| < 3¢

y, por consiguiente, ¢ es uniformemente continua en [a, b].

Ahora que ya sabemos que el espacio sobre el que vamos a definir el ope-
rador Ty va a estar en las condiciones apropiadas para aplicarle el teorema del
punto fijo, debemos introducir la condicién que nos va a permitir obtener la
contractividad.

12Las funciones ¢, € C9([a,b],U), por tanto, son funciones continuas definidas sobre un
compacto y esto implica que son uniformemente continuas.
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Definicion 5. Sea

f:Q-—R"
(t,z) — f(t,z)

con (t,r) €  C R x R™.!3 Diremos que f es una funcién lipschitziana en la
segunda variable, si para cada t fijo tal que (¢,21), (t,22) € Q se verifica que

|f(t,x1) — f(t,22)| < Llxg — 22| (6.5)

En la definicién | - | denota cualquiera de las posibles normas sobre R™. La
constante L que aparece en (6.5) se denomina constante de Lipschitz respecto
de la variable x para f en (). La siguiente proposicién muestra dos propiedades
de interés de las funciones lipschitzianas.

Proposicion 11. Sea f: Q@ — R™, con Q2 C R x R™.

a) Si f es una funcion lipschitziana en la sequnda variable, entonces [ es
uniformemente continua respecto de x en ). Es decir, dado € > 0, existe
un 0 > 0 tal que si los puntos (t,z1), (t, 2) € Q verifican que |x1—x2] <0,
entonces | f(t,x1) — f(t, z2)| < e.

Ofi

L)
oz

b) Supongamos ademds que S es convexo y que las derivadas parciales
coni,j=1,...,n, existen y son continuas en €, entonces

fes lipschitziana en la sequnda variable en )

Ofi
3xj

<:>sup{ :(t,x)eﬂ}<oo L,j=1,...,n.

Demostracion. La demostracién de a) es trivial. Probemos la parte b). Veamos,
en primer lugar, que si f es lipschitziana en la segunda variable en € entonces
la derivadas parciales de f son acotadas. Procedamos por reduccién al absurdo.

Supongamos que existen i,j € {1,...,n} tales que
ofi
su c(t,x) € Qp = 0.
of| 52 o
En tal caso, para todo entero m > 1 existe un punto (¢,,,Z,) € Q tal que
ofi
tim, T > 2m,
O )| >

con lo que, teniendo en cuenta la definicién de derivada parcial y denotando por
e; el vector que tiene todos sus componentes nulas excepto la j-ésima que es 1,
obtenemos que para cada m > 1 existe un h,, > 0 tal que

fi(imafm + hmej) - fi(imaim)
hm,

>m

3

13T4citamente estamos asumiendo que t € R y & € R™.
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0, equivalentemente,
|fi(¥m7fm + hmej) - fi(%mvfm” > mhy, = m|(ZTm + hmej) — T

con lo que f no es lipschitziana respecto a la segunda variable en €.

Para probar la otra implicacién debemos hacer uso del teorema del valor
medio. Dados (t, 1), (t,z2) € Q existe (¢,7), un punto del segmento uniendo los
puntos (¢t,z1) y (¢, 22) (que estd contenido en € por ser convexo), tal que para
cada i =1,...,n, se verifica que

fi(t,ﬂfl) - fl(taxQ) = <V$fi(t7§)7x1 - $2>
donde (-,-) denota el producto escalar habitual y

af; 0fi 8fi>

Oxy Oxs’ "7 Oxyy,

Tomando
ofi
&cj

M = max sup
1<ij<n

(tyz) € Q}
y aplicando la desigualdad de Cauchy,'* llegamos a que

| fi(t, 1) — filt,x2)| < My/n|lzy — 222

y de esta forma

1 f(t,21) = f(t,22)[]2 < Mnllzy — 2a]|2;

es decir, f es lipschitziana respecto a la segunda variable en ' con constan-
te Mn. 0

Nota 8. Si una funcién f es lipschitziana con respecto a la segunda variable en
un dominio 2 no implica que la funcién sea continua en todo (2. La funcién

fha) = {0, sit >0,

r, sit<O0,

es lipschitziana con respecto a la segunda variable en R? pero no es continua en
los puntos de la forma (0, x)

Ejemplo 29. a) La funcién f(t,z) = 1|th‘2

gunda variable en R x R.

es lipschitziana respecto a la se-

MRecordad: (u,v) < ||ull2]|v]|2-
15Hemos probado la condicién de Lipschitz con la norma ||+||2, pero, como en otras ocasiones,
podriamos haber optado por otra norma.
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b) La funcién

f(t,l’) :f(tyzla"'axn)

_ X1 T
S\l 242t a2 I+ 2 a4
es lipschitziana respecto a x en R x R™.

¢) La funcién
f(t,x) =xty, donde t; = méx{t,0},
es lipschitziana respecto a la segunda variable en cualquier dominio 2 =
(—o00,a) xR, con a < +0o0.

d) La funcién f(t,z) = y/|z| no es lipschitziana en ningin dominio que con-
tenga puntos de la forma (t,0).
<

Ahora ya estamos en disposicién de enunciar y probar el siguiente

Teorema 12 (Teorema de existencia y unicidad de solucién local o Teorema de
Picard). Sea Q = Ij, X B.(z9) y f: Q@ — R™ una funcidén continua y lipschit-
ziana en la sequnda variable en Q con constante L. Entonces existe una unica
solucion, ¢, del problema de valores iniciales

= f(t,z),
(p)q =)
x(to) = Xy,
definida sobre Is, ¢: Is — B,(x¢), donde
0 = min{h,r/M}, con M = max{|f(t,z)|: (t,z) € Q}.

Demostracion. Definimos el espacio métrico (C°(Is, B, (7)), || - [|o0), con § dado
como en el enunciado del teorema y entendiendo ||g|lcc = sup{|g|: t € Is}.
Como ya hemos visto este espacio es completo. Haciendo uso del planteamiento
integral del Lema 10 la solucién tnica de (P) vendrd dada, si es que existe, como
el tinico punto fijo del operador Ty: C%(Is, B (x0)) — C°(I5, B-(x)) definido
por

Tyo(t) = w0 + / s, 8(s)ds, contelsyéeCIsBy(ao)):

Para poder aplicar el teorema del punto fijo de Banach debemos probar dos
hechos:

a) Que, efectivamente, el operador estd bien definido; es decir,

Tré € C°(I5, By(z)),  para cada ¢ € C°(Iy, By (xo)).
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b) Que existe una potencia de Ty que es contractiva.

Una vez que probemos a) y b) tendremos la existencia de una tdnica solucién
¢ € C°(I5, B.(z0)) de (P).

Prueba de a): Si | -| denota la norma asociada a la bola B, (xg), la demostra-
cién se seguird probando que |Tr¢(t) — x| < r para cada ¢ € C°(Is, B, (x0)).
Pero esto es claro ya que

[ Tp(t) — wo| =

/t:f(s,sb(s))ds

< [ U oolds = M(e— ) < Mo <.

Prueba de b): En primer lugar veamos, mediante un proceso de induccién,
que para ¢,9 € C°(Is, By (w0)),

L™(t — to)

TR o() — TP(1)] < " 16 = tloe. (6.6)

m/!

Para m = 1, se tiene que

Tro(t) = Try(8)] = /(f(87¢(8))*f(8,1/)(5)))d5

to

</ (s, 6(s)) = f(s,9(s))|ds < L ) |¢(s) —(s)| ds

t
<Lllp- wnoo/t ds = L(t — to)||é — ]loc.

Supongamos que (6.6) se cumple para un cierto m y probemoslo para m + 1.
En efecto,

175 16(6) = TP+ (0)] = | [ (F6.TP0s) = £, T () ds

to

< | f(s,TFo(s) — f(s, T "p(s))| ds

to

t
<L / T ¢(s) — T{*¢(s)| ds
to
L™ ¢~ [ m
- = - d
/to(s to)™ ds

m!

L™t — o)™ ¢ — Pl
(m+1)! '
Ahora de (6.6) deducimos que
Lm Lmem

1756 = TF"dlloo < —+ll¢ = Pllooll(t = t0)™lloc =

16 = ¥lloo-

m!
Teniendo en cuenta que & m‘f — 0, cuando m — oo, concluimos que existe
algin m > 1 tal que T}" es contractiva. O]
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De un modo similar podemos probar la siguiente versién global del teorema
anterior

Teorema 13 (Teorema de existencia y unicidad de solucién global o Teorema
de Picard-Lindelof). Sea Q = [, 8] X R™ y f: Q@ — R™ una funcidon continua
y lipschitziana en la sequnda variable en ) con constante L. Entonces, sity €
[cr, B], existe una tinica solucion, ¢, del problema de valores iniciales

(m{wfwm,

z(to) = w0,
definida sobre |, 8], ¢ [a, B] — R™.

Demostracion. En este caso debemos considerar el espacio métrico, adaptado
a la nueva situacién, (C°([a, 8], R™), | - |l) v toda la demostracién funcionara
igual que en el caso anterior excepto en dos detalles: no serd necesario comprobar
la parte a), ya que es seguro que T es una aplicacién de C%([a, 8], R™) en
si mismo, y que en b) la contractividad de una potencia del operador T es
consecuencia de la estimacion

L"L(ﬁ _ CY)

m
1776~ TP loe < 26— Pl T

De los resultados anteriores, usando la parte b) de la Proposicién 11, ten-
dremos el siguiente

Corolario 14. Consideramos el problema de valores iniciales
'Z./ = f<t7 x))
(P) _
x(to) = Zo,

donde f: Q) — R™ es continua.

a) Si Q= 1InxB.(x9) y %, i, =1,...,n, son continuas en §Q, el problema
(P) admite una unica solucién ¢ definida sobre Is, ¢: Is — B,(xg),
donde

0 =min{h,r/M}, con M =méx{|f(t,x)|: (t,z) € Q}.

b) Si Q = [a,f] x R™ y gﬂ{;, 1,j = 1,...,n, son continuas y acotadas en
Q, el problema (P) admite una tnica solucién ¢ definida sobre [a, B],
o: o, f] — R™.

La prueba del corolario anterior es consecuencia de los teoremas de existencia
y unicidad de solucién local (apartado a)) y global (apartado b)) y de la parte
b) de la Proposicién 11.

La demostracién de los teoremas de existencia y unicidad es constructiva.
La solucién del problema de valores iniciales puede obtenerse como el limite
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de una sucesién de funciones construida por iteracion como en la demostracion
del teorema del punto fijo de Banach. Podemos tomar una cierta funcién ¢g,"°
perteneciente al espacio métrico que corresponda, y la sucesién de funciones se
define, para m > 1, como

Om(t) =T dm—1(t),
es decir,

t
qu(t) =+ f(S, gbm,l(s)) ds.
to

Estas funciones se denominan Iteradas de Picard y convergen uniformemente
(es decir, en la norma || - || ) hacia una cierta funcién ¢ que es la tinica solucién
del problema de valores iniciales correspondiente.

Ejemplo 30. Tomemos el problema de valores iniciales

{x((; :71.

Es claro que podemos asociarle la funcién

f:RxR—R
(t,z) — .

Esta funcién es continua y lipschitziana en la segunda variable (obviamente
|f(t,z1) — f(t,z2)| = |x1 — 22]). Luego, por el teorema de existencia y unicidad
global, existe una tnica solucién ¢ definida en R. Se demuestra facilmente que
la tinica solucién es @(t) = e!. Veamos cémo es la sucesion de iteradas de Picard:
tomando ¢o(t) = 1 se verifica que

2 tm

t

Esto es consecuencia de un sencillo argumento de induccién. Veamos que se
cumple para m + 1:

t

0

Es sencillo comprobar que ¢,,(t) — ¢(t) = e puesto que las iteradas de Picard
coinciden con la sumas parciales de la serie de Taylor de la exponencial.!” <

m

t 2
S S
¢m+1(t):1+/0 <1+S+2++W)ds

82 53 sm+1
-1 T A
A G I TR e}

t2 tm+1

e
LT Y Py

16Suele ser habitual considerar ¢o(t) = xo, pero no es necesario.
17Esto ha ocurrido en este caso pero no tiene por que ocurrir necesariamente.
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Ejemplo 31. Sea el problema de valores iniciales

, CCll 0 -1 T 0 -1
Tr = , = = 3’/"
T4 1 0 To 1 0
z(0) = (21(0),22(0)) = (1,0).
En este caso consideramos la funcién
f